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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 6

CLANKY

O POUZITI DISTRIBUCE V TEORII LINEARNICH DYNAMICKYCH
SOUSTAV

VAcrav DOLEZAL

(Doslo dne 28. #ijna 1958.) DT:517.948.34:531.3

Prvni ¢ast ¢lanku je v8novdna nskterym zdkladnim skutednostem,
teorie distribuci, zojména vlastnostem distribuci, které maji Lapla-
celtv obraz.

Druhé ¢ast zabyva se systémem integrodiferencidlnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty, jehoZ pravé strany jsou distribuce. (Takovym
systémem je popséna dynamika kaZdé linedrni fysikalni soustavy se
soustfeddnymi parametry.) Je definovéno distributivni feSeni takového
systému rovnic pii dané poéatedni podmince, stanoveny podminky
existence a unicity a vySetfeny nékteré jeho dalsi vlastnosti. Je pro-
vedeno zevrubné fysikélni zhodnoceni dosaZenych vysledka a udan né-
vod na konstrukei feSeni v konkrétnich ptipadech. PouZiti teorie je
ilustrovano dvéma praktickymi ptiklady.

Tato prace navazuje na ¢lanek [1], ktery je vénovin vySetfeni vlastnosti
systémi linedrnich integrodiferencidlnich rovnie, na které vede formulace pro-
blémi dynamiky linedrnich fysikalnich soustav se soustiedénymi parametry.

Systém, ktery byl v [1] uvaZzovan, mél tvar

T t
' ]zl{“ircmk(t) + P’ucfllc(t) + va o[ x(T) df} + q; = fi(1), t=1,2,...,r, (1)

kde oy, Birs Viro g0 znadi redlné konstanty. Tam byly téz definovany pojmy
zobecnéného a klagického Fesent soustavy (1) v piipadé, kdy f,() byly libovolné
lebesgueovsky integrovatelné funkce, které nerostou piili§ rychle. Mimo to
byly odvozeny postaéujici podminky pro existenci a unieitu téchto feseni.
Otézky, kterymi se hodlame zabyvat v tomto ¢lanku, objasnime nejlépe
na piikladé. UvaZzujme néjakou linedrnf soustavu, na kterou pusobi ngjaké
sily f,(¢), jejiz chovini je popsdno systémem (1). Stane-li se, Ze koeficienty (1)
nespliuji jistou podminku (tato byla v [1] oznagena P2 a je postadujicf podmin-
kou pro exigtenci jediného zobecnéného feseni), neumime rozhodnout, jak vypa-
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di a zda vibec existuje v systému funkei feseni soustavy (1). Nésledujici trivi-
alni piipad ,systému‘

¢
fe(x)dr =1, t>0, (2)
0
(ktery popisuje proud kondensdtorem o kapacité 1, na ktery bylo ndhle ptipo-
jeno jednotkové napéti) ukazuje, Ze neexistuje funkee xz(f), kterd by splitovala
(2), ackoli piiklad mé jistou fysikalni realitu.

Dalsi otdzka, kterou nedovedeme na zakladé [1] fesit, je tato: Dejme tomu,
ze tfeba je splnéna podminka P2, avsak vnéjsi sily obsahuji néjaké impulsy.
Nezname-li piesn¢ tvar impulst, ale jen jejich ,,plochu®, nebo cheeme-li si ¥e-
Seni zjednodusit, je pak mozno néjakym zpltisobem tyto impulsy charakteri-
sovat a prisoudit (1) néjaké Feseni, které by vystibovalo fysikalni skuteénost ?

Jak zndmo, v technické literatufe sc¢ obvykle takové impulsy vyjadiuji
,, Diracovou funkei*, pomoci které se pak na zdkladé matematicky neopravné-
nych pochodi dospéje k jakémusi Fefeni. Zaroven se ukazuje, Ze ty predstavy,
které mame o impulsu, nelze pomoci Diracovy funkece zachovat, a Ze tedy ne-
bude asi zbyvat nic jiného, ne# zavést néjaké obecnéjsi bytosti nez jsou funkee,
které by zato mély lepsi vlastnosti. Poznamenejme, Ze pro fysikilni problém
neni podstatné, jakymi matematickymi objekty jej popifeme, nybrz to, do
jaké miry tyto objekty vystihuji skuteénost. Ptirozené budeme pozadovat,
aby v piipadé, kdy fysikalni veli¢iny je mozno popsat pomoci funkei, bylo
mozno obecnéjsi objekty s témito funkeemi ztotoziiovat.

Jak uvidime dale, budou to distribuce, které uvedené pozadavky splnf
a dovoli odpovédét na obé pravé diskutované otazky dynamiky fysikdlni
soustavy.

Poznamenejme zaroven, Ze timto zptusobem dosahneme podstatného zobec-
néni vysledkt z [1] a mimo to se celd teorie systému (1) zjednodusi a stane se
velmi prizraénou. Dale dospéjeme k jistému obecnému formalismu v pouziti
Laplaceovy transformace, ktery je uzitetnou pomuackou pii fedeni konkrétnich
preblémi. _

Je pFirozend, Ze k tomuto cili budeme potiebovat nékterych vysledka teorie
distribuci; jeZto necheceme tyto znalosti u ¢tenate predpokladat a zatéZovat jej
shanénim raznych vét v prisludné (a nékdy svymi naroky dosti nepfistupné)
literatute, uvedeme na zadatku prvnf éasti ¢lanku elementarnim zphsobem
nejzakladnéjdl fakta této teorie. (K hlubsimu studiu poslouZi [2] a [3].) Zato
viimuneme si zde blize nékterych specidlnich pojmi, jako laplaceovskych di-
stribuc{, obrazu, konvoluce apod., nebot je budeme pot¥ebovat ve druhé dasti
k fegend viastniho problému. (Tyto pojmy, zavedené jinou cestou a pro special-
néjii ptipady nalezne &¢tendt v [4].) Tim Ctenadf zdroven ziskd znalosti, kteryeh
bude moci pouzit i pro fefeni jinych otédzek nez dynamiky soustav.
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Ve druhé &asti ¢lanku budeme se pak zabyvat systémem (1) ze stanoviska
teorie distribuci. Zaroven ukdZeme na souvislost tohoto pojet{ s pojmy préice
11}, na fysikdlni vyznam vysledkd a koneéné na nékteré zavéry, vyplyvajict
z teorie pro praktické pouziti.

CAST 1.

Pristupme tedy ke struénému vykladu zakladi teorie distribuci. Distribuce
zavedeme jako jisté linedrni a spojité funkecionaly. Jak zndmo, funkciondlem
se nazyvéa predpis, kterym je kaZdé funkei z néjakého systému K piitazeno
pravé jedno &islo. Funkecionily budeme oznadovat latinskymi pismeny f, g, %, ...
Symbol (f, ¢) bude znadit hodnotu funkeiondlu f pro ,argument rovny ¢,
tj. ¢islo, plifazené funkei ¢.

Systém funkei K, na kterém budeme distribuce definovat, nedht je tvoYen
viemi redlnymi funkcemi @(f), definovanymi na (— oo, o), které maji tyto
vlastnosti:

1. @(t) maji v (— oo, o) viechny derivace;

2. kaizda funkce @(f) je rovna nule vné nékterého koneéného intervalu
(ktery obecné zdvisi na ¢(t)). }

Piitom zavedeme tuto terminologii. Rekneme, Ze posloupnost ¢,(t) € K,
k=1,2,3,... konverguje k nule v prostoru K (coz oznacime g(f) — 0), exis-
tuje-li konedny interval <#;,t,> tak, Ze ¢ (f) = 0 vné <,, t,> pro vSechna k,
pricemz g (f) — 0, ¢{(t) — 0 stejnomérné na (¢, t,> pro viechna n.

Piikladem takové funkee z K je

1 1 '
Pa,p(t) = €Xp (— F o x P;—:) pro te(x, ), o« < f,
=0 wvné (v f0). (3)

V&imnéme si na tomto mists, Ze plati toto ziejmé tvrzeni: Necht ¢, (¢), @,(t) €
e K, a(t) je libovolnd realnd funkee, majici v (— co, o) viechny derivace.
Jsou-li &, «, Tealnd &isla, n prirozené &éslo a » > 0, pak plati a(f) ¢,(f) € K,
o (B) + aaps(l) € K, (1) € K, [, (8)]" € K. Je tedy systém K pomérné ,,hodné
bohaty*.

Distribuce zavedeme nyni takto:

Rekneme, Ze funkciondl / je distribuce, je-li [ definovin na K a spliuje-li
tyto podminky:

1. pro libovolna redlnd sla «,, «, a funkee ¢i(f), o(f) € K je

(f, @y - xaps) = xy(f, #1) + xolfs 92) (4)

(linearita funkeciondlu);

2. pro libovolnou posloupnost g, (¢)
{f, px) = 0 (spojitost funkcionalu).

—» 0 v K konverguje posloupnost Cisel
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Ptitom pod rovnosti distribuci f = g budeme rozumét, #e (f, ¢) = (g, p) pro
viechny ¢(t) e K. (Upozornéme, #e v symbolu (f, ¢} bude zasadné prvni pis-
meno oznadovat funkeional, druhé funkei z K.)

Uvedme si piiklad distribuce! Polozime-li

(9 9) = ¢'(0) + 2¢(1) — fozfp(‘t) dr,

je timto predpisem zfejmé definovana distribuce. (Lehko zjistime, Ze (g, @)
spliuje podminky 1. a 2,

Ukazme nyni, kterak je mozno lokalné integrovatelnou funkei f(t) vyjad¥it
jako distribueci.?)

Klademe-li

o

(f.9) = [12) g(v) dr ()
lehko vidime, Ze (f, ) spliiuje podminky 1., 2. a je tedy distribuci?). Mozno
tedy piedpisem (5) pojimat kazdou lokdlng integrovatelnou funkei jako distri-
buci. Kaidou distribuci, kterou lze vyjadiit pomoci (5), nazveme regularni.
Neni-li takové vyjadieni mozné, budeme ji nazyvat singularni (uvidime za
okamtzik, Ze takové distribuce existuji).

Poznamenejme, %e vyjidfeni reguldrni distribuce integrdlem (5) je jedno-
znalné, tj. ze riznym funkeim f(t), g(t) odpovidaji razné distribuce. Vskutku,
jsou-li f, g regularni a je-li f = g, znamena to, ze (f, ¢) — (g, ) = 0 pro kazdon
o(t) e K, tj. zZe

J () — g(@)] p(x) dv = 0.
1
Budeme-li za ¢(t) postupné klast funkee [, ﬁ(t)]ﬁ (podle (3)), dostaneme, 7o

g 1
lim [[f(z) — g(2)] - [@a,4(v)]" dT = 0; (6)

n—>00 «
1

avdak [pq 4(t)]" — 1 na (x, B), a to dokonce monotonné. Mozno tedy v (6) piehodit
B

potadi limitovani a integrace, &im# dostaneme [[f(z) — g(r)] dt = 0 pro vie-

chna « << f. Z toho viak vyplyva, Ze f(t) = ¢g(¢) skoro viude, a jednoznac¢nost je

dokazana.

1) Funkei f(f) nazveme lok&lnd integrovatelnou, existujo-li Lebesgue(v integrail
[1f(z) dz pro vechnd koneén4 t,, 1,. Poznamencjme, %e podstatné je to, %c existuje ko-
t\
neény integral z absolutni hodnoty funkee f(¢), nikoli to, Ze jde o Lebesguetiv integral.
Ctenat, ktery teorii Lebesgueova integralu nezné, miZe si viude predstavovat integréal
Riemanniv. Lebesguetv integral uZivame zde proto, Ze ma lepdi viastnosti nez Rieman-
nav.

2) Zde uzivame t6 licence v oznadeni, Ze funkel ,,f(t)*‘ ptifazujeme funkcional ,,f**.
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Budeme-li v (5) specialné klast f(t) = C, dostaneme ,,distributivni konstan-

tu®, tj. funkeiondl (C, ¢) = C [ (1) dz.
-0
Distribuci d, definovanou rovnici

Or, ) = @(T) , (M

budeme nazyvat ,,Diracovou distribuci®‘. Snadno lze dokazat, Ze d, je singu-
larni distribuce, tj., Ze ji nelze vyjadtit ve tvaru (5). Pozdéji sezndme, v jakém
vztahu je dp k inZenyrské piedstaveé o ,,nekonecéné kratkém impulsu o plose
1 3

Jsou-li f, g distribuce, zavedeme jejich soucet f 4 g rovniei

(F+9.9 =009 +9 9. (8)
Podobng, je-li « dislo, pak nasobkem «f budeme rozumdt distribuci
(«f, ¢) = (f, o9) - (9)

Z (8) a (9) je ibhned vidét, Ze definice maji smysl, tj. Ze funkciondly f -}- ¢, «f
spifiuji podminky 1., 2. Mimo to je zfejmé, Ze plati f +-g =g - f, («f) f =
= «(fif) apod., tj. stejna pravidla jako pro funkce, a Ze v piipads, kdy f, ¢ jsou
reguldrni, odpovida distributivni soudet (nasobek) obydejnému soudtu (na-
sobku). )

Z toho, co jsme dosud o distribucich fekli, vyplyva, Ze nelze obecné mluvit
0 ,,hodnoté distribuce v daném bodé #,°, jak je tomu u obydejnych funkei. Je
vSak uz mozno dat presny smysl vyroku, Ze ,,distribuce f je rovna nule v okoli
bodu £,. Tim budeme rozumét, ze existuje interval (t;, — e, t, -+ &) (okoli bodu
to) tak, Ze pro kaZdou funkei ¢(t) € K, ktera je rovna nule vné (f, — &, { -- ¢),
je (f, ¢) = 0. Odtud vyplyva, Ze timto je ddn smysl réent ,,distribuce f je rovna
nule na oteviené mno#iné M”, coZ znadi, 7e f = 0 v okoli kazdého bodut ¢ M.
Tak na pifklad distribuce §r podle definice (7) je rovna nule v okoli kazdého
bodu ¢ > T nebo t << T, tj. 87 =0 na (— o,T) u (T, ). Pomoci téchto
pojmt muzeme pak definovatl rovnost dvou distribueci f, ¢ na néjaké oteviené
mnozing M; fekneme, Ze f = g na M, je-li f — ¢ = O na M.

Uvedme si piiklad! Je-li f = §, + 38; — e~? cos 2{, pak zfejmé f je rovna
regularni distribuci — e~* cos 2/ na mnoZiné (— oo, 0) U (0, 3) U (3, o).

Viimnéme si, jaky je prakticky vyznam téchto pojmi! Prozradme napied,
Ze Fefeni z, rovnic (1) (coz bude distribuce), bude moino v prevazné vétsiné
pipadt psat ve tvaru x; = u, -+ v;, kde v; je regularni distribuce, u; pak
distribuce rovné nule na mnoZingé M tvaru

M = U (fz’ ti+1) 3 (10)

ie— oo

ti < tp+1 pro viechna k. To znamend, %e x; = v, na M. Usty fysika fedeno,
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odezvu x, bude mozno na intervalech (¢, t;+,) ztotoznit s obydejnou funkef,
v bodech ¢, pak budou né¢jaké impulsy.

Pristupme nyni k zavetleni limitniho pfechodu pro distribuce.

Rekneme, #e posloupnost distribuci f,, n = 1, 2, ... konverguje k distribuci
f a oznadime to symbolem f, — f, jestlize pro kaZzdou ¢(f) e K posloupnost
disel

(fn’ (P) e (fs (p) . (12)

Analogicky, zavisi-li distribuce f, na parametran i, potom symbol f, — f
kdyz 2 — 2, znadi, Ze pro kaidou ¢(t) € K je (fi, ¢) = (f, @) kdyz 1 — 4,.

Z téchto definic je ihned zfejmé, Ze konvergentni posloupnost distribuei
ma pravé jednu. limitu.

Dale z (12) vyplyva, Ze jsou-li «,, x, Gsla a f, — [, g, — g, pak plati «,f, +
+ g, > xf + %9,

Stejnym zphsobem, jak se definuje soudet nekoneéné fady funke, je defi-
o0

novén soudet nekonedné fady distribuci. Rekneme, ze fada > f; ma soudet s,
1=1
n
je-li > f, — s pro n > c0.
i=1
Viimnéme si nyni toho, jakd je souvislost mezi konvergenci distributivni

a obydejnou (tj. néjakou konvergenci funkei). Jsou-li f,(¢), f(¢) lokalné integro-
vatelné funkce a pojimdme-li je jako distribuce, pak podle (12) konvergence
fn — [ znadi, Ze pro libovolnou ¢(¢) € K je

[ 1 g dr > [ 1) pla) de . (13)

To znamend, Z%e bude-li posloupnost funkei f,(#) konvergovat k funkei f(?)
podle nékterého z dile uvedeného konvergenéniho principu I.—II1., pak bude
v distributivnim smyslu f, — f.

L 1.(t) = f(t) stejnomérné v kazdém konelném intervalu <t,, t,>.

IL. f.(t) — f(t) skoro v&ude, ptitem? existuje lokalné integrovatelnd funkce
h(t) tak, %e |f,(t)] < h(t) pro viechna n a {.

TI1. konvergence f,(t) — f(t) je monotonni, ptidem% f({) je lokdlné integro-
vatelna (srv. [5]).

Uvedme si piiklad! UvaZujme posloupnost funkei

1
h,(t) =7 na (O,W’) ,

= 0 vsude jinde.

Ziejmé h,(8) — 0 v kazdém bodé. V distributivnim smysla viak je (h,, ¢) =
1

= n[p(r) dr —> p(0). (Stadi si totiz uvedomit, ze ¢(t) je v bods t = 0 spojitd
0 v
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a pouZit vétu o st¥edni hodnots.) Plati tedy (&,, ¢) — (5, @) pro kaidé ¢(t) € K,
tj. h, — 6,

Obratme nynf pozornost k dleZitému pojmu — derivaci distribuce. Uvazme
nejdifve piipad, kdy ndjakd spojitd funkee f(f) ma skoro viude lokdlné integro-
vatelnou derivaei f'(f). Pro pislusny funkeional (f', ) pak plati:

(Fop) = [ 1@ ) dv = [[(2) g7, — [ 10 ¢'(0) dv = (f, — ¢}
Bude tedy piirozeng, obecns definovat derivaci f* distribuce f rovnief

. foo)y="1—9)- (14)
Ze (14) je lehko vidét, %e funkecional (f, — ¢') je linedrni, a vezmeme-li v Gva-
hu ten fakt, #e k posloupnosti g, (t) — 0 v K je té% — ¢i(f) — 0 v K (srovnej
s definiel!), e (f, — ¢') je téZ spojity. Je tedy definice (14) oprdvnénd, tj.
(f, — ¢') je distribuce.
7 toho vyplyva, Ze plati:
Véta 1. KaZdd distribuce md dertvace vsech #idi.

Postupnym pouZitim rovnice (14) dostaneme obecné
(9, 9) = (f, (— 1P ). (15)
Viimnéme si, ze p¥imo z definice derivace vyplyvé, Ze pro libovolna &isla
&y, y a distribuce f,, f, plati
(cify + xafs) = ‘3‘1]:; + 0‘2f; . (16)
Stane-li se, %e f = C (distributivni konstanta), mame (¢’, ) =— [ C¢'(z)
.dz = 0. Dokazme, %e to plati i obrdcend: je-li f' = 0, pak f = . Vskutku,
necht f' = 0, tj. (f', ¢) = (f, — ¢') = 0 pro kazdé p(t) ¢ K. Tato rovnice znaéf,
ze funkeiondl (f, ») je roven nule pro viechny (1) e K, které jsou derivaci ng-
jaké funkee ¢(t) e K. Zvolme pevné ngjakou funkei ¢,(f) ¢ K, pro kterou je
f @ (1) dr = 1 a bud C = (f, ¢,). Je-li nyni ¢(f) € K, mozno ji vyjadtit ve tvaru
(/‘( ) = @, (f) f(p(“[ ydr -+ ¢'(t), kde &J( e K. (Zlcjme touto rovnici defmovana,
funkece @(t) e K polo#ime-li totiz ¢(t fq ) dr — f'?‘f ) dr) f%(f dr,

vidime, %e pro dostatednsd velka [t] je ¢(f) = 0, takZe Skutﬂc né p(t) e K )
Podle predpokladu o linearité funkecionalu (f, ) tedy plati

0

()= ( [ o@dn). (f,g) + (,§) = C [g@)dr, tj. [ =C.

— 0
Postupnym pouZitim pravé dokdzaného tvrzeni vyplyvd, Ze je-li f® =0,
pak f je polynomem nejvyse & — 1-ho stupné. (Pozdéji této véty podstatnd
vyuzijeme.)
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Uvedme si nyni pitklady! Podle definice (7) je (5, ¢) = @(1'); pomoci (15)
tedy plati (0, p) — (— 1)eg®™(T).
Uvazujme dale funkei (Heavisidetv ,,jednotkovy skok®)

Hyty=1prot>T,
=0 prot=T.
o0
Pro jeji distributivni derivaci 7 nalezneme (Hy, ¢) = (Hy, — ¢') = — [@'(1) .
T
cdr = @(T'), takie plati
Hyp = 6p. (a7

Sy Sp S2
-~ \
t
) P ’
Sy
Obr. 1.

Tento vysledek mizeme snadno zobeenit na nasledujici, pro aplikace velmi
dtlezity piipad: necht funkece f(¢) je v kazdém konetném intervalu spojita
vyjma koneény poéet bodil, kde ma nespojitosti prvniho druhu (tj. v téchto
bodech existuji koneéné limity zleva i zprava), a necht ma viude vyjma tyto
body derivaci (v obvyklém smyslu), kterd je lokalné integrovatelnou funkei.
Priklad takové funkce je uveden na obr. 1. Mame stanovit distributivni deri-
vaci ['.

Budte tedy ¢; body nespojitosti, ... {_, << (. < fy <, <I ty <C ... a oznaéme
,,skoky s, = lim f(¢) — lim f(t). Zavedeme-li funkei A(f) predpisem A(f) =

t—t;+ t—t;—
@

= > s,H,(t), potom zFejm® funkce

g(t) = f() — h(t) (18)
bude viude spojitd, a bude mit skoro viude lokdlné integrovatelnou derivaci
g'(t). To znamend, ze distributivni derivace ¢’ bude rovna ¢’(t). Distributivnim
derivovanim rovnice (18) nalezneme ¢’ = f' — &/, tj.

®©

f'=qg + Z 804, - ‘ . (19)

i=—w
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=]
Plati tedy, Ze f' = ¢'(f) na mnoziné U (f;, t;+,).
=~

Viimnéme si na tomto misté, Ze plati nasledujici ztejmé tvrzeni: Je-li distri-
buce f= C na M, pak f = 0 na M. Na piiklad Hy = 1 na (', c0) a tudiz
Hp = 6p = 0 na (T, o).

Vénujme nyni nékolik slov otédzce soudinu distribuci. Reknéme rovnou, Ze
soutin dvou nereguldrnich distribuci nelze obecné definovat tak, aby mél
,,;ozumné‘‘ vlastnosti, ba dokonce to neni mozné ani pro soudéin funkce a dis-
tribuce. To je oviem jistd nevyhoda. Ma-li vSak funkce vSechny derivace, pak
je mozno soudin jednoduse zavést.

Je-li { distribuce, a(f) funkce, majici v (— o0, <o) derivace viech ¥ada, pak
soudin af je distribuce, pro kterou je

(“f: (7‘7) = (f: a’W) (*)

Z (*) je lehko vidét, %e funkeciondl (f, ap) je linedrni a spojity. Pro to stadi si
pouze uvédomit, ze je-li g, (t) - 0 v K, Ze té% a(t) ¢.(t) — 0 v K. Je tedy defi-
nice v potddku. V&imnéme si opét, Ze je-li f regularni, pak distribuce af od-
povida obyéejnému soudinu a(t) f(t).

Jako piiklad stanovme soudin adr. Podle (*) a (7) mame (@dr, @) = (Jz, ap) =
= a(T) ¢(T), co’ podle (4) miZeme psat (ady, ¢) = a(T") . (I, @), takie plati
adp = a(T) 6;.

Snadno lze dale dokdzat, Ze plati toto tvrzeni:

Mé-1i a(t) véechny derivace a je-li f, — f, pak plati af, — af.

Vskutku, je-li f, — [, znadi to, Ze (f,, ) = (f, @) pro kazdou ¢(t). Aviak pro
kazdou ¢(t) ¢ K je téZ al(t) ¢(f) e K a tedy plati té% (f,, ag) — (f, ap), tj. (af,,
@) — (af, @), ¢ili af, — af, c. b. d.

@w w
Odtud vyplyvéd, Ze plati a > g; = > ag..
i=1 i=1

Pro derivaci soudinu distribuce a funkce, kterd ma vsechny derivace, lze
dokazat stejné pravidlo, jako pro oby¢ejné funkee, tj.

(af) = a'f +af . (20)
Vskutku, podle (14), (*) a (4) 1ze pro (af)’ psat:

(af)', @) = (af, — ¢') = (}, — ag’) = (f, a'p — (ag)') = {}, a’p) +-
+ (. = (ap)) = (@, ¢) + (', ap) =
= (a'f, ¢) + (af , ¢) = (a'f + af, ¢) , c. b. d.

Na prklad (ady) = a'dp - adg. Aviak ad, = a(T) dr & stejnd ¢'dp = a'(T) 8y,
coZ pomoci (16) d& dosazenim

ady = a(T) 6y — o' (T) oy .

Na rozdil od funkei plati pro distribuce nasledujici dilezitd véta:
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Véta 2. Je-li f, — f, pak plats §, —f .-

Vskutku, je-li f, = f, znadi to, e (f,, (r)/ = (f, @) pro kazdou ¢(t) € K, a jeiito
— @) €K, je (fu — ¢) = (2 — @), b fa = . b.

Tak na piiklad poslouprloét funkei f£,(8) :]—'sin nt konverguje k nule
n

stejnomoérné na kazdém konecéném intervalu. To znamend, %e v distributivnim
smyslu je f, — 0, a tedy podle véty 2 plati f, = cos nt - 0, f/ = — n sin at —
-> 0 atd., piesto, %e posloupnosti funkei f, (1), f7(t) v obydejném smyslu vitbee
nekonverguji.
@ o
Z vty 2 dale plyne, Ze kdyz s = z 7. pak s = z g:; mozno tedy konver-
t=1 i=1
gentni fadu derivovat ¢len po ¢Elenu.
Uvedme si nyni piiklad (jeho# obsah je pro aplikace velmi dilezity) na uiti
véty 2! Uvazme posloupnost funkei f,(f),n = 1, 2, ... kterd mé ndsledujici
vlastnosti:

a) ke kazdému N > 0 existuje &islo Oy > 0 tak, %e¢ pro viechna a, b spliiu~
b

jici nerovnosti la| = N, |b| < N je |[f.(z) dr| << Cy pro viechna n;

¢
b) je-li F,(¢) = [{.(7)dr, konverguje F,(t)—1 pro t > 0, F,(f) = 0 pro
-1

i <7 0.
Takovou posloupnost funkei budeme té% nazyvat d-posloupnosti. Podle b)

konverguje F,(t) — Hy(t) skoro viude, podle a) jsou ¢&leny |F,(t)| ohranitené
lokalng integrovatelnou funkef, a tudiZ je splnéna podminka II. pro konver-
genci pifsluinych distribuci. Je tedy ¥, - H,. Pondvadi F,(t) = f.(t) skoro
viude, je F, = f, (v distributivnim smyslu), takZe derivovinim dostavime
F, =f, > Hy=9, '

G N 1 no. . .
Lehko zjistime, ze naptiklad posloupnost f,(1) = o je d-posloupnosti,
. 2 n3t ,
takze f, > 9, a odtud — ER(EwTr > 0y atd.

Véimnéme si blize fysikalntho vyznamu provedené dvahy! Uvaime néjaky
tlen f,(t) dosti vysokého indexu é-posloupnosti. Z podminky b) vyplyva, Ze
fo(t) mé tvar impulsu, ptsobictho v okoli bodu ¢ = 0. Jevi se tedy podminky
a), b) precisaci té pledstavy, Ze ,,impuls je blizky Diracové distribuci®. Pozna-
menejme, ze z a), b) je zarovent vidét, Ze neni tak podstatné, jaky ma takovy
impuls tvar, nybrz jen to, jaka je jeho ,,plocha’.

Poznamenejme zdroven, %e pravé provedené uvahy nelze obratit; plati-li
totiz pro néjakou posloupnost funkei f,(1), n = 1,2, ..., Ze f, — dy, neplyne
z toho, Ze f,(t) je é-posloupnost. Vskutku, vezmeme-li néjakou d-posloupnost
¢,(t) a polozime-li f,(f) = g,(r) + n'a(t) sin nt, kde a(f) ma derivace viech
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fada, r > 0, pak zfejmé f, — &, a [,(t) neni é-posloupnosti. Je tedy tiida §-
posloupnosti uzsi nez t¥ida viech posloupnosti f, — 4.

Pristupme nyni k vySetieni vlastnosti dulezité tiidy distribuei, tzv. distri-
buci kone&ného ¥adu. Rekneme, %e distribuce f je konetného Fadu, existuje-li
pro ni celé &islo k£ = 0 a v (— o, w) spojitd funkee F(f) (kterou nazveme
vytvoiujici funkef) tak, Ze je F® = f. Nejmensi takové &islo k budeme nazy-
vat Fadem distribuce.

Tak specidlné kazda lokdlng integrovatelna funkee je distribuci koneéného
iéJdu. Stejnd je tomu u dp a jejich derivaci. Vskutku, oznatéime-li K,(f) =

ij ) dr, je K4(t) spojitd v (— <0, o) a platli Kz = d,.

I’oznamenejme, ze existuji distribuce, které nejsou koneéného tadu. Pii-
kladem toho je ¢ = > 64", kde zfejmé &islo k a funkcee F(f) neexistuji.

n=0

Pro nage tcely budou nejdilezitéjsi ty distribuce koneéného ¥adu, které
budeme nazyvat laplaceovské.

Rekneme, %e f je laplaceovskd, existuje-li pro ni celé &slo & = 0, funkce
I'(t) a ¢isla &, C = 0 tak, ze

1. F(t) je spojita na (— co, ),

2, F(t) =0 pro t =0,

3. [F@) < Cett prot =0

4. F0) = f.

Cislo £ budeme t67 nazyvat ,,ristem* distribuce f.

Mimo to zavedeme je§té tuto terminologii:

Rekneme, Ze systém distribuci {f,} je normélni, existuji-li pro néj pevné
disla k =0, £, ¢ = 0 tak, %e pro kazdou distribuci f, existuje funkce #,(f)
splitujici podminky 1.—4. Cislo & nazveme ,,riistem systému,

Z definice okamzité vyplyva ndsledujici dalezité tvrzeni:

Je-li f laplaceovska, pak pfi pevném L = 0 je vytvoiujici funkee F(t) uréena
jednoznadné.

Dikaz: Necht tedy pro nmakc k=0 exmtuje jesté funkce F( ), splﬁujim’
podminky 1.—4. Potom F® — Foy — (F ]f')(’P) =0, a tedy podle vyse
dokéazaného tvrzent je F — F = P,kde P j je polynom nejvy$e k — 1-ho stupné.
Podle 2. v8ak P je roven nule pro ¢ << 0, takie P(f) == 0, tj. F(f) == F( ), ¢. b.d.

Z definice laplaccovské distribuce vyplyva ddle zejména to, 7e takova
distribuce f = 0 na (— o, 0). Dale je lehko vidét, Ze kazda laplaceovsky trans-
formovatelna funkce je zaroven laplaceovskou distribuci. (Pfirozené, Ze tuto
funkei pokldddme rovnou nule pro £ <C 0.) To znamend zejména, Ze systém
funkei 8, ktery jsme zavedli v [1], je éasti systému vSech laplaceovskych distri-
buci. Kone&né je ziejmé, Ze je-li f laplaceovska, pak f™ je rovnés laplaceovsks,

415



pro kazdé celé n > 0. To znamend nap¥iklad, Ze 6% pro T = 0 je laplaceovska.

t
(Je totiz 64" = K{*®, kde Ky(t) = [ Hy(7) d7; odtud je té% vidét, pro¢ musi
byt T = 0.)

Z podminky 3. definice ddle vyplyva, ze pro &isla p, spliujiel podminku
Re p > & existuje Laplacetv integral funkce F(t), tj. v komplexn{ poloroviné
Re p > & je definovan obraz ¥ {I'(t)}. Tato okolnost umoZiiuje definovat
jednoduse obraz distribuce f.

Je-li f laplaceovska distribuce s rastem &, pak funkei Z(f) = p*.Z {F(t)}
proménné p, definovanou v poloroving Rep > & nazveme obrazem f.

Z této definice obrazu a z vy$e dokézané jednoznadnosti F(f) plyne, %e pii
pevném k je obraz uréen jednoznacné. Ukazme dile, Ze obraz je vadi volbé k
invariantni, tj. Ze £ miZe byt nahrazeno vétiim &slem.

Vskutku, je-li f laplaceovska a F(f) splnuje podminky 1.—4., pak podle de-
finice je Z(f) = p*& {F(1)}. Aviak funkce F V() = fF(z) dr ziejmé splni
rovnéz podminky 1. 3., podminku 4. pak pro k -+ 1. Jeioto viak & {FCO()) =
— L@ (B, je prr1p (FOD)} = p 2 (F(B)} = £(f), c. b. d.

7740 této uvahy zaroven vyplyvé, %e pro kaZdou funkei f(¢) € S (tj. laplaceovsky
transtormovatelnou funkei, srv. [1]) plati Z(f) = £ {{(1)}. (Podtrhnéme, Ze

klademe f(¢) = 0 pro ¢ << 0.)
Snadno se dokéze nésledujict

Yéta 3. Necht f, g jsou laplaceovské; je-li L(f) = ZL(g), pak f = g.

Duikaz: Necht F(t), G(t) jsou ptisluiné vytvokujici funkee, £, I odpovidajic
¢isla, prondi f = F® g — GO, Budiz k = I. V poloroving Re p > max [&, &,],
kde &, a &, je rast distribuce f resp. g tedy plati

L RO} = P (G0}, b L 00} = 5 £ (FO),

Gli £ (G(t)) = & {Fee-n(t)}¥)

Podle zndmé véty (srv. [6]) pak plati G(t) = F&-u(t). (G({), F(F) jsou spo-
jité!) Derivujeme-li tuto rovnici distributivng ([-krdt, mdme GO = F*)
tji.g =1, c. b.d.

Z definice obrazu p¥imo plyne tvrzeni:

Jsou-li o, f ¢isla, f, g laplaceovské, pak

L(of + ) = «L(f) + BL(g) -
Trividlnim disledkem definice obrazu je

Tn—1

1 T2
3) Zde i nadale znadi F-m)(t) — Of de, , 0f dz,_g .. of F(z))de,n> 0.
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Yéta 4. Je-li | laplaceovskd, plati
L(f') = pZ({) - (21)

T
Specialné nalezneme: Jeito pro T =0 je ¥(Hr) = J{HT(t)}:e?

{Dtkaz je ztejmy.)

a dp = Hp, mame Z(07) = pZ(Il;) = e~?" a odtud obecnd
LOP) = pre T .

Vsimnéme si na tomto misto piipadu, kdy f je regularni laplaceovska distri-
buce a v {0, c0) ma (obydejnou) derivaci, kterd ma obraz. (Na prvni pohled se
totiz zd4, e (21) ,,néjak nesouhlasi* s obvyklym pravidlem pro obraz derivace
funkce.) Jezto o f pf-edpoklaldéme ze je laplaceovska, znadi to, Ze f(t) = 0
pro ¢t << 0. Oznadéme pro uréitost f t) =f'(t) prot =0, f(t) =0 prot < 0.
{V bodé t = 0 piirozené rozumime derivaci zprava.) Pro distribuci f’ viak plati

a a

(f.9) =~ [0 de = — [])¢'()de == fz) o)) +
+ 1) g de = [(0) ¢(0) + [ ') p(0) de
takze -
Jr=10) 0, + 1" (23)
{Tuto rovnici mohli jsme ostatné napqat/ piimo na zakladé (19).)
Ponévadz viak Z(f) = & {{() (f) &£ {f (1)}, dostavame dosazenim

(23) do (21) f(0) + & {}'([)} = pﬂ’ {f(t)}, tj. zndmé pravidlo.
Pro dalii ivahy bude Gdelna znalost nésledujictho lemmatu:

Lemma. Bud k celé §islo, k = 0, «(t) funkce, majict v (— o0, o) derivace vech
tadd. Pak pro kaZdé T = 0, h > 0 existuje ¢(t) € K tak, Ze plati:

1. ¢®)(t) = «(t) pro ted0,7),

2. Jp(t) — x(t)| = max  |x(0)| pro te (T, T + h,

ce(T,T+n)

3. W) =0 pro t =T + h.

Diukaz: Pro k= 0 je véc jasna. Stadi totiz zvolit funkei @(t) e K tak, Ze
O0<Pt)<lprote(—1,0)u (T, T +n), D)y =1prote<0, T a D) =0
vné (— 1, T 4+ h), (takovd funkce zfejmé existuje) a polozit ¢(t) = x(t) D(t).

Pro k > 0 provedme dtikaz indukei. Necht tedy pro nékteré k£ = 0 existuje

g(t)e K tak, ze jsou splnény podminky 1.—3. a pro t = T + £ je ¢(f) = 0.
Zvolme ndjakou funkei @(t) e K tak, %e ¢(t) je rovna nule vné intervalu (—1, 0)

0 Tih

a plati pro ni [¢(r) dr = [ g¢(7) dz. Polozme nyni
-1
1 t .
w() = [o()dr — [ ) de. _ (24)
-



Piedné je z (24) zfejmé, Ze y(t) = 0 prot = T + h, a Ze w(t) ma derivace
vSech Fadu, takie p(f) € K. Déle prot = 0 je y'(f) = @(t), tj. p@EEO(t) = ®)(1),
¢imz je lemma dokézano.

Nyni muZeme snadno dokazat nisledujicl vitu:

Yéta 5. Necht distribuce f, f,,n = 1, 2, ... tvofi normdint systém s rastem &;
je-li f, — f, pak v poloroviné Re p > & plati Z(f,) — L(f).

Dikaz: Budte F,(t), F(t) vytvorujici funkee k distribucim f,, f, pro které
F = f,, Fo = f. Jeito f, — f, je F) > F® cor znad, %e

W

fF,, ) ¢®(7)dr — [ F(r) ¢®(1) dv (25)

pro kazdou ¢(t) e K. (F,(t), F(t) jsou rovny nule pro ¢ < 0!)
Zvolme nyni nékteré komplexni &islo p = x -+ ¢y, pro které « > &; ozna-
¢ime-li y(¢) néjakou spojitou funkei, 7', A > 0 libovolna &isla, miZzeme psat:

Re Z {F(1)} — Re & {F,(t) 0}) — I () e ®rcos yrdr =
TD/) h( F(r) — F (7)) p(r) dv +- Z’(F(T) — F,(x)) . (e7%7 cos yr — (7)) dv +
4[ Ry — Fof) (o727 cos yr — pla) de + ji(ﬁ'(r) — F () e~rcos yr dr,
takze )
|Re & {F(t)} —PPY{F M} = -
= ]:[M(F(r) — (1)) y(x) dr] + | f (F(z) - Fo(x)) (77 cos yz — p(r) dz| +

+ [ (F @]+ |[F0)]) . |e~®7 cos yr — y(r)| dv + [ (|[F(z)| + [F.(r)]) e e de.
T 7

‘ (26)

Zvolme nyni libovolné & > 0; podle predpokladu o normélnosti systému

[, f. existuje C = 0 tak, ze [F({)| < Cest, |# (1) << Cet? pro viechna t = 0

) , B . 1 (e — &) . .
a n. Zvolme dale ¢islo 7' tak, e 7' > — ————Z:]né(?i )(,5) . Snadno se pFesvéd-
x — ¢ 20
¢ime, Ze pak posledni ¢len na pravé strané nerovnosti (26) bude mensi nez
(L Koneéné zvolme b < T tak, e h < — )(, exp (— T'(2¢ — x)).
)

K Cislﬁm T, h existuje pak podle lemmatu funkee ¢(t) ¢ K tak, Ze plati jeho
body 1., 2., 3., klademe-li tam «(t) = e~** cos yt. Polozime-li ve (26) p(f) =
= *)(i ), wdlme, 7e vymizi druhy ¢len pravé strany (26); dale pak je

T+ h Tyrh

[ (FO] 4 [Fu)]) - Je* cos yr — ¢(a)| dv = [ 20657 W ™ dr <
T

= 20T o L
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Pro vybranou funkei ¢(f) € K tedy plati
[Re £ (F()} — Re 2 (F,0} < |[ (P(0) — F,(0) ¢®() del + 5. (27)

Podle (25) viak existuje index N, > 0 tak, e pro kazdé n > N, bude prvni

¢len pravé strany (27) mensi nez T , takze pro viechna n > N, bude
9]

[Re & {F(1)} — Re 2 {F A} < <.

Opakujeme-li nyni celou uvahu pro rozdil Tm & {F(t)} — Im & {FF, ()},
zjistime, 7e existuje N, > 0 tak, Ze pro vSechna n > N, bude absolutni hod-
nota tohoto rozdilu mensi nez }e. To znamend, Ze pro viechna n >> max [N, N,]
je | {F@)} — & {F,(1)} < &, takic

LAF, (1)} = Z{F()}. (28)

7 (28) koneéné vyplyva, e v poloroving Re p > & je pt& {F (1)} > p*Z .
-{T(f)}, tj. L(fa) = Z(f), e b. d.

Z pravé dokazané véty b vyplyva, %e splituji-li ¢dstednsd soudty konvergentni

=)

fady > g; jakoZ i jeji soudet predpoklady véty, plati
i1

#(39)=> 7). (29)

Uvedme si priklad. Necht f = Z d,. Ziejmé tato fada je konvergentni, Z(S

=0

a f jsou laplacoovsk(, a jsou splnény podminky véty 5. (Oc¢ividné vytvoiujic

Elk 1)

funkei #(f) k distribuei f je F(t) = + (k- 1)t pro telk, k1

k=0,1,..., takie pro kazdé ¢ = 0 je F(t) = —;« it - 1) << 2et.) Podle (22) je

w0

L(5,) = e, takic pro Re p > 0 je Fada > e konvergentni a mé soudet
n=0
(I — e?)~L Podle (29) tedy je ,
7 S 1
:/(Zoa) - (30)

Jako dalsi priklad (velmi poudny) provedme ndsledujici tvahu, ze kteréd
dobie vynikne charakferisticka vlastnost laplaceovskych distribuci, tj., Ze
jsou rovny nule na (— oo, 0). Jiz diive jsme dokéazali, e v distributivnim
smyslu plati f, = nsin nt — 0. Aplikujeme-li na tento piipad bez rozmyslu

o

vétu 5, dostaneme Z(f,) — 0, atkoli & {n sin nt} —= __‘i,; = 1; v ¢em je

chyba? Lehko viak vidime, Ze v&tu 5 nelze pouzit na posloupnost f,. Pii
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dikazu vztahu f, — 0 znamenal totiz symbol f, reguldrni distribuci » sin n¢
na celém (— o0, 00), a tudi? f, nebyla laplaceovskd. Naproti tomu, zavedeme-li
pro urditost oznadent }‘n( ) = n sin nt prot =0,

=0 pro t << 0, potom

1 .
Fo ) =t - o sinn prot = 0,

=0 pro t << O jsou vytvolu]luml funkcemi
pro f:, Splﬁujicimi podminky 1.- (dokonee je _F"(z‘) = f,(t) viude v (— o0, 0))
a tedy fn jsou laplaceovské. Dile je F W0 — Ko(t) stemomerne na kaZzdém ko-
neéném intervalu (Ky(f) = ¢t prot = 0, Ky(t) = 0 pro t <2 0) a tedy i v distri-
butivnim smyslu plati INf’n - K. Derivovanim plyne odtud ]NW =f, > K, =
= (Hy)" = §,. Podle vity 5 tedy plati
L(f,) = L {nsinnt} - Z(,) = 1.

Z tohoto prikladu vyplyvé, ze poéitdme-li nékde s obrazem £ {f(f)} néjaké
funkee f(f), pak s hlediska distribuci to znadi, 7e predpokladame f(f) = 0 pro
{ << 0.

Ptistupme nyni k zavedeni pro naSe u(‘ely velmi dtlezitého pojmu — kon-
voluce distribuci. Budte f, g laplaceovské?) distribuce, F(t), G(t) p¥isludné vy-
tvofujici funkee, spliiujici podminky 1.—4. a necht f = F®, ¢ = G®); kon-
voluei f* g nazveme distribuci, pro kterou plati

t

frg=([F(t —7) G(x) dr)**".9) (31)

Q0
Z definice (31) pomoci substituce ¢t — v = « ihned vyplyva, Ze
L4
I*g=9*f. (32)

Dokazme nyni, Ze konvoluce nezavisi na volbé &isel k, I. Toto tvrzeni bude
dokdzano, dokazeme-li, Ze plati

i tt—7
(Oflf‘(t — 1) G(1) do)*D = (b{(of F(o) do) G(z) dr)teD (33)
Podle Fubiniovy véty vsak plati
t i—7
f( f F(o) do) G(z) dr = ff]f a) G(r)dodr, (34)

4) Z dalsiho bude zfejmé, Ze pro definici konvoluce neni podstatny bod 3. definice
laplaceovské distribuce, a Ze by mohl byt vypustén. JeZto viak nas bude zajimat obraz
konvoluce, pro jeho# existenci bod 3. podstatny je, definovali jsme konvoluci jen pro
laplaceovské distribuce.

) Upozornéme, aby nevznikl omyl, Ze konvoluce funkei uvnitt kulaté zévorky je defi-
novéana pro véechna ¢t (nikoli jen pro t = 0), je véak rovna nule pro ¢ << 0, nebot tam
F(t) = G(i) = 0. Z toho vyplyva, Z¢ f * g = 0 na (— oo, 0).
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kde Q je trojuhelnik roviny z, o s vrcholy [0, 0]; [¢, 0]; [0, £]. Zavedeme-li
o7, o)
o(u, v)

piejde v integral [ [F(v — u) G(u) du dv, kde oborem 2 je trojihelnik roviny
Q

,
transformaci v = u, 0 = v — u, je =1 a integral na pravé strané (34)

u, v s vrcholy [0, 01; [¢, t]; [0, t]. Pievedeme-li tento integral opét na dvojny,
dostaneme koneénd
t t-1

([ F(o)do) A7) dv = ft(va(v — u)'G(u) du) dv . (35)

Derivujeme-li tuto rovnici & + 7 - 1- krzite dostaneme (33).

Jak zndmo, pro konvoluei tii funkei f(), g(t), A(t) plati (srv. [6]) f(£) * (g(f) *
*h(t)) = (f(£) * g(t)) * h(t). Z toho vyplyvé, Ze pro tfi laplaceovské distribuce
f, g, b plati ' '

[*@*h)=(f*g)*h. (36)

Vskutku, zfejmé lze najit piirozené & a vytvotujiei funkce F(t), G(t), H(t)
tak, ze f = F®, g = G®, b = H®, takie

T ¥ FR) = F®R[GE) * H{))EH = [F(t) * (G( ) ¥ H(1)1*D =
= [(F(t) * G(t)) * H(H)]H = [F(t) * G0 * H® = (f*g) *h ,c. b. d. §
Zcela stejné se dokaze, Ze pro laplaceovské distribuce plati
fr@+m=frgHi*h. (37
Dale plati nasledujici

Vita 6. Jsou-li funkce f(t), g(t) lokdlné integrovatelné, z nich# jedna je v kafdém

koneéném intervalu 0, T okmw téend a f(t) = g(t) = 0 pro { < 0, pak plati
(&) *gt)=7*g. (38)

Dikaz: Spliuji-li f(2), g(¢) pFedpoklady véty, pak f(t) * ¢(t) existuje pro
viechna ¢. (Viz [6] nebo [1] ,,pomocnd véta®.) Vytvorujicimi funkcemi pro f,
g ziejmé jsou FU(E), g-D(#). Utvorme H(t) = f(=1(t) * g~1(t). Ponévadz
fb(t) ma derivaci skoro véude rovnou f(t), plati ([6], [1]), Ze H(f) ma skoro
Vsude derivaci a je H'(t) = f(I) * g=D(t) 4 fCD(0) gt=D(5) = f(t) * g D(¢).

Stejnym zptsobem vyplyne, ze skoro viude

H'(t) = f(t) *g(t) , tj. [*g = f(1) * g(t), c. b. d.

Uvedme si nyni priklady na konvoluce! Bud f laplaceovslia distribuce; mame
uréit f * 6,. Necht F(t) je piisludna vytvotujici funkee k f, F» = f. Vytvoiu-
jlet funkel k 6y je Ko(f) =t pro ¢ = 0, Ky(f) = 0 pro ¢ <C 0, plidem Ky =6,

t
Podle definice tedy je f* 8, = ([(t — ) F(z) dr)**?. Integraci po &istech
0
vsak je
t

[(t —7) F(v) dv = [(t — v) FCOO(2)]7Z6 + f F5(7) dv = FC3(1)
0

° (V]



takie | * §, = (F-2(1))+D = F®, Plati tedy

fro=1. | (39)

11t

Stanovme dale 8, * &,. Zde je 0, = K, takie
i
o * 0y = (bf(t — 1) Tdr)® = (L3 = ([,(1))® = & .

Pomoci konvoluce mohli bychom té% definovat ,,uréity integral od 0 do ¢
z distribuce f* jako distribuei H, * f; kdyby pak f byla reguldrni, byl by podie
t

v&ty 6 tento pojem totoiny s [f(r) dr. Pro nade udely viak to nema valné ceny
0
a proto nebudeme podrobnosti rozebirat.
Lehko se nyni dokaze nasledujici

Yéta 7. Jsou-li [, g laplaceovské, pak

(F*g)y =71*g. (40)
Dukaz: Budte #(t), G(t) vytvorujici funkee, F'®) = f, /() = g. Jezto F*+DH =
= f’, je podle definice konvoluce

frEg = (ftp(t — 1) G(z) dT)*HHD = (f * g)') ¢. b. d.

o
Na zaklads (40) vyplyva z (39) vzorec
F o = o (41)
Dilezitd bude nasledujici
Véta 8. Necht distribuce |, g, f,, gn, # = 1, 2, ... lwoft normdlni systém; je-li
fa—1, go — g, pak plati '
In*gn—1%g. (42)
Pritom f * g, f, * g, tvoFl roonéZ normdlni systém.
Dukaz: Budte F(1), G(t), F (1), G.(t) vytvoFujicl funkee a f = F®, g = (),
fo=FP, g, = GP. Jeito f, — |, je

[ F(v)¢®(x)dr— [ F(r) ¢*(r) dv pro kazdou ¢(t) e K. (43)

Pro libovolnou spojitou funkei 4(t) a &isla 4, & > 0 plati
p 2
FEDQ2) — FO(2) = [F(r)dr — [F,(v)dr =
0 0
A+ h

:ﬁmﬂ«mwu—mmﬁ+{WM—hmmmw—

- Af (F(x) — F, (7)) n(r) dz,
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takze

|[FCDR) — FOO)| = U - Fo@) (L — () de| +
At h ). + h
+ Of (F(r) — F,(v)) n(z) dz] - |F |-+ [Fn(r)])’. {7}('5)' dr . (44)

. . , y £ Y -
Zvolme 4 > 0 a ¢ > 0. Zvolme dale % << A tak, Zz¢ A << Yol e~ (Cisla C,
o

£ existuji podle predpokladu [F(t)], [G(1)], 1F. (), |(,(0)] = Cott)

Podle lemmatu existuje pak pro 1, & (klademe tam 7' = 1; «(t) == 1) funkee
@(t) € K tak, Ze ¢®(t) = 1 v {0, 2>, lp®™(t) — 1 == Lv {4, A -Fhy a ¢gt() =0
pro t = 4 + k. PoloZime-1i ve (44) n(t) = ¢®™(t), zmiz{ prvni ¢len pravé strany
a pro treti mame

A+ h
[ (F@) -+ [F0)) - [g® ()] de < 206600 20 < Lo
3
Je tedy
FOOG) — FEO0) = | [ (F(@) — Pole) g®) daf - 4o (45)

Podle (43) pak existuje N tak, Ze pro ka#dé n > N bude prvni élen pravé
v y € M P
strany (45) mensi nez -, takie plati F§(f) —= FCD(1) pro kazdé L.

Zcela stejné vyplyne, Ze GEV (1) — GCU(E) pro kaxdé 1. To znamend, %e pro
kazdé t a v je FV( — 7) GTV(r) — FCV(E — 1) GEV(r) .

Viimneme-li si, Ze je

oo ¢y
], G520 < <F eft, vidime, Ze deny posloup-

nosti F{Y(E - 1) GEP(2) jsou na intervalu 7 e 0, 1> ohraniteny konstantou
(&2 e2t takie plati
t

¢
wu(t) = fF;;l’(t — 1) GCP(1) dv — f]f'('l)(t - 1) GCH(1) dr

Ponévadz viak ¢leny y,(t) jsou pro viechna t ohranieny lokalné integrova-
2
telnou funked - 214, plati téz v distributivainm smysh
-5

FS0(E) * G4 0() — FOD(0) * (D) | (46)
Uvédomime-li si kone¢ns, Ze T(“l)({) GO, ..., jsou rovnéZ vytvoiujicimi
funkcemi pro f, ¢, f,, ¢», plyne 2k - 2-ndsobnym dm ivovanim (46), Ze

fu g, = ([p( 1)( ) (V( 1)( D)D) s (FD(1) * QD)D) = f* g

coz jsme méli dokazat.

ar) Yo

. 2. . g .
Jezto platl [FCD() * GCD@E)] <« W el a |F-V() * Goo(t)] < oy ol

Py

s S

n==1,2, ., tvoil [ * g, f, * ¢, normdlni systém a véta je dokdzdna.



Nakonec dokazme nésledujici jednoduchou vétu:

Yéta 9. Budie f, g laplaceovské distribuce s risty £, &, Pak v poloroving
Re p > max [&,, &,] plati

Z(f*g) = 2() Z9) - (47)
Dikaz: Jsou-li F(t), G(t) vytvotujici funkce F'® = f, G = g, je
frg = (F@)*G)*ED. (48)

Podle zndémé véty o konvoluci funkei (srv. [6]) existuje pro Re p >> max .
. [£1, &,] obraz & {F(t) * G(£)} a je roven & {F(t)} £ {G(t)}. Podle véty 4 mame
pro (48):
L(f*rg) =Pt LFW* GO} = prZ {FO)} pZ (G0} = Z()) Z(9)
' c. b. d.

Priklad: Mime ustanovit o * 8¢ 7', T, = 0. Podle (47) je L6 *
o) = pre~ T prme?Tr = Z(8¢1); podle véty 3 (unicity originalu)
tedy plati '

o) * O = 0T Ty, Ty 2 0. (49)

v+ Ty 0

CAST I1.

Pristupme nyni k FeSeni vlastni problematiky, kterou jsme nastinili v ivodu
dlanku. Pro piehlednost zavedeme vektorovou symboliku. Symbol [a,,] bude
znadit ¢tverednou matici r-tého Fadu, sestavenou z prvkl a,, symbol [c]
7-dimensionalni vektor z prvki c,. Jsou-li prvky matice M a vektoru v distri-
buce, je jistd zfejmy vyznam symbola M', o', Z(v), M *v, M * & apod.S).

Zavedeme-li matice 4 = [o;), B == [fa], C = [yi] a vektory ¢ = [¢.],
¢ = [¢;], 2(t) = [x,(1)], f(t) = [f.{1)], mUZeme systém rovnic (1) zapsat v jedno-
duchém tvaru

¢
Aax(t) -+ Bz'(t) OJT(‘[) dr 4 q = (). (50)
0

Dale zavedme jesté toto oznaceni: F bude systém viech (r-dimensionalnich)
veltorit a(t) = [#,(f)], kde x,(t) e S, ¢ = 1,2, ..., r. (Srv. [1]), D systém vsech
vektord y = [y,], kde »; jsou laplaceovské distribuce. Budeme-li definovat
viechny z(t) ¢ F jako z(t) == 0 pro ¢ <C 0, pak bude F c D.

PonévadZ nam zde nepiijde o ,,kompatibilitu** poéateénich podminek (tato

r
) Jo-liM = [my),» = [v,], pak proprvky q, vektoru M * v je q, = X my, *v,. Podobnd
k=1

pro prvky hy, matice M * 6 jo hy = my * 6y = m],.
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otdzka byla fefena v [1]), budeme predpokldadat, %e vektor ‘Aq je jiz zahrnut

Xy .

v f(?) a proto budeme uvaZzovat namisto (50) jednodussi rovnici
: i
Ax(t) 4+ Ba'(t) - O [2(z) dv = f(t) . (61)
0

V [1] byly zavedeny pojmy zobecnéného a klasického tefeni (51), kdyZ
f(t) € F takto:

TRekneme, Ze x(l) € F je zobecnénym Fesenim (51) pii podatedni podmince c,
jestlize z(t) spliuje rovnici '

¢ te ¢
A [x(r) dv + Ba(t) 4+ Cf fa(c) do dr = [f(v) dr + BeH(t) , (52)
0 (L) 0
piidem? rovnost bereme ve smyslu ,,skoro viude®.

Je-li nadto z(t) spojity v <0, co), spliiuje podminku x(0) = ¢, méa spojitou
derivaci v (0, c0) a v (0, o0) vyhovuje identicky (51), nazyva se x(t) klasické
Teseni. ;

Pozndmka: V |1] zavedli jsme pojmy ¥eSeni pouze na intervalu (0, o).
Protoze viak hodldme vySetiit souvislost mezi zobecnénym a déle zavedenym
distributivnim Fesenim, je nutné smysl téchto pojmu rozsitit na cely interval
(— o0, o). Proto jsme pii zavedeni systému F dodefinovali jeho prvky jako
nuly pro ¢ << 0, a proto se v (52) ,,objevil* soudinitel Hy(t) u vektoru Be. Je
viak ziejmé, %e zde opakovana definice zobecnéného a klasického feseni (nyni
uz na (— o0, oo)!) je pro ¢t > 0 ekvivalentn{ definicim z [1].

P¥isudme nyni smysl rovnici (51), kdy# jeji prava strana je vektor distribuci.

Budte 4, B, € redlné matice, ¢ redlny vektor, f ¢ D. Rekneme, e x je Yese-
nim (51) pti potatedéni podmince ¢, jestlize

1. x e D,

2. je splnéna rovnice

Aa’ + Ba" + Cx = §' 4 Bcd,. (53)

*

Poznamenejme, Ze splnéni podminky 1. nepozadujeme z toho ddvodu, aby
prvky @ mély konedny rist, nybrz proto, aby byl pojem fesent pfi dané poca-
teéni podmince uréen jednoznaéné. (Nehrozi-li nedorozuméni, budeme tikat
prosté ,feSeni’ namisto piresnéjsiho ,,distributivni feSeni*.) Jinymi slovy,
podminka 1. dovoluje mezi viemi FeSenimi (53) vybrat to, které je rovno nule
. na (-— o0, 0). Tak nap¥iklad, kazdé fefeni rovnice z” = 6 moZno psit ve
tvaru « = 0, -+ f, kde f = ¢, - ¢yl na (— o0, 00), aviak jenom feSeni z, = J;
je rovné nule na (— oo, 0).

Zavedme jesté toto oznadeni:

Bud Z(p) = 4 + pB -+ % C; fekneme, Ze matice 4, B, C spliuji podminku
P1, je-li det Z(p) == 0.

Pak mazeme vyslovit dilezitou vétu:

425



Véta 10. Necht A, B, C spliuji P1, j e D. Pak cxistuje jediné distribution{
Feseni x rovnice (51) a plati pro né
x = R*(f -+ Bedy) (54)
kile '
PR = Z(p). (55)
Dikaz: Piednd je ziejmé, %e matice Z-1(p) (kterd v disledku platnosti
P1 existuje), mé za prvky obrazy laplaccovskych distribuei. Vskutku, prvky
Z-Y(p) jsou raciondlnimi funkceemi p, takie pro dostateiné vellké £ bude matice
Pt Z7Yp) mit za prvky obrazy v (— o0, o) spojitych funkei (Z;,(t), pro kterd
Gty =0 pro t <2 0. Bud R matice distribuci, pro kterou plati (55). Podle
véty 3 je K urtena jednoznadné. Snadno zjistime, Ze B vyhovuje rovnici
AR 4+ BR" + CR =I5, (I je jednotkova matice) . (56)
ge totiz
LAR | BR" 4 OR) = (pA4d + p*B + C) L(R) = pZ(p) Z-Yp) = pl =
= 125,
takie podle v8ty 3 (56) plati.
Sestrojme nyni vektor distribuci @ podle rovnice (54), a utvofme vektor
w == Aw' - Bx" -L Cw; podle véty 7 pak plati

w = AR * (f + Bedy) -1 BR" * (f |- Bedg) + CR * (f -} Bedy) —
w (AR' + BR" -+ CR) * (f - Bedy) = (1) * (] + Bedy) = |’ + Bedy

podle rovaice (41). Je tedy sestrojeny vektor z Fedenim (53).
K dikazu jednoznadnosti piedpoklidejme, Ze existuje jedté z ¢ D vyhovujict
(53). Pak oviem je

Al —x) + Ble —2)" + 0@ — &) =0,
takze ]
L(A(w — &) + Ble — #)" + Cla — &) = p4(p) Lo — &) =0,

7 Gehoz plyne ¥(x — ) = 0, a tedy podle véty 8 x = 2. Véta je dokdzdna.

Srovname-li pravé dokazanou vétu s vétou 2 z [1], vidime, Ze postadujici
podminky pro existenci distributivnfho feseni (51) jsou mnohem glab§i, nez
podminky pro existenci zobecnéného fefeni. Poznamenejme, #%e podminka
P1 je v praktickych piipadech splnéna vidycky, tj. (51) mé prakticky vidy
fedeni,

Viimnéme si nyni bliZe toho, kterak souvisi distributivni feSeni (51) s fe-
genim zobecnénym. Plati nasledujici

Véta 11. Bud f({) e F. Pak platt:

a) md-li (51) zobecnéné Fesent x(t), je x(t) zdroves distributivnim fesenim (51)
(rozumi se pri stejné poddteéni podmince);

b) ma-li (51) distributivnt fefent x, které je reguldrni (x = x(f)), potom x(t)
je zobecnénym Fesenim (51).
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Dukaz: tvrzeni a) je trivialni; je-li (/) zobecndné ¥eseni, plati (52) skoro
véude; derivujeme-li ji distributivné dvakrdt, dostaneme (53). Abychom
dokézali tvrzeni b), viimnéme si, %e pro libovolnou laplaceovskou distribuci
hplati 2 * Hy = h. To plyne snadno z véty 7 a rovnice (41) takto: b’ * H, =
= (h* H,) = h*§, = h. Podobné, je-li & reguldrni, h = A({), pak b * H, =

t

= [h(7) dz. (O tom jsme se ostatnd zminili vyge.)
[}

Jestlize nyni (51) ma reguldrni distributivni ¥edenf 2, je splnéna rovnice (53),
tj. Az’ + Bx" -+ Czx — ' — Bedy = 0. ,,Ndgsobime-li |1 H,, mame

o f'— Bedl) # 11, — Aw |- Ba' -+ C {}(o) do— f — Bedy—= 0.

0

(Az" - Bx"

Opétovnym nasobenim plyne
t
Afﬂo - Bx(t) 4 C ff% do — [f(z) dv — Bellyt) = 0. (57)
0

Na levé strané (57) stoji regularni distribuce; posledni distributivni rovnost
znadi, Ze funkce na levé strand je rovna nule skoro viude, tj. %e a(f) je podle
(52) zobeecnénym Fefenim (51), c¢. b. d

7 pravé dokazané véty vyplyva, Ze zobecnéné Fedent je specialnim pripadem
feseni distributivniho.

Pro fysikdIni zhodnoceni vysledkt bude potfebna nasledujici

Véta 12, Nechi [, e D, n = 0, 1, 2, ... twol normdint systém™) a matice 4, B,
splivugi podminku P1. Zmaéé-li x, fefeni rovnice

t
A%, + Br, + C [z, dr = f, (58)
o

PF poldleéni podmince ¢, a je-li [, = fo, n = 1,2, ..., pak plaif x, - 2z, @ x,,
n =0, 1, ... tvoft normdini systém.

Dikaz: Vyjdeme z véty 10; podle (55) je matice distribuci B od »n nezivisla.
Podle (54) pak plati

Ty = B (fn + B(}OO) o m=20,1,2 ..
Jeito f, — f,, téz
fo -+ Bedy — fo + Bcd,
a tedy podle véty 8 platf
*(fu -+ Bcdy) — B * (fy -+ Bedy) = 2 ;5

ponévadz f, tvoii normalni systém, je podle véty 8 ziejmé téz R * (f, -+ Bcd,)
normalnim systémem, éimz je véta dokazana.

) Vyznam réeni ,,f, e D, n = 0, 1, 2, ... tvoli norméalnf systém** je jistd zfejmy; znaéi
to, Ze viechny prvky viech vektort f, tvoiinormélni systém distribue.
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Vénujme nynf nékolik slov tomu, kterak zdvisi struktura distributivniho
Teseni rovnice (51) na jeji pravé strané. P vySetfovani dynamiky linedrnich
soustav se privedené sily obvykle sklddaji z néjakych impulst a popudd, grafy
jejichz &asovych zavislosti jsou tvoFeny oblouky gratt ,,velmi rozumnych
funkei. Abychom tuto pfedstavu precisovali, zavedeme nasledujici pojmy:

Necht éisla 4,15 =0,1,2,... spliuji podminky 0 =1, <t <Ti, < ...;
" t; — o0, Oznadéme (7) posloupnost ¢;,4 = 0,1, 2, ...

Rekneme, Ze distribuce f je (z)-standardni, je-li

/= ZO(% + 9, v =k2)rx7;k(5(t]: (59)

(n je n&jaké pevné &islo od ¢ nezdvislé) a jsou-li splnény tyto podminky:
1. g;,t = 0, 1, 2, «.. jsou regularni, p¥idemz g,(¢) ma pro ¢ > f, derivace viech’
rada a je g(¢) = 0 pro t < #; :
T

2. distribuce f,f, = > (p; +¢,), r=0,1,2,3,... tvofi normélni systém.

i=

Analogicky budeme ¥Fikat, Ze vektor digtribuci 4 ¢ D je (v)-standardni.

o0 @

Z definice pfimo plyne, %e f = > g; na M = U (4, t;+,), tj. Ze na mnozing
i=0 =0

M je (v)-standardni distribuce ztotoznitelnd s funkei. Piikladem takové
distribuce je

f = 64+ 21 — Hy (1)) cos 2at + S(Hy(t) — Hyt)) e = + 25, + Ks(1) .
: . (60)
kde z¥ejmé M = (0, ) U (1,3 U (3, 2) U (2, 3) U (3, @), nebo

o

ho= 0y -+ Hy(t) + 50, + (— Vi 2H(l), kde M =W (@ i+1).
7=1 i=0

Dile je z definice ziejmé, Ze (r)-standardni distribuce mizeme lehko ,,gra-
ficky znazornit*. PouZitd licence zndzornéni je dobfe patrnd z obr. 2, kde je
,»graf distribuce f“ podle (60).

Udinme na tomto misté ob&irnéjd, aviak dilezitou pozndmku. Bylo by
omylem, kdyby Stenaf nabyl dojmu, Ze kazda laplaceovsks distribuce md tvar
(59). Systém distribuci je totiz mnohem bohatsi. Osvétleme si véc na piikladé.
Uvazme funkei

f(t) = Ar-1 ro t>0

1) p - (60a)
= pro t =<0, 0<<A<1.
Ziejmé f(f) je lokdlng integrovatelnd, a je tedy reguldrni distribuci. Derivace
f'(t) existuje viude vyjma bodu ¢t = 0, f'(¢) = A(Z — 1) #*~2, aviak f'() jiZ neni
v okoli nuly lokdIng integrovatelnd. (Srv. pozn. )).

.
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Pro distributivni derivaci f* plati podle definice

o]

()= (f, —¢)=— g A1/ (t) dt . (61)
Lehko zjistime, Ze plati
(f'sq) = Ufl(ﬂ — 1) t*=2(p(t) — p(0)) dt . (62)

-
:
t

Obr. 2.

Predné je totiz ziejmé, Ze integral (62) konverguje. Pro kazdé & > 0 miZzeme
psat

ftH t) — ¢(0) dtzftlztpf)w(p(() df+ft’2 (t) — ¢(0)) dt =

h 0

-1 @
- fﬂﬂ((p(z) — @) dt + [—;_‘] (p(t) — w(o))] ;i lf“ () dt.

h

h
Aviak pro prvni integral na pravé strang posledni rovnice je I = [t 2(g(t)
. 0
h
— @(0)) dt = [t/ (pt) At , 0 << 5 < 1 (7 zévisf na t), takZe I — 0 pro h — 0.
0

R~ M
L) — g0 = o)

\ N

Zaroven hodnota zdvorky je rovna —

— 0 pro b — 0. Tim je (62) dokdzdna. Z rovnice (62) je ihned vidét, Ze pro ty
" funkee ¢(t) € K, pro které ¢(0) = 0, je funkcional (f, p) totoZny s funkcionslem
ff (t) ¢(¢) dt. To znamend, Ze na (0, oo) je f* = A(A — 1) t* 2. (Necht si étendi
dObTu rozmysli, v jakém smyslu nutno posledni rovnici chapat!)

n

Snadno déle nahlédneme, Ze f' nelze vyjadiit ve tv aru = 2 ad + g,

kde ¢ je regularni; kdyby tomu tak bylo, platilo by (/' — z o, 00 — g) * Hy =

i=0
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‘

n ‘ i
=0, tj. f— apfly — g — > a,05 D =0, kde g=» = [g(r) dv. Z toho by
i1 [}]

plynulo oy = &y = ... = x, = 0 (f, I, gtV jsou regularni), a tedy U*-1 —

ap — gB(t) = 0 skoro viude pro ¢ > 0. Jeito viak &leny #2-1, g(~1(¢) jsou
spojité v (0, o0), platila by rovnost viude; aviak ¢C-D(t) = 0, #~1 > o0 pro
t— 0 -}, coz je spor.

Naproti tomu na kazdém intervalu (b, ov), h = 0 je f’ rovna reguldrni distri-
bueci; stadi totiz klst

gp=22A—1)1""* prot=h
= 0 pro t < h ajef =g,na(h, w).
V&imnéme si jeité rovnice (62)! Jak jsme vidéli, funkce f'(t) == A4 — 1) #*-2

o0

nenf lokalng integrovatelnd, a tudiz funkciondl [2(A — 1) t*=2p(l) d¢ nemd pro

0

nékteré ¢(t) e K smyslu. Naproti tomu funkeional (f', ¢) podle (62) ma smysl
pro kazdou ¢(t) € K. 7 toho je viddt, Ze pomoci (62) je mozno funkei $4-2 zatadit
do systému distribuci, p¥idemz na (0, c0) dochézi k rovnosti. Obecnéd Ize pak
dokazat, Ze kazda funkee g(t), kterd ma v bodé ¢, neintegrovatelnou singula-
ritu toho typu, ze pro néjaké n = 0 je (& — f,)* g(f) integrovatelna, piipousti
tzv. regularisaci p¥islusného funkciondlu, tj. (¢, ¢) mozno vyjadtit podobnym
vzorcem, jako (62). Rozdil je potom pouze v tom, Ze misto élenu — ¢(0) stoji
ve vzorei n élentt Taylorova rozvoje funkee — @(f) v bodé £, (Srv. [3].) Tato
okolnost znaé¢i specialné, Ze vsSechny funkece 7% 0 << A=< 1; £ =1,2,...
patfi ve vyse uvedeném smyslu do systému distribuci.

Upozornéme na tomto misté jesté na jeden fakt: funkeim s vyde uvedenou
neintegrovatelnou singularitou (presnéji, piisludnym distribucim) moZno pii-
fadit Laplacetiv obraz, prestoze odpovidajici Laplacefv integral neexistuje.
Tak napiiklad pro funkei f(f) podle (60a) je U V(1) == t* vytvolujici funkei,

L2+ 1)

pro kterou plati & {t*} = T (viz [6]). Podle véty o obrazu derivace

distribuce mame odtud L(AU*Y) = p~*I'(4 - 1), Gili L) = p~* (1), a dile
L) = p =T — 1) . (63)

Obecné obdriime
LWy =pr I PA—n-+1);n=1,23 .. 0<1<1. (64)

Pro celoéiselné hodnoty exponentu lze pak pomoci principu regularisace
odvodit vztah

1y
L) = ((n — lﬁ pHC+Inp); n=123,.

kde € = 0,57721 ... (Eulerova konstanta).

(65)

.y
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Vratme se nynf zpét k distribucim (z)-standardnim, a zkoumejme, jaké je
fefeni rovnice (51), je-ii jeji prava strana takovou distribuci. Zde plati nasledu-
jief

Véta 13. Necht matice A, B, C rovnice (51) splivuji podminkw Pl. Je-li f ¢ D
(r)—stcmd(lrdm, pak distributiont feseni x rovnice (51) pii ltbovolné poédtecni
podmince ¢ je rovact (v)-standardni.

Dikaz: Necht tedy f = > (p; + 9.), wi = Tml,o, , & jsou spinény podminky
o

1., 2. (Zde oy, g, jsou vektory!) Podle vety ].0 plati pro Peseni @ = R * (f -}-

F Bedy), L(R) = Z7Y(p). Oznatme z, = B * (yy + Bedy -+ go), & = R * (p; -+
g, ¢ = 1,2, ... a podivejme sc na to, jak vypadaji vektory ;.

Jeto matice Z J(p) mé za prvky raciondlni funkee p, moino psat rozklad
Z-Yp) = A,p™ -+ Appmt A o+ Ap + Ay Af(ﬂp), kde A, 4,,-,,... 4,
jsou konstantni matice, prvky ;1(1:)) maji nulu v bod¢ p = w0, a jsou tedy
laplaccovymi obrazy funkei. (Zicjmé takovy rozklad je jednoznadny.)

Bud .IN%(L) matice spojitych origindla k ;1(71). Poznamenejme, Ze j?(t) ma

m
v <0, o) derivace viech ¥idi. Mozno tedy psit B = U + R, kde U = 5 A4,69.
i=0

Pro vektor z; tedy plati
55;: ((I+I{)*(/4)i+gi): rj*’#’i+jf*y) 4+ U *g; 4+ 1\” g; -

(66)
Zkoumejme nynd jednotlivé ¢leny pravé strany (66)! Lehko vidime, Ze vektor
U *yp, ma tvar U * g, hngnBlk (3\") (B, Jsou konstantni matice.)
Dale je -
R* Y, = Z(S(IC) * Ry . (67)

k=0
Bud 7 néktery prvek matice R. Jak vime, plati
LW * T) = pre~rt (7).

Je znamo (srv. [6]) oznadime-li

i

7o(t) = 7(t —t;) pro t >
=0 pro t <t (\platf,(f{;,,(t)} =e " L {r(t)}

BN

(véta o ,,posunuti’), takie je (5(;‘;) o= (;,i)("‘)_ Avsak funkee 7‘,( ) je toho
typu, ktery jsme uvaZovali jako pfiklad na vypodet distributivni derivace
funkee s nespojitostmi prvého druhu. (Viz rovnice (18), (19).) Funkee 7, (1)
mé totiZz (obydejnou) derivaci r*(f) v kaZdém bodd t + t,, kterd je spojitd
a existuji limity 7, (¢, -+ 0), 7, (¢, — 0) = 0. Plati tedy Fi o= Tyt + 0) oy, +

431



+ 7¥(t). Funkee r*(f) ma viak tuté? vlastnost, takZe (7 )% mé tvar (7,)® =
k
= > 0% + ¢, kde q je reguldrni, ¢(t) = 0 pro ¢t =, a q(f) m4 derivace viech
i<b ‘

Fadt pro ¢ > t,. PonévadZ podle (67) je libovolny prvek vektoru R* p, linedrni
kombinaci distribuci tvaru (7,)®, je

f

R*y, = ZCinzé(i) + ks (68)
k-0

kde vektor distribuci &, je reguldrni, h(t) = 0 pro ¢t < t,, a h,(f) ma derivace
viech fadd pro t > ¢,.
Zcela stejnym postupem se dokaZe, ze vektor U * ¢, mé rovnéz tvar (68).

Vysetime koneéné vektor R * g:l*Jeito R a g; jsou regularni, je R* g; =
-~ t ~
= R(t) * 9,(t) = [R(t — 7) g:(v) dv = I,(t). PFedné, jesto g,(f) = 0 pro ¢ =1,
0

je téz 1,(f) = 0 prot = {,. Podle ,,pomocné véty* z [1] dale vyplyva, Ze [,(t) je
spojity na (— co, ) a Ze v kazdém bodé t > 0 existuje derivace

Li(t) = R'(t) * gu(t) + R(0) gu(t) . (69)

Z (69) je lehko vidét (znovu uZivam ,,pomocnou vétu‘), Ze ¢len fi’(t) * g.(t)
mé viude v (0, ) rovnéz derivaci, a tedy zejména existuje ;(¢) pro ¢ = t;.
Takto dostaneme, Ze 1,(t) ma pro ¢ > t; derivace viech #ad.

Shrneme-li dosazené vysledky, vidime podle (66), ze z, m4 tvar

main

5i - 'qu + hi ’ ,2,1. = Zaiké(tl? ) i = 0,1,2,..., (70)
k=0
kde #; je regularni, 2,() = 0 pro t < {,, a ma derivace viech Yada pro f = {;

,
Polozime-li nyni z, = > z,, plati
i=0

x, = R* (yy + Bcdy + go) + 2 B * (p; + ¢:) = B * (f. + Bedy),
i=1

kde f, = > (v, + g,). JeZto viak f, f,,r =0, 1,2, ... podle pfedpokladu tvoii
i=0
normalni systém a f, — f, tvoii podle véty 8 téZ «,, x = R * (f 4 Bed,) nor-
malni systém a je x = > ;. Tim je dokizdno, Ze z je (r)-standardni a tedy
i=0
1 véta 13.

Piistupme nyni ke struénému fysikdlnimu zhodnoceni dosaZenych teore-
tickych skuteénosti! UvaZujme néjakou linedrni soustavu, jejiz chovani je
popséano vektorovou rovniei (51), na kterou pusobi sfly f,(t), jejichZz Zasovy
pribéh mé tvar superposice néjaké ,rozumné funkce a impulstt riznych
¥ada. (Réenim ,,impuls [(t) je k-tého Fidu‘‘ rozumime, Ze funkce I(-M(f) je
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élenem dosti vysokého indexu néjaké d-posloupnosti.) Neni-li naptiklad prabsh
impulst pFesné zndm, a vime-li pouze, jaké jsou jejich integrilni vlastnosti,
nebo cheeme-li fesSeni zjednodusit, popiSeme problém pomoci distribuci. Jak
jsme vidéli, maji distribuce tu piijemnou vlastnost, Ze jimi lze vystihnout jak
funkee, tak predstavy, které mame o impulsech. Nahradime-li tedy impulsy
piisludnymi kombinacemi distribuei (35_’:), budou vnéjsi sily charakterisovany
néjakym (z)-standardnim vektorem distribuei f, ktery v distributivnim smyslu
bude blizky vektoru vnéjsich sil. P¥itom udélme prvkim vektoru ¢ (podatedni
podminka) vyznam hodnot hledanych fysikdlnich veli¢in v bodé { = 0, tj.
hodnot ,,tésné pred okamrikem*, ne# zatnou pusobit vnéjdl sily, a zaroveil
predpoklidejme, %o tyto poddtedni hodnoty json kompaktibilni (srv. [17).

Necht () znadi vektor prabéhi hledanych velidin v soustavé, plsobi-li
na ni skuteéné vnéjd sily. Obvykle se v praxi pti fefeni choulostivych otdzek
predpokladé, Ze viechny fysikalni veliiny vyjdou z podateéniho stavu spojité
zaroven se viemi svymi derivacemi. Ptipustme, Ze nami uvazované sily maji
tuto vlastnost. Potom «(f) se jevi matematicky jako klasické FeSeni prislusné
rovnice (51), stoji-li na pravé strané vektor skutecénych sil (srv. [1]).

Oznadime-li « distributivni feSeni (51), je-li na pravé strané vektor distribuei
f, charakterisujici vn&jii sily, potom, jak vime z v&ty 11 a 12, bude z v distri-
butivnim smyslu blizky z(¢). Nadto vime podle véty 13, jaka bude struktura z
v zavislosti na f, a tedy té2 jak budou 8asové rozloZeny impulsy v hledanych
tysikalnich veli¢inach.

7 pravé provedené tvahy vyplyva, Ze fefenf problému, ziskané pomoct di-
stribuci, vystihuje fysikalni skuteénost, a je tedy nase definice feSeni rovnice
(51) z fysikalniho stanoviska zcela opravnéna. Nadto ma Feseni distribucemi vy-
hody slabgich pfedpoklada a vétsi obecnosti, nez je tomu u metod, pracujicich
s klagickym pojmem funkce.

Véimnéme si na tomto misté jedté dvou prakticky dulezitych skuteénosti.
Polozime-li v rovnici (54) ¢ = 0, plati pro feseni x vztah

L(x) = Z7p) Z(f) - (71)

Matice Z-'(p) se obvykle nazyvd , pienosovd matice™, vektor hledanych
veli¢in « pak ,,vektor odezev‘ nebo prosté odezvy. Pojimame-li tedy prvky
z a | jako distribuce, znad¢i rovnice (71), Ze ,,obraz vektoru odezev soustavy
pii nulovych poéatednich podminkich je roven soudinu pienosové matice
a obrazu vektoru vnéjsich sil*. To je v technické literatuie Gasto citované
pravidlo, které v distributivnim pojeti ma obecnou platnost, tj. plati bez dalich
ohrani¢eni na Z-1(p) nebo f.

Diéle, jesto pro ¢ = 0 je v = R *f, plati podle véty 7, Ze a™ = R * fon,
Ve fysikalni terminologii to znadi, Ze ,,jsou-li pod¢ateéni podminky nulové, pak
n-té distributivni derivace odezev jsou odezvami systému, vyvolanymi piiso-
benim n-tych distributivnich derivaci vnéjsich sil.”* Vime-li tedy naptiklad,
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%e pro ¢ = 0 je et cos wt odezvou systému, vyvolanou jednotkovym skokem,
bude jeho odezva na d, rovna §, — et (cos mf 4 w sin wt).

Pistupme nyni ke zhodnoceni dosaZenych vysledkl se stanoviska poéetni
techniky p¥i feSeni konkrétnich probléma! Necht tedy pro rovnici (51) je
splnéna podminka 1, « je jeji distributivni Yeleni, takZe plati

Ax -+ B - Cx = f + Bedy .
Piejdeme-li v této rovnici k obraztim, je .
(Ap + Bp* + C) Z(@) = p2(j) + pBe,
co% moZno psat ve tvaru ‘

AL (x) + B(pL(x) —¢) -+ } CL(x) = 2(f). (72)
® [)

Odtud je lehko vidét, Ze (72) lze obdrzet tim zpiisobem, aplikujeme-li for-
malné Laplaceovu transformaci na (51), tj. jako kdyby vektor x byl vektorem
spojitych funkei s prvni derivaci, pro ktery je x(0) = ¢. Tento formalismus
v pouziti Laplaccovy transformace je jisté vitanou pomtckou pi#i feSeni kon-
krétnich pripadi.

Vénujme nyni nékolik slov otdzce, kterou jsme obecné nerozbirali, tj. jak
mozZno stanovit distribuci @, je-li znam jeji obraz £ (x). Jak zndmo, pro funkce
je tento problém FeSen jistym integralem (inversni integril). Pro distribuce lze
rovnéz odvodit podobnou inversni transformaci (viz [4]), avSak pro naSe
neely to nemé valné ceny z diuvodi, které budou ihned ztejmé z dalsiho. Jak
vime, kazda laplaceovské distribuce je derivaci néjakého radu néjaké vytvoru-
jief funkee. To znamend, Ze pro dostatecné velké & bude p~*.2(z) obrazem spo-
jité funkee. Redukuje se tedy otazka stanoveni distribuce na stanoveni origi-
ndlu k danému obrazu, tedy na problémy poviechné znamé. Ponévadz v prak-
tickych piipadech béZi vétdinou o distribuce (r)-standardni, mtZeme pak
hledanou distribuci snadno vyjadiit pomoci 6% a funkce zptisobem, ktery
byl rozebran u rovnice (18) a (19).

Uvedme si pro vétsi ndzornost jednoduché priklady!

Mame stanovit distribuci «, pro kterou

32 @—P) | ple2D . 20=Py L 472020
1. L) = P2 - e?) + 7{,0,‘7;? ,4,?,9*, p - 4meT
pp? + 4m®)

Ziejmé ;—} Z(x) je obrazem funkce; rozkladem totiZ plyne

1 2/[) e~ P e‘“?Z)
— L) = —L (1 emy L 3
P (z) p* - 4n? (—e™) p S
takze funkce X(t) = 2 cos 2zt pro e (0, 1),
=1 pro te(l,2),
=141 pro te(2, ),
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| - y )
je origindlem k — #(x). Bude tedy x = X', takZe podle (18) a (19)dostaneme
p .

x = 2§, — &, + G, kde

G(t) = — 4msin 2at pro te(0,1),
=0 pro (e (1,2)U (— 0, 0),
= 1 pro te(2, o).

R i L,
(Poznamenejme, Ze podle definice bychom méli volit £ tak veliké, aby e Z(r)
byl obrazem spojité funkce; jeito viak plati & {f(1)} = Z(f), stati &k zvolit
. i . . . .
jen tak velké, ze — #(x) bude obrazem funkee, jak jsme to provedhi zde.)
P*
2 =

PO -Fpf — B pt - (4 — e ) pf | B(L — 2072 pP - 4(1 L e *P) p |- BeTHP

Pt PPk Ap? - dp '

Na tomto ptikladé ukazme, Ze Ize postupovat i jinak. RozloZime-li ,,racio-
nalni funkei “.#(y) pokladajice e=27 za , konstantni’, nalezneme

Lly) = p? — 3e7p R i !
) =Pt se »{-we Pt 4 p 1

takze muzeme ihned psét vysledek
Y = 0 — 30, -I- 2H, 1 H, (cos 2t — e~?) .
(f . znadf jako obvykle Hy(t) = 1 prot > T, Hy(t) = O prot = T)
Zaveérem ¢lanku uvedme si jednoduché piiklady na pouZiti teoretickych
vysledkd pro feSeni problémi linearnich elektrickych obvodi.

Priklad 1. Mame stanovit proud =z, ]
" y o4 {

tekouci obvodem z obr. 3, jestlize na- .
péti zdroje e je popsano rovnici w
e(l) =1 pro te (2k, 2k - 1), 1]
=0  pro te(2k1,2k2) -y Wc
at<0,k=012 ...
(Obdélnikové kmity.) Pritom piedpo- @
klddame, Ze pro ¢t = 0 je kondensator e
bez naboje a oba proudy z, y, maji stej- Obr. 3.
nou hodnotu 7,
Podle Kirchhoffovych zakont pro uvazovany obvod plati

%f(x-?/)dr~6
“ (74)

Ry + Ly = e.
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Pouzijeme-li vy$e poPsaného formalismu, dostaneme transformovinim
soustavy (74) rovnice .
1
ap (Z@) — Ly) = L)
RZW) + L(pLly) — 1) = Z(e) .

Resenim této soustavy (podminka Pl je oCividng splnéna) dostaneme pro
hledany proud

1 I,L ‘
G BN P [}]
Ponévadz ¢ —= i (—1)H,, je Z(e) = VL—:~ (pouzivame znamé
= p(l +e?)
X4 ! .
a X, % !
A 1
e X,’
X, 4
T 3

Obr. 4.

véty o obrazu ,,posunuté’ funkece); dosazenim do (75) mdme
i 1 C I,L

Pl o .
Z(@) COpR A Lp) (1 +e? "1 4 e ‘ R+ ip’
Oznadi 1‘(]5—1 1 —ex I»-Iz(t—k) t >k
znatime-li @ = 2 |} P 7 ¢ pro t > k,
=40 ( pro ¢ <k,
1
pak L (D) = — takZze muzeme ihned psat vysledek

VT R+ Lp)
e 7 y R
x = Z( - 1) (D, + C6,) A T Hgexp | — Tt .

k=0 g
Piiklad 2. Nagim dkolem je stanovit napéti z, na vystupu kifZového élanku,
jehoz zapojeni je uvedeno na obr. 4, jsou-li na jeho vstup pfivadény napétové
impulsy nultého ¥idu o ,,vydatnosti“ 5 v dasech ¢ = 0, 1,2, ... Poditedni
stav je urden ndsledujicimi ddaji: ndaboj na kondensatoru je 5, napéti x;
a proudy x,, x5, x, maji po fadé hodnoty ¢, = 5, ¢y = — 20, ¢; = 5, ¢, = 30,
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Zjednodu$me problém v tom smyslu, Ze skutedny pribéh vstupniho napéti

[eel
nahradime distribuci e = 5 > 4.
k=0

"

Na zakladé Kirchhoffovych zikont sestavime pro obvod nésledujici rovnice

Xy Xy 4 32 =,

2y b2y ) = e,

[ 3

& 3wy — 2(xy + @) =0, _ (76)
x F a, + 3(}jfzv2dr +5=0.
Transformujeme-li formalné (76), dostaneme
Llxy) + 4L (x,) = Le),

pL () — 30 - 22(w,) 4 2L(w,) = L(e) |
Llay) — 22( @) + 3L (xy) — 2L(w) = 0,

1 b
AES L2, — () L — = 0.
(1) + (95“)+p (%) »

(77)

Lehko zjistime, Ze (77) ma podle Z(x;), + = 1, . ..., 4 jediné feseni, a je tedy
splnéna podminka P1. Pro % (z,;) nalezneme

S 83p2 - Tp 6 . 15(5p + 42)
S — P12 Ple) - e . g
L) = e gep 424 2O T5pr L 36p 494 (78)
. S ! .
Jak uz jsme diive ukézali, je & (2 6k) =17’ takze
k=0
—3p?—Tp + 6 ) 1 — 9p -} 54 1

Lle) = —

15p* + 26p + 24 1—e? "16p2 -26p+24° 1 e "

Oznad&ime-li

,, 13 9 L, 309 ]
1,,,7,/3—. exp Jl— 15 {t — I)} {— 15 @08 ot — k) + 51/1(_“ sin w(t — L)} pro { >k
) = pro t <k,
/ VIOU oy = 9D BE L ving Re w0
kde o = S5 pak 7 (1) = 15p® + 26p + 24 a jezto v poloroving Re p >
je L 4-e? |-e 2?4 e %L ., mame ihned pro
1—e’?
Xy = z (- O + ) + =,
k=0
13 565 .
kde x = exp (w v t) {5 cos wt + ﬁi sin (ul} Ht) .
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Nakonec udifime jesté jednu dilezitou poznamku. Nami uvaZovand vekto-
rovd rovnice (51) méla jednoduchy tvar v tom smyslu, Ze hledany vektor
x tam vystupoval nejvys v prvni derivaci. To vSak neni na Gjmu obecnosti.
Méme-li totiz danu obecnéjsi rovnici

S daw — 1§, (79)

f= M
12
kde m, n = 1, 4; jsou realné matice, 2(-® = [a(-*NVdr; k=1, 2, ...; 2O =
0

a soubor pocatednich podminek ¢y, ¢4, ... ¢, -, definujeme jeji Yeleni jako vektor

x, FeSeni nasledujici soustavy (80): pologime a®® =, i = —m + 1, — m -
+2,..,0,T,...n — 1, takze (79) bude ekvivalentni soustavé

n-1

Z Awy+ Ay 3+ A 250, =
i=—m+1l
Ty — =0, ©=0,1,..,n—2 (80)

-1
2_y —aGH, =0, E=1,2,...,m~—1,

piidem? podateéni podminky ¢, pro vektory x; budtec, = ¢, prot =0, 1, ... n —
—1,¢,=0proi=—1,—2,..., —m -} 1. Soustava (80) zfejm& m4a tvar
(1), pro ktery pojem feleni jiz byl definovan.

Snadno se lze pak presvéddit, ze vyse popsany formalismus uziti Laplaceovy
transformace ztstane v platnosti 1 pro rovnici (79), tj. rovnice pro obrazy
hledanych distribuci 1ze obdrZet formalné tak, jako kdyby 2 byl vektorem
funkei, majicich derivace do n-tého fadu véetné. Tedy naptiklad obrazy Fedeni
soustavy

2y — by 4+ @, — af Y = &,
3z, — xy -+ 225 =0
pii podatednich podminkach ¢, ¢iV, ¢, ¢y” (horni index se vztahuje k Yadu
derivace, dolni k nezndmé) budou spliiovat rovnice
2(p* L(x)) — pe — pei’ — &) — B(p* L(wy) — pel’ — o)) +

1
+"([)(%1)+;9°£(xz):p

390 — (0 L) — ")+ L) = 0.

7 definice fefeni rovnice (79) zaroven vyplyva, Ze feSeni (79) mé obdobné
vlastnosti, jako Feseni (51) a tedy neni nutno podrobné je rozebirat.
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Pesome

O ITPUMEHEHNHY OBOBHIEHHBIX ®YHKIIAN B TEOPUN
JIMHENHBIX INHAMUYECKNX CUCTEM

BAIITTAB OOJIEMAJ (Vaclav Dolezal)
(IToctynuao B pepakomo 28/X 1958 r.)

Crarbs no¢Bainera npuMeHeHo 0000IeHHBIX QYHKINIA JUIS paciera Juneii-
HBEIX JIWHAMHYECKHX CHCTGM, KaK, HAIpHMep, HJICKTPHUCCKUX Teneil, MeXaHu-
YECKNX CHCTGM M1 CHCTEM aBTOMATHYCCKOTO DeTyIHpOBATIA.

B 1epsoit wacty anmeMeHTApHO WRNATAJOTCA OCHOBBL TeOpuu 000BIMenHnLIX
QyHRIWMI; ocofoe BHUMaHNE YiIeNeHO 0006HIeHHHM QYHRUMAM, JIJIT KOTOPBIX
MOJKHO OTpefeNnTs m3ofparkeHie Jlanaaca.

Bo Bropoit uacTy aBTOp 3aHMMAaETCH CYHMIECTRCHHOH LPOGICMOH, T. e. cucTe-
Moii wHTerpo-naddepeRIUaTLHEX ypaBHenuit (1), mpaBBic 9acTH KOTOPHIX
ApmsioTesa obobmenusMr Qynrnuama. Tawoit cucreMOd olmcaHa JuUHAMUKA
moboit nmuHEHHOA (QU3NUecKOH CHCTEMBI C COCPeJOTOYEHHALIMI TapaMeTpaMu.
Omupejienieno ofoGiennoe pelmenue cneremsl (1) npy JAHHOM HAYATBHOM YCIIO-
BUH, U HAHNEHBI YCIOBUA CYMCCTBOBAHUA M €MHCTBCHHOCTH. 3aTeM NoKaszana
CBA3B Mesly 0OBIKHOBeHHBIM pemtenueM (1) @ 00061e HHBIM PEITICHYeM B cliyvae,
KOTJa Locdeiiee perysisipao. Iipome Toro, Toxasano, 9ro 0000ICHHOE pelicHue
(1) 3aBUcHT UeNmpepBIBHO OT IPaBBIX HacTell M YTO ero CTPYKTYpa Takas jiKe,
KAK CTPYKTypa DpaBLX dacrei.
© B caeayomeit uacrd jama TMompobHas (EAmUecKAd OLEHEA [OYUeNHHX
TEOPCTMUCCKHX PE3YILTATOB, M YKasaH ONpCACICHHBNIT (OopMamnaM B TipuMe-
nenun npeobpasopanns Jlannaca, yrnpomaonuii pemenve KONKPCTHLX 3agat.

B sakmovenue pemaiores ABa upuMepa M3 TEOPHH HIEKTPHYECKUX Heleit, na
KOTOPLLX WIIIOCTPUPYETCA IPUMEHEHHE M3JI0MCHHOR TCOPUH.

439



Summary

ON THE USE OF DISTRIBUTIONS IN THE THEORY
OF LINEAR DYNAMICAL SYSTEMS

VAcrav DOLEZAL
(Received October 28th, 1958.)

The paper treats the application of the theory of distributions to the solution
of linear dynamical systems, such as electrical networks, mechanical systems
and the systems of automatic regulation.

The firgt part consists of an elementary exposition of the fundaments of
distribution theory; and notices in detail those distributions for which a Laplace
transform can be defined.

The second part is concerned with the main problem, viz. the system of
integro-differential equations (1) with distributions on the right-hand sides.
Such systems describe the dynamics of any linear physical system with lumped
parameters. First, distributional solution to given initial conditions of the
system (1) is defined, and existence and unicity theorems proved. Further,
the connection between an ordinary (classical) solution and a regular distri-
butional solution of (1) is established. Finally it is shown that distributional
solution depends continuously on the right-hand sides, and that the “structure”
of this solution coincides with the structure of the right-hand sides.

These theoretical results are then considered from the point of view of phy-
sical interpretations. There is also noted a formal procedure, useful in practice,
in applying the Laplace transform.

Finally two examples of electrical networks are solved to illustrate appli-
cations of the preceeding theory.
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