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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 5 

N A P Ě T Í A DEFORMACE V N E K O N E Č N É M PÁSU, 
Z P Ů S O B E N É HRANOVOU DISLOKACÍ 

F R A N T I Š E K K R O U P A 

(Došlo dne 25. září 1958.) ЮT ; 539.319 

Je podáno řešení základních rovnic klasické matematické teorie 
pružnosti pro nekonečný pás s hranovou dislokací v centrální rovině. 
Řešení je provedeno pomocí Fourierových integrálů. Je upozorněno 
na význam tohoto řešení pro s tudium deformace tenkých monokrysta-
lických vláken (whiskerů) s hranovou dislokací a pro studium defor­
mace pásu s vnitřními pnut ími po lokálním ohřevu. 

1. FORMULACE PROBLÉMU, UVOĎ 

Budeme řešit tento problém: 

Problém 1. Určit napětí a posunutí v nekonečném pásu výšky 2h a tlouštky a 
(obr. 1), obsahuje-li v centrální rovině hranovou dislokaci s Burgersovým vek­
torem h. Dislokační čára je kolmá k rovině pásu xy, Burgersův vektor má směr 
osy pásu x. 

Vznik hranové dislokace si můžeme názorně představit tak, jako by po roz­
říznutí pásu v rovině yz až k ose z byla do vzniklého řezu vsunuta tenká deska 
t louštky b z téhož materiálu a provedeno opět spojení. 

Z hlediska matematické teorie pružnosti je o dislokacích pojednáno např. 
v [1], [2], z hlediska poruch v krystalové mříži v [3], [4]. V pásu vzniknou 
vnitřní pnutí a tedy i defor­
mace, přičemž pás je bez vněj­
ších zatížení, na povrchu zů­
stávají normální a smyková 
napětí nulová. 

Kdybychom chtěli, aby na­
pětí, deformace a posunutí byla 
v celém pásu konečná, musili 
bychom |z tělesa pásu vyříz­
nout (malý) válec kolem osy 
z, Pro jednoduchost řešení tak Obr. 1. Pás s hranovou dislokací v centrální rovině. 
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neučiníme, řešení pak bude mít A ose z, to je v dislokační čáře, singularitu, 
v které vypočtená napětí, deformace a posunutí nabývají nekonečných ho­
dnot. V nejbližším okolí osy z tedy řešení neodpovídá skutečnosti. 

Př i řešení vyjdeme z předpokladů klasické matematické teorie pružnosti 
a označíme: složky napětí v pravoúhlých souřadnicích ax, ay,.az, rxy, ryZi rxz, 
složky deformace sx, ey, ez, exv, eyz, exz, složky vektoru posunutí u, v, w a Lamého 
elastické konstanty X, JU. S Poissonovou konstantou v souvisí Lamého kon­
s tanty vztahem v = —^—-—-, konstanta [x má význam modulu pružnosti 

ve smyku. 
Při řešení budeme pokládat problém za rovinnou deformaci, tedy platí 

w — 0, ez = sxz = EVZ = 0, az = v(ax + ay), rxz = ryz = 0, ax, ay, rxy jsou 
funkcemi pouze x, y. 

Pak, jak známo, je možno převést řešení rovinného statického problému 
teorie pružnosti na řešení jediné biharmonické rovnice pro t a k zvanou Airyho 

funkci napětí F(x, y), 
AAF(x,y) = Q, \l) 

při čemž složky napětí souvisí s Airyho funkcí vztahy 

d2F c2F d2F 

°x = W "* ^ ~~" ' T - = ~ a~"y" • ( 2 ) 

Krajové podmínky pro napětí případně posunutí můžeme pak vyjádřit 

přímo pro funkci F(x, y), užijeme-li rovnic (2) a případně ještě Hookova zákona. 

Matematicky můžeme nyní problém 1 formulovat tak to : 

Problém 1' : Určit Airyho funkci F(x,y), která splňuje rovnici (1) v pásu 
— co < a; < co, — h < y < h s výjimkou bodu x — 0, y — 0 a pro kterou 

a) je splněna krajová podmínka: 

pro y — ± h je 
d2F d2F 

°" = I - ~ ° ' T - ~ ~ Ixty = ° ' ( 3 ) 

b) posunutí v jsou jednoznačnou funkcí x, y, pro posunutí u plynoucí 
z F(x, y) však platí podmínka pro dislokaci 

kde uzavřená křivka s je vedena uvnitř pásu tak, že obepíná bod x = 0, y = 0; 
integrační cestu volíme proti směru ručiček hodinových. Vzhledem k před­
pokladům klasické matematické teorie pružnosti musí být b <^.h. 

J a k plyne z obecných vět teorie pružnosti, řešení tohoto problému V existuje 
a popisuje jediné rozložení napětí. 
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Případ rovinné deformace nastane přesně, je-li pás nekonečný i ve směru 
osy z (tedy pro a -> oo). Pro konečné dostatečně velké a(a^>h) můžeme 
s postačující přesností předpokládat uvnitř pásu rovinnou deformaci, blízko 
obou čel má však řešení jen přibližnou platnost. 

Pro tenkou desku (a < 2h) můžeme problém pokládat za rovinnou napja­
tost. V tomto případě je možno, jak známo, použít pro výpočet průměrných 
hodnot (průměry jsou brány přes tloušfku desky, tedy ve směru osy z) napětí 
0X5 °V> rxy a posunutí u, v stejných vzorců jako pro rovinnou deformaci, pouze 

se změněnou hodnotou prvé Lamého konstanty A* — - " • {nebo se změně­

nou hodnotou Poissonovy konstanty o* = 

Pro a <^ h je možno očekávat prostorové vybočení tenké desky, při kterém 
nastane zmenšení deformační energie dislokace. V této práci nebudeme tento 
případ vyšetřovat. 

2, ŘEŠENÍ 

Řešení problému 1' provedeme ve 4 krocích. 

Uvedeme nejprve v odstavci 2,0 známé řešení pro hranovou dislokaci umístě­
nou v neomezeném prostoru a vypočteme normální a smyková napětí n a 
rovinách y = + h. 

Podáme pak řešení nekonečného pásu zatíženého na krajích spojitě rozlo­
ženými normálními (v odstavci 2,1) a tečnými (v odstavci 2,2) napětími stejné 
velikosti jako jjříslušná napětí z odstavce 2,0, ale opačného znaménka. 

Řešení označíme v těchto případech indexy 0, 1, 2. Řešení v 2,1 a v 2,2 ne­
mají v počátku singularitu a vedou k jednoznačným posunutím. 

Superposicí řešení z části 2,0, 2,1, 2,2 získáme pak v odstavci 2,3 řešení 
(značeno bez indexu) pro nekonečný pás s nezatíženým krajem a s hranovou 
dislokací v ose z, tedy řešení našeho problému 1 resp. 1'. 

Pomocí Airyho funkce F(x, y) pak vypočteme složky napětí (v odstavci 
2,4) a složky deformace případně posunutí (v odstavci 2,5). 

2,0 Hranová dislokace v nekonečné rovině 

Řešení pro hranovou dislokaci v nekonečné rovině x, y, umístěnou v po­
čátku souřadnic, s Burgersovým vektorem ve směru osy x (analogicky k obr. 1) 
je dáno (např. podle [4]) Airyho funkcí F0(x, y), 

F0(x, y)~~Dy ln )jx* + y* , (5) 
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kde 

2-r(l - v) ' 

Složky napětí jsou pak dány výrazy 

„ - _ D yj^±f) 
(X2 + y2)2 ' 

D = -J^- (6) 

y(x2 — y2) 
V + ¥Ӯ 
x(x2 — y2) 

xv0 (^ + 2/2)2 

a složky posunutí (viz např. [3]) 

«n - D *£ , І ' , (7) 

T™„n — -Ł' 

Ď f W 1 Xí/ 1 

, - - ^ - j [(1 - 2,) In (*• + И ) + * 
(«) 

Na přímkách y = ±h (v naší nekonečné rovině jde o přímky myšlené) 
jsou napětí normální 

o«{x, ± h) = ± N(x) =±D h ^ ^ r (9) 

a napětí smyková 

u^^ад^l^. (ю) 

2,1 Airyho funkce pro pás s pomocným normálním vnějším zatížením 

Vyřešíme nyní tento první pomocný problém: určit Airyho funkci Fx(x^y) 
v nekonečném pásu, jsou-h krajové hodnoty napětí 

y=- ±h... aVi(x, ± h) =-. + N(x) , rXVi(x, ±h) = 0. (11) 

Odpovídá to zatížení pásu vnějším pouze normálním specifickým zatížením 

pro y - h ... p(x) = - A » = - L> ^ r + T ^ ' 

7 // X T.T/ V 7̂  MX2 — li2) 

pro ^ = — h ... rovněž p (x) — — JSí(x) — — 1) -~~ -—- . 
(x + h') 

Průběh tohoto pomocného vnějšího zatížení na krajích y — ± h je znázor­
něn na obr. 2; pás je tímto spojitým zatížením ohýbán. 

K řešení biharmonického problému v nekonečném pásu při daných krajo-



vých podmínkách pro napětí je vypracováno několik metod, které jsou uve­
deny v P r áci [5]. Užijeme metody, založené na Fourierově transformaci, vy-

, p r a c o v a n é v [6], [7], [8], [9]. 

Obr. 2. Pomocné normální vnější zatížení na horním a dolním kraji páau. 

Hledáme Airyho funkci takovou, aby napětí ayl jí určená byla sudou funkcí 
x a lichou funkcí y a aby pro y — -^h napětí txvl jí určená byla rovna nule. 
Takovou Airyho funkcí je podle [6], [7] funkce typu 

kde 
Xl(x, y) = Фx(m, y) cos mx , 

Фг(m, y) == my ch mh ch my — mh sh mh sh my — ch mh sh my . (12) 

Dosazením se můžeme přesvědčit, že Xl(x, y) splňuje biharmonickou rov­
nici a že její příslušné druhé derivace vyjadřující ayl a txyl mají požadované 
vlastnosti, a to pro libovolné m. 

Obecněji můžeme psát Airyho funkci pro náš problém ve tvaru Fourierova 
integrálu 

x(x, y) = J Фx(m, y) fr(m) cos mx åm , ;iз) 

která zřejmě zachovává vlastnosti funkce Xl(x, y). Zatím neznámou funkci 
fi(m) určíme z krajové podmínky (II) , tedy z požadavku 

<Mя, h) - - N(x) = 
(dhPl(x, y) 

?x* V~h 

l Фг(m, h) fг(m) m2 cos mx d m. 

(14) 
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Jelikož pro sudou funkci N(x) platí podle Fourierova teorému 
00 00 

N(x) = — I cos mx dm I N(t) cos mt dt , 
o o 

dostáváme po srovnání s rovnicí (14) 
co 

2 f 
0x(m, h) fx(m)m2 = — I N(t) cos mtdt 

KJ 

a tedy pro funkci fx(m) dostáváme po dosazení za N(t) 
co 

= 7t0x(m, h) m*J lp±W C°S mt dt • 
o 

Po výpočtu tohoto Fourierova integrálu (při užití (10)) a po dosazení za 
0x(m, h) z (12) dostáváme pro fx(m) analytický výraz 

2Dhe~mh 

h { m ) ~ m (sh2mJ - 2mh) " [ i & } 

Tím je formálně Airyho funkce yx(x, y) dána, neboť ve výrazu (13) pro ^j 
známe jak 0x(m, y) podle rovnice (12), t a k i fx(m) podle rovnice (15). 

J e t řeba nyní zjistit, zda integrál (13) pro y)x konverguje. Integrand, to je 
funkce 0x(m, y) fx(m) cos mx, se blíží pro m -» oo nule jako funkce e~ctm, 

(c 3 postačující rychlostí. Pro m -> O se však blíží integrand nekonečnu jako 
Dy , • 
~r±~ (y2 — 3/i2). Volíme proto funkci Airyho Fx(x, y) v tvaru 
(v ffv I 

oo 

F^x, y) = / 0x(m, y) fx(m) cos mx ± - -J-- (3/i2.— y2) e~m dm . (16) 
o 

ntegrand této funkce má již pro m = O konečnou hodnotu a integrál (16) 
d2Fx je konvergentní. Př idaný člen je biharmonickou funkcí, nemá vliv na 

d2F 
a -=—-p a nemění tedy hodnoty cr^ a rxuX. Napětí daná Airyho funkcí Fx(x, y) 

splňují tudíž krajovou podmínku (11) a Airyho funkce Fx(x,y) je řešením 
našeho prvého pomocného problému. 

, ;lir/ho funkce pro pás s pomocným tečným vnš ším zatížením 

Podáme dále řešení druhého pomocného problému: Určit Airyho funkci 
F2(x, y) v nekonečném pásu, jsou-li krajové hodnoty napětí pro 

y = ±h ... ay2(x, ±h) = 0, rxu2(x, ± h) = - T(x) . i (17) 
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Odpovídá to zatížení pásu vnějším pouze tečným napětím 

x(x2 — h2) 
pro y = h ... г(x) - • T(x) -

(x2 + h2f 

P~-»=-*...T(-) = T(-) = i ) ^ n g . 

Průběh tohoto pomocného vnějšího zatížení je vynesen na obr. 3. Vidíme, že 
pro totéž x mají vnější tečná napětí na obou krajích opačný smysl, působí 
tedy momentem a jejich účinkem je opět nosník ohýbán. 

Obr. 3. Pomocné teené vnější zatížení na horním a dolním kraji pásu. 

Hledáme njmí Airyho funkci takovou, aby napětí rxy2 byla lichou funkcí x 
a sudou funkcí y a aby napětí ay2 jí určená byla pro y = + & rovna nule. 
Takovou Airyho funkcí je funkce typu 

X2 (x y) = 02(m, y) cos mx , 
kde 

0 2 (TO, y) = h ch mh sh my — y sh mh ch my , (18) 

nebo obecněji 

(19) ip2(x, y) = I <X>2(m, y) f2(m) cos mx ám . 

o 

Funkci f2(m) určíme z krajové podmínky (17), tedy ze vztahu 

Ur h\ T(r\ i ^ ^ y) \ Íi ^ a ( m ' y)\ n^ • 
m(x, h)= — 1 (x) = — I — d x d y - - J h= J I g- I _h(m)msmmxdm . 

o 

(20) 



Podobně jako v předchozím odstavci, dostaneme po srovnání (20) s Fourie-
rovým teorémem pro lichou funkci T(x) a po výpočtu 

2L>(1 -mh)e~mh 

h { m ) ~ m (sh 2mh~ 2mh) ' ( L) 

Tím je opět formálně určen výraz pro ip2(x, y). Podobně jako v předchozím 
odstavci je možno ukázat, že integrál v (19) nekonverguje. Aby měl integrand 
pro m = 0 konečnou hodnotu, musíme volit Airyho funkci 

oo 

F2(x, y) = I 02(m, y) f2(m) cos mx + y (Í/2 — A2) erm dm . (22) 
o 

Tato funkce je biharmonická, splňuje krajovou podmínku (17) a je tedy řeše­
ním druhého pomocného problému. 

2,3 Airyho funkce pro pás s hranovou dislokací 

Podle výše naznačeného postupu řeší náš problém 1', to je problém nekoneč­
ného pásu s hranovou dislokací, Airyho funkce F(x, y), 

F(x, y) = F0(x, y) + Ft(x, y) + F2(x, y) . (23) 

P o výpočtu dostaneme pro F(x, y) 

00 

F(x, y) — — Dy ln ]/x2 + y2 + 21) / &(m, y) f(m) cos mx + - ~ erm dm , 
0 " (24) 

kde 
* — mh. 

f(m) = m (sh 2mh — 2mh) 
a 

0(m, y) = [(mA — 1) sh mA + mA ch mA] /̂ ch my — 

— mA2 (sh mA + ch mA) sh my . (26) 

Integrand v (24) je pro m — O omezený a interál konverguje. 

Funkce F(x, y) splňuje v nekonečném pásu (s výjimkou bodů x — O, y = 0) 
biharmonickou rovnici, napětí určená touto funkcí splňují, jak plyne z její 
konstrukce, krajovou podmínku (3) a posunutí splňují podmínku pro hrano­
vou dislokaci (4). J e možno se o tom přímo přesvědčit dosazením do výrazů 
pro napětí a posunutí, uvedených v dalších odstavcích 2,4 a 2,5. 
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2,4 Složky napětí 

Pro složky napětí dostáváme z rovnic (2), (24) 

n y(3*2 ± íň , 9 n fd*0(m, y) ,. . , 
ax = - D - ^ - ^ + 2L> J —tyT- f('ln) c o s mx ám > 

o 
t» oo 

wT2 _ -2\ r 
o-w = D ?\ * ; — 273 I 0(w, y) /(m) m 2 cos mx ám , (27) 

(•£ i y ) J 
o 

T » = /J TO? + s * / ^ /(»)» - «- dm, 
o 

kde <7j(m, y) jo dáno rovnicí (26), f(m) rovnicí (25) a derivace —- a -=—- výrazy 
dy dy2 ' 

d(P(m y) 

— ^ p - ^ = [(wfcA — 1) sh mh -f m/\ ch wA] (ch my 4- í/m sh my) — 

— m2/i2 (sh mA + ch mh) ch my , (28) 

d2(p(m y) 
=-j— = [(mh — 1) sh mh 4- mA c h mA] (2m sh my + ym2 ch my) — 

— m3A2 (sh mA + ch mh) sh my . (29) 
Po dosazení do krajové podmínky (3) se výrazy za integrálem pro y = + h 

pro av a rxy tak zjednoduší, že integrace vede na elementární funkce a je možno 
se přesvědčit o tom, že nabývají ta to napětí na kraji nulových hodnot. Snadno 
se dále přesvědčíme, že pro y = 0 je ax(x, 0) = ay(x, 0) = 0. Napětí ax, av jsou 
v x sudé, v y liché funkce, rxy je v x lichou a v y sudou funkcí. 

Pro ostatní hodnoty vypočteme integrály v (27) numericky. 

J a k o příklad uvedeme výsledky výpočtu pro ax(x, h) a rxy(x, 0). Pro výpočet 
zavedeme bezrozměrné veličiny vztahy 

f = j , i = mh (30) 

a po úpravě dostáváme 

^^---^+-/^te^-'*-.«.í,-. (a, 

^(r.u=i +/- ( i
 shv-~2r

 v « * * * • < M > 
0 

Vztahy (31) a (32) jsou po numerickém výpočtu znázorněny na obr. 4. 

24' 



2,5 Složky deformace a posunutí 

Složky deformace můžeme vypočítat z Hookova zákona 

дu_ Å + 2ţi Ã 
x ' ~ dx ~ 4ft{X + (i) \ x X + 2[x v 

- 21 - _1 + 2/i 

E'J z~ dy ~ *p{x + r) \Uy ~ 
_ du dv 1 

E*v = ~~J + dx ~ ~ Ta 

(33) 

Obr. 4a. Průběh normálního napětí — (ox)y-h-

Pro rovinnou napjatost 
je v těchto rovnicích A* 
místo X. J e dále ! exz = 
= eyz = 0. Př i rovinné 
deformaci je ez = 0, při 
rovinné napjatosti e2 = 

2/i 
Výrazy (33) jsou po 

dosazení z (27) vyjádřeny 
pomocí známých funkcí a 
jejich Fourierových in­
tegrálů. 

Obr, 4b. Průběh smykového napětí — ( T ^ ) , . 0 (čárkovaně vyznačena rovnoosá hyperbola). 
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Složky posunutí bychom mohli získat dalšími integracemi rovnic (33). 
Vzhledem k tomu, že posunutí způsobená pomocným zatížením pásu jsou 
jednoznačnou funkcí x, y, mají zřejmě výrazy pro posunutí tvar 

u(x, V) = 7f- a r c t g ^ + u*(x,y) , 
ZTt X 

v(x, y) — v*(x, y) , 
kde hvězdičkou jsou označeny 
jednoznačné funkce x, y. 

J e možno očekávat, že vlivem 
hranové dislokace se pás prohne 
podle obr. 5. Př ímka y = c v ne­
deformovaném pásu přejde po 
deformaci v křivku, která svírá 
v místě x s osou x úhel a, 

dv(x, c) 
OÍ(X, c) — 

дx 
(34) 

Obr. 5. Prohnut í pásu vlivem hranové dislokace. 

Celkové prohnutí (3 (viz obr. 5) je dáno výrazem 

dv(x, c) 
— 2 lim 

x-^<x> ÇX 
(35) 

t a t o limita zřejmě nezávisí na hodnotě c (pro \c\ ^ h), 
dv 

Při výpočtu —- vyjdeme z výrazu (viz např. [7]) 

9 д F 

2џv = ^— 

Я + 2џ, дгp 

dy ' 2(X + fji) dx' 

kde pomocná funkce ip(x, y) souvisí s Airyho funkcí F(x, y) vztahem 

dhp _ d2F d2F 

"Wi 

(3(5) 

dx dy dx2 

a je harmonická, tedy splňuje rovnici 

&ip(x, y) = 0 . 

Po dvojí derivaci výrazu (36) podle x, užití vztahu (38), (37) a jedné integraci 
přes x dostáváme po úpravě 

(37) 

(38) 

öv 
cx 

aл%ч a 
ГL-

2 J ^ Ғ àX , 
'д*ғ 

дif 

kde 

a, = 

1 ЗЯ + 4//, 
2џ 

1 

2(Я + /0 

Я + 2џ 
2џ 2(1 + fл) 

2 - v 

1 — v 

(39) 

(40) 
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dv d3F 
j - je tedy známo, neboť xxv je dáno rovnicí (27) a -^ plyne z (24). 

dv 
V dalším se omezíme na výpočet — pro y = h, zajímáme se tedy o prohnutí 

•i cx 
horního kraje pásu. Výraz (39) se zjednoduší, neboť pro y — h je rxy n= 0. Po 
dosazení za F a po delším výpočtu a úpravách dostaneme s použitím bezroz­
měrných veličin podle (30) 

'dv 
dxfy^h 1 j I , ft(t- 1) + í c h 2 í _ 

J ~" sh2ř ™ e S i n ^ d ^ • 6/A ?r [(P + l)2 J sh 2í - 2í 
o 

3v(cc, /?.) T T V . . , . , 
Snadno vypočteme lim — . Užijeme k tomu tohoto teorému pro 

a-—>-0 OX 

Fourierovy integrály (viz [8]): Splňuje-li funkce g(t) Dirichletovu podmínku 
v intervalu (0, oo), pak pro | blížící se libovolně nekonečnu kladnými hodno­
tami je 

0 

Pro naši funkci 

dostáváme limitu 

a tedy 

_ _ _ _ 1__Ј___ 
^ ( í ) ~ sh 2ř - 2ř 

*(+0)---f 

Эv(a;, A) .. Эг>(æ, /г) 3 6 
lim —V—- = lim 8a; f^oo ca? 8 /i 

Podle (35) je pak celkové prohnutí pásu dáno jednoduchým výrazem 

"II 
Průběh — = + — jsme podle (41) vypočetli numericky, graficky je znázorněn 

na obr. Ga. N a obr. 6b je znázorněn průběh v(x, h), získaný grafickou integrací. 

3. D I S K U S E 

V posledních letech nabyl pojem dislokace, zavedený již dříve v teorii pruž­
nosti, neobyčejného významu ve fysice pevných látek. Ukázalo se, že atomová 
mřížka krystalů obsahuje velké množství poruch a že jejich přítomnost závažně 
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ovlivňuje některé vlastnosti krystalů; pro některé vlastnosti jsou poruchy 
přímo rozhodující. Jednou z nejdůležitějších poruch jsou právě dislokace, 
které hrají rozhodující úlohu při plastické deformaci. Jejich zvláštním pří­
padem je dislokace hranová. Má mezi dvě atomové roviny vloženu část další 
atomové roviny (nebo několik rovin), jejíž ohraničení (na obr. I osa z) je dislo-
kační čára, kolem které je atomová mřížka silně deformována. Burgersův 
vektor dislokace v krystalové mřížce je pak roven nejkratší vzdálenosti dvou 
atomů nebo celistvému násobku této vzdálenosti. 

% m,. 

-5 -4 -3 -2 -1 л 1 2 3 4 5 

Obr. 6a. Průběh úhlu, který svírá hrana pásu s osou x. 

Obr. 6b. Posunutí ve směru osy y na hraně pásu (udává tvar hrany pásu po deformaci). 

Pro studium některých vlastností dislokace v krystalové mřížce vystačíme 
s představou dislokace ve spojitém prostředí; takové prostředí je možno po­
kládat za anisotropní a t a k se více přiblížit vlastnostem skutečných krystalů, 
anebo pro jednoduchost výpočtu za isotropní. 

Velkou pozornost vzbudila dále v posledních letech ve fysice tenká mono-
kry statická vlákna (whiskery), která mají délku až několik cm, příčné rozměry 
však pouze řádově kolem mikronu. Jejich vlastnosti se blíží vlastnostem ideální 
krystalové mřížky, neboť obsahují velmi málo poruch. Mají např. velmi vyso­
kou mez skluzu a pevnost. Whiskery nemusí obsahovat dislokaci nebo obsahují 
jednu nebo několik dislokaci. Vzhledem k tomu, že jeden jejich rozměr značně 
převládá, může deformace způsobená i jedinou dislokací být u whiskerů již 
značná. Ukázal to např. E S H E L B Y [11] pro whisker obsahující tzv. šroubovou 
dislokaci v ose whiskerů. Z našeho řešení pak můžeme udělat závěry pro de-
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formaci whiskeru s hranovou dislokací kolmou k jeho ose. K srovnání se skuteč­
ností může nejlépe sloužit celkové prohnutí /?, které podle (42) je řádově rovno 
b/h. Pro velký Burgersův vektor (např. jde-li o skupinu hranových dislokací 
téhož znaménka) nebo pro extrémně tenké whiskery by bylo možno již toto 
prohnut í pozorovat. 

Podrobnější diskuse je provedena v článku [12], kde jsme podali přibližně 
řešení téhož problému, Defor-

I mace pásu vlivem dislokace je 
zde určena z deformace tenké­
ho nosníku, zatěžovaného spo­
jitě rozloženým normálním 
napětím a spojitě rozloženým 

U_ÍLJ momentem, odpovídajícím ú-
*——*- činkům napětí — ay0, — rxy0 n a 

Obr. 7. K vzniku dislokace po ohřevu. krajích nosníku (viz naše rov­
nice (9), (10)). 

Uvedené výsledky je však možno aplikovat i v jiných oborech. Představme 
si (velmi schematicky), že obdélníková oblast pásu vyčárkovaná na obr. 7 
byla zahřátá na teplotu T, okolní materiál ma teplotu 0. Původní šířka oblasti 
byla IQ, zahřátím se zvětšila na l = l0(l -f- ocT), kde a je koeficient teplotní roz-

tažnosti. V případě, k d y xT > ^ , kde aT je mez průtažnosti pi i vyšší teplotě, 
ti 

E modul pružnosti, nemůže horní část sledovat elasticky deformaci spodní 
části a dojde k prokluzu v rovině xz. Za předpokladu, že při nižší teplotě nemůže 
k opačnému prokluzu dojít, je po vychladnutí spojena délka l0 v dolní části 

s délkou l0\l + xT — ~p\ v horní části a vytvoří se hranová dislokace podle 

obr. 1 s Burgersovým vektorem b — l0 \xT —1 a nastane deformace podle 

obr, 5. I když naše úvaha má pouze kvalitativní platnost, (uvažuje nespojité 
rozdělení teploty a neuvažuje teplotní vodivost, zjednodušuje značně plastické 
chování), vystihuje dobře charakter vzniklé deformace. Domníváme se, že 
zavedení pojmu dislokace ke studiu vnitřních pnut í a deformace po ohřevu 
by bylo velmi užitečné zvláště při použití pojmů spojitého rozložení dislo­
kací [13]. 

Závěrem ještě poznamenejme, že jednoduchým i když pracným zobecněním 
našeho postupu je možno řešit obecnější případ, kdy dislokace není umístěna 
právě v centrální rovině, ale má od krajů pásu vzdálenosti hx, h2. Velikost 
prohnutí /? pak závisí na poloze dislokace a je maximální právě tehdy, je-li 
dislokace umístěna v centrální rovině. 

Za cennou diskusi děkuji soudruhům Ivo BABUŠKOVI a J A N U KACZÉROVI, 
za provedení numerických výpočtů s. M A R I I H O N E G R Q V É a s. J A N U VAŇKOVI. 
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Резюме 

НАПРЯЖЕНИЕ И ДЕФОРМАЦИЯ В БЕСКОНЕЧНОЙ ПОЛОСЕ, 

ОБУСЛОВЛЕННЫЕ Л И Н Е Й Н О Й Д И С Л О К А Ц И Е Й 

ФРАНТИШЕК КРОУПА (ЕгапЬтек Кгоира) 

(Поступило в редакцию 25/1Х 1958.) 

В статье дастся точное решение следующей плоской задачи математи­
ческой теории упругости: определить напряжение и смещение в беско­
нечной полосе, содержащей в центральной плоскости линейную дислока­
цию (по рис. 1). 

Решение производится при помощи функции Эри путем суперпозиции 
трех решений: решения лдя случая линейной дислокации, расположенной 
в неограниченном пространстве (отд. 2,0) и решения для случая бесконечной 
полосы при отсутствии дислокации, нагруженной по краям непрерывно 
распределенными внешними нормальными (отд. 2,1) и касательными на­
пряжениями (отд. 2,2), удобно выбранными с расчетом, чтобы решение, 
полученное в результате суперпозиции, соответствовало краям бе:? на­
грузки. Решение для полосы нолуистю при помощи интегралов Фурье. 

При помощи функции Эри получены формулы для напряжений и смеще­
ний а также простая формула для прогиба полосы; некоторые результаты 
отмечены графичееки. 

Затем автор обращает внимание на значение дислокаций в кристалли­
ческой решетке и на возможность применения полученных результатов 
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к объяснению деформации тонких монокристаллических волокон (юЫзкег) 

под влиянием линейной дислокации. В последнем замечании указана воз­

можность применения понятия дислокации при изучении внутреннего 

напряжения после нагрева./ \ 

S u m m a r y • 

STRESS AND D E F O R M A T I O N O F AN I N F I N I T E S T R I P , 

CAUSED BY AN E D G E DISLOCATION 

F R A N T I S E K K R O U P A 

(Becived September 25th, 1958.) 

The subject of this paper is the precise solution of t h e following problem in 

the theory of plane elasticity to determine the stress and displacement of an 

infinite strip caused by an edge dislocation. 

The problem is solved by use of Airy's function, by the superposition of t h e 

following three solutions: t h a t for the edge dislocation in unbounded space 

(section 2.0), t h a t for an infinite strip without dislocation, whose boundary 

is loaded with continously distributed normal stresses (section 2.1), and tan­

gential stresses (section 2.2); these are chosen in such a manner t h a t the result­

ing superposed solution corresponds to free boundaries. The solutions for the 

strip are obtained by means of the Fourier integrals. 

Expressions for the stress, the displacement and the deflection are t h e n 

obtained, using Airy's function; some of the results are t reated graphically. 

In a discussion of these results, the effect of dislocations in a crystalline 

lattice is noted, and also the possibility of using the results to explain the de­

formation of th in monocrystallic fibers (whiskers) by edge dislocation. A final 

remark notes the possibility of using dislocations in discussing thermal 

stresses. 
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