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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

UZITE STATISTICKYCH A PRAVDEPODOBNOSTNICH METOD
V TEORII STAVEBNICH KONSTRUKCI

Diskusnt piispévek

ZDENER SOBOTKA

1. PEVNOST HMOT A UNOSNOST PRVKU KONSTRUKCE
Proménlivost a rlznorodost viivl, které se uplatnuji pii vyrobé stavebnich
hmot, zpisobuje, #e pii Fadé zkoudek hmot téhoz druhu jsou zjisténé hod-
noty mechanickych charakteristik proménlivymi statisticky ndhodnymi veli-
¢inami.

Celkovy obraz o jejich statistické povaze a o stejnomérnosti vyroby hmot
dava kiivka cetnosti.

P#i stejnomérné vyrobd jsou kiivky detnosti pevnosti soumérné a blizi se
normalni Laplace-Gaussové kfivee rozlozeni. Takové jsou napf. kiivky det-
nosti pevnosti oceli. Naopak projevem méné peélivé vyroby betonu na nékte-
rych stavbach jsou nesoumérné kiivky detnosti s vrcholem posunutym smeé-
rem k niz8im hodunotdm pevnosti. To znamena, Ze vy%{ pevnosti jsou vy-

Nrxs

sledkem ndhodného seskupeni slozitéjsich podiminek nez hodnoty nizké.

Zvlastnim zjevem jo kiivka ¢etnosti pevnosti s nékolika vyraznymi vrcholy.
Podrobnym rozborem se v takovém piipadé da zjistit, Ze jde o souhrn néko-
lika rozdilnych soubortt zkuSebnich téles » riznych zménénych stadif vyroby,
na piiklad vlivem dodavky stérku a pisku jiné jakosti pro beton. V takovém
piipadé je tfeba pro statistické hodnoceni rozdélit jednotlivé soubory zkuseb-
nich téles, protoZe proménlivost jejich pevnosti neni pro podstatnou zménu
a ne statisticky nahodnou vychylku ve vyrobé statisticky soumétitelnd.

Jinym vyznamnym zjevem je zména pevnosti s dobou vyroby. V prabéhu
vyroby obvykle pevnost betonu s podatku vzrista a pozdéji stdle méné kolisa
kolem ustalené stfcdni hodnoty., Téz veétsi podatedéni rozptyl se v pribéhu
vyroby zmensi. Je to zphsobeno ustalovdnim zavedené vyroby. Ani v tomto
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piipadé neni pevnost betonu presnd vzato statisticky ndhodnou velidinou,
ale statisticky ndhodnou funkei doby vyroby.

Hlavn{m dkolem statistického hodnocen{ proménlivosti pevnosti pro teorii
stavebnich konstrukei je urdeni krajni statistické hodnoty pevnosti, Pravdé-

. . o -1 . PRI,
podobnost vyskytu stejné nebo niz$i hodnoty je e kde % je zvolené velké

¢islo napt. 1000, které je dano stupném pozZadované bezpeénosti. V podstaté
to znamend urdit hodnotu pevnosti, dané tGseékou v diagramu detnosti, jejiz
svislice oddéluje z plochy omezené ktivkou Getnosti jednu k-tinu.

Uloha je znaéné ztizena pii malém vybéru. P¥ normélnim rozloZeni je
mozno v takovém piipadé pouzit metody toleranénich mezi. P¥ riznych
slozitéjsich pripadech nesoumérného rozloZzeni viak nebyl tento problém pii
malém vyboéru dosud Feden. Ma vsak velky prakticky vyznam, protoZe dasto
byvaji k disposici vysledky zkouSek pouze mensiho souboru zkusebnich téles.

2. STATISTICKY NAHODNE FUNKCE MECHANICKYCH .
CHARAKTERISTIK PRETVARNOSTI HMOTY

Slozitéjsim tkolem neZ statistické hodnoceni jednotlivych velidin je statistic-
ky rozhor funket.

Podle pracovnich diagramt zkeu$ek velkého mnozstvi zkuiebnich téles
je moZno stanovit zdvislost mezi napétim o a petvotenim & jakoZto statisticky
nahodnou funkei. Danému pletvoteni & piisludi podle poétu zkusebnich téles
fada napéti o, jejichz rozptyl D, se s rostoucim namahanim zvétiuje, nebol
v hmoté nastdvaji zvidsté za mezi pruinosti strukturdlni zmeény, které jsou
z4avislé na stile vétdim podtu ndhodnych podminek.

Vyjadiime funkei stfedni hodnoty napéti

o, = f(c) NS
koneénou trigonometrickou fadou tvaru
N
nre . MTE
0, = z (A cos —— -+ B, sin — ) (2)
nel E’ﬂl "I)’L
nebo
ol 2 1
. (2n 1) me
o, == ? ', sin ( ﬁ'—)f , (3)
emed —‘)Em

w0

jejiz soudinitele mtzeme urcit piiblizné z konedného mnoZstvi bodt funkéni
zavislosti podle Rungeova schematu, a smérodatnou odchylku

w; = @(e) (4)
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je téz mozno vyjadiit takovym zpusobem kone¢nymi trigonometrickymi ¥a-
dami, napft.

< nme . noe
w, = Z (a” cos “+ b, sin ——} . (5)

c c
Y Sm Em
n=0

Prislusi-li dané hodnoté ¢ souhrn funkénich hodnot o, které tvoii normalni
ktivku rozlozeni, mfizeme utvorit funkeci krajnich hodnot o, dolni hranice

1
funkénich hodnot ¢ se zvolenou pravdépodobnosti s podle vztahu
v

O-k(g) = 05(8) - 0»’())0.(8) » (6)

kde hodnota charakteristiky bezpe¢nosti « vyplyva ze vztahu

1 1 1 [
Tfém%;fc 2 do (7

0

a d4 se urtit z tabulek Laplaceovych integrali. ProtoZe pii konstantni pravdé-

o

1, - s 1 , .
podobnosti 7 e hodnota « ve vztahu (6) stald, mize byt po Gpravé vyja-

)/
diena funkee krajnich hodnot priblizné té trigonometrickou fadou
N
nie . nne
oy = Z (Kn cos - - L, sin —"ﬁ) , (8)
Em Em
n-=0
kde
](n = 'An — Oy, Lu = ]371, - “bn (9)

v disledku vztaha (2), (5) a (6).

3. PROMENLIVOST ZATIZEN{ A JEJI STATISTICKE HODNOCENT

Kiivky Getnosti zatiZeni stalého a zatiZeni nahodilého p¥i ustaleném pro-
vozu jsou soumérné a blizi se svym prabéhem normalnimu rozloZeni.

Naopak zatizeni snéhem a vétrem, u néhoZ zavisi vysoké hodnoty na slo-
zit6jsl kombinaci povétrnostnich podminek nez hodnoty nizké, ma nesoumérné
kiivky detnosti s vrcholem posunutym k dolnim hodnotdam. Urdeni pravdé-
podobné horni kritické hodnoty zatizeni je formalné moZno provést podle
tych# zasad jako urdeni dolni kritické hodnoty pevnosti.

Ve skutetnosti je otdzka ponckud slozitéjsi, protoZze velikost zatiZeni jo
obvykle vysledkem mnohem vétitho podtu riiznorodych nihodnych ¢initeld,
nez pevnost hmot.
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Vyznamnou podminku p¥i uréovini pravdépodobného kritického zatiZeni
piedstavuje napt. pfedpokladand doba uzivani konstrukee. U trvale vyznamné
konstrukee je pravdépodobné krajni zatiZeni, zvlasté G¢inkem povétrnostnich
vlivil, znaéné véts nez u dodasného provisoria,.

4. STATICKE PUSOBENI XKONSTRUKCE

Protoze staticky vypotet je zaloZen na zjednodusujicich pfedpokladech,
nemlze plng a presné vystihnout podstatu skuteéného statického pisobeni
konstrukee, které je vyslednici celé Fady nejriznéjsich vlivi.

Zatim co statisticky vyzkum pevnosti hmot i zatiZzeni konstrukei ma jiz
za sebou uréity vyvoj, bylo statistickému rozboru odchylek vypoétu od sku-
teéného pusobeni konstrukee vénovano celkem mdlo pozornosti, adkoliv jde
o otazku neobyéejné vyznamnou. Snad také proto, Ze je to problém velmi
obtiiny, kde se uplatiiuje pomérné nejvice vliv lidského é&initele.

Celkem je moZno Hei, %e pomér vypodteného a skutedného statického pi-
sobeni, udany souéinitelem m, ktery ma p#i plné shodé vysledku vypoétu se
skutednosti hodnotu m = 1, se ¥idi obvykle Gaussovym zdkonem chyb a pii-
slusf mu tedy normaln{ kiivka rozloZeni.

5. MEZNI STAV KONSTRUKCE Z HLEDISKA PRAVDEPODOBNOSTNIHO

Maximalistické pojeti uziva pravdépodobnostnich metod pouze k urdeni
pravdépodobnych nejnepfiznivéjich krajnich hodnot pevnosti zatiZeni a
soudinitele statického piusobeni. Za zaklad feSeni se bere viak pravdépodob-
nost soudasného vyskytu nejnepiiznivéjsich pravdépodobnych hodnot. Takovy
postup je na prospéch bezpecnosti, ale ne hospodarnosti konstrukee.

Pii dtslednéjsim pravdépodobnostnim feSeni mezniho stavu se posuzuje
pravdépodobnost soudasného vyskytu dolnich hodnot pevnost{ a soudinitele
statického plisobeni a hornich hodnot jednotlivych druht zatizeni.

V podstaté je tieba najit rozloZzeni hodnot vysledné funkce ze znimych
k¥ivek rozloZen{ jejich argumentt. PHmé analytické feSent této dlohy je velmi
obtizné, ne-li nemoZné, a nebylo je&té celkem propracovino.

Jsou v8ak moina i nékterd feseni priblizna.

Jednim z nich je vypodet rozlozeni vysledné funkce v koneéném podtu bodt,
piitemz se postupuje analogickym zptsobem, jak bylo ukdzino v druhém
odstavei pro staticky ndhodnou funkei prvniho druhu, vyjadiujici zdvislost
mezi napétim a pietvoienim.
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Pomérng obecngjitho vyjadreni a pritom znadéného zjednoduleni se da
dosdhnout rozvinutim funkce kolem stfedni hodnoty podle fady Taylorovy.

Za statisticky nahodnou funkci nékolika nezivisle proménnych muzeme
poklddat nutnou plochu F, vyztuZe Zelezobetonového sloupu o pritezu F,
namahaného udéinkem zatiZeni stalého osovou silou P, a tdinkem zatiZeni
nahodilého silou P,. Velikost této plochy se poéitd podle vzorce

; P, + — mF
r,= - o] .;{?E‘,,ﬂ&’_qmb , (10)
MO g
kde o, je mezni napéti betonu, o,, mezni napdti ve vyztuzi a m soulinitel
statického piusobeni.

Rozvinutim podle Taylorovy fady kolem stfedni hodnoty F,,, dostdvime
1 1 P, + P
Fu = Fas A (Pg - Pgs) + o (P:o - Pm) - _,J"f,‘;iﬂ (m' - ms) -
msgmﬂs ,”Lh‘o'mas mso‘maa
. Pyt Py — mF o,
- “978’”.' B ;;;:;B%L;:{*' ( ma T O‘mn.v) - G (O-mb - Umbs) +
-+ P,iq_,—’;_ll,jj“ (rn']( — m})z + .&? + PT’S o ”?/S,llwbq,mﬁi — )2 —
mzo‘mns 3 77’/303”“3 ma mas
ml (P P,)( 11)
. P, — P,){m —m,) — ...
m?o‘mas a ns v‘w) ( 7

Nejvétsi zjednoduseni predstavuje linearisace problému, kdy se feleni
omezi jen na linedrni éleny Fady. V tomto p¥ipadé je smérodatnd odchylka
déna vyrazem

oF,\? T [oF,\? (ar T oF,\? oF \?
_ e 2 e 2 e e 2 e 2 —
OF, _V(apg)s @y F (é)P,,)S “» T G ) O T (aam)s @oma T (aam,, )f"”mb

_VU)E _{‘ wzzw (Pgs + 'P:Ds)2 (’)2 _*_ (Pﬂs + va - m<ﬁvb0‘mas)2 2 l F? wz
- 2 2 1.2 m 2.4 oma | 8 omp »
M5O as M5O s MO mas Y mas

(12)

kde w,, 0,y 0 Opmas Ogmp jsou smérodatné odchylky jednotlivych slozek.
Takovy postup dévé sice znaéné zjednoduseni, ale je pIné opravnén jen v pti-
padé, maji-li viechny slozky normaélni rozloZeni. Jinak vychdzeji vysledky
pouze ptiblizné a odchylky od presného fefeni jsou tim vétsi, ¢im vice se lisf
kiivky ¢etnosti slozek od kfivek normalniho rozlozeni,
Vztahy mezi momenty kiivek rozlozeni ddvaji moZnost uréit rozloZeni
vysledné funkce s vétsi piesnosti. Omezime-li se v rozvoji funkee na éleny do
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tietiho fadu, muZeme uréit vedle stfedni hodnoty a smérodatné odchylky
té% Sikmost vysledné kfivky a tim téZ vzit zietel k nesoumérnosti rozloZent.

V naSern piipadé dostavame stiedni hodnotu nutné vyztuze

P 4P
e gs s 2 "3 2 s
Fas - m; """ * (1 1" Vi - ‘vg-ma = UpSm — vo’ma*ama) -

sYmas

-Fb(;mbs- 2
¢ 2 3
- *b_’*g (1 + Voma vtfma'go'ma) ’ (13)
mas

smérodatnou odchylku

T e e T e } .
B Vo 0 8 NV o St T 0 Ly
PP m2g? mic? Om m2o Poma
s mas s mas s mas
72 T(F ' BRY > )
PN (L5 U5 D S e gy
2 Yomp = 5 ~2 mem T 2 5 T WemePonma &
mas )nsamas mS gmus
a Sikmost
E(FG - -Fas‘)s 3 3 (qu' + P;uc)a 3
SF, T et T We8g | W8y — S W8,
Wr, WF, M50 mas "
(Pys -+ Ppe — mLy0,m,)°
as pe st pPmbs 3 371738
T ﬁ;g’” T WgmpSoma + mst(U(rmbSrrmb 5 (15)
mas
. M . w oy .
kde w,, w,, ... jsou smdérodatné odchylky v, = ==, ... varia¢ni koeficienty
9> Wp y g P D
gs

S Somas - -+ Sikmosti jednotlivych argumentt a E stiedni hodnota.

P pravdépodobnostnim fedeni muzeme vsak jiti jedté dale, uvazime-li,
7e vyztuz sloupu se sklada ne z jednoho, ale z n prutd. Cim vice je pruth, tim
mengi je pravdépodobnost soudasného vyskytu kritické dolni hodnoty meze
prataznosti ve vsech prutech. Je-li rozloZeni mechanickych charakteristik
ve viech prutech normalni, pak pfi vyztuzi z n prutd se snizi smérodatni
odchylka w, Unosnosti jednoho prutu na

Wy
Jn

Stejnym zpiisobem se snizi smérodatnd odchylka pro rahodilé zatiZent

(16)

W,

sloupu, které je vyslednici nahodilych reakel nékolika pater nad sebou, uva-
zime-li mendi pravdépodobnost soutasného vyskytu kritického horniho zati-
zeni ve viech piisluinych patrech.

Jestlize spolupisobi v staticky neurcité konstrukei n prvki, snizuje se prav-
dépodobnost celkového poruseni konstrukee zcela obdobnym zpiasobem né-
sledkem moznosti rozneseni namahani.



Z toho je vidét velky vyznam Fady paralelné spojenych prvkid pro zvyseni
bezpetnosti konstrukee.

Naopak, pfi seriovém spojeni prvka se pravdépodobnost poruSeni znaéné
zvétsuje, protoze v fadé prvka je vélsi pravdépodobnost vyskytu oslabeného
mista, které v tomto piipadé rozhoduje o tnosnosti celku. Podobné vyztuz
sloupu o délce [ bude mit zvétsenou smérodatnou odehylku podle vztahu

w = mOVZ , (17)

je-li wy odechylka pro jednotkovou délku,

6. OBECNE PRAVDEPODOBNOSTNI POSOUZENT BEZPECNOSTI
KONSTRUKCI A KONSTRUKCNICH PRVKU

V obecném piipadé miZeme pokladat slozky pevnosti a zatiZeni za dasové
a mistné proménné veli¢iny, jejichz zmény jsou predstavoviany neperiodickymi
i periodickymi plofnymi vlnami
v souladnicové soustavé s osami &
udavajicimi misto, ¢as a hodnotu /\
piidlugné velidiny, jak je naznadeno {
na obr. 1 a 2. \

Na obr. 1 je znazornéna promén- &

Yma

livost meznfho napéti betonu o,
a meznihonapéti ocelové vyztuie o,
zelezobetonové konstrukee s mistem
x a Casem t. Mezni napéti betonu
s Gasem celkem plynule vzrastd a
blizi se asymptoticky uréitym ko-
neénym hodnotam. S mistem se
nepravidelné méni vlivem nestejno-
mérnosti vyroby. Mezni napéti oce-
lové vyztuie o, je v ¢ase piibliZng
stalé a méni se pouze s mistem podle
neperiodické funkce. Obr. 1.

Podobny prubéh ma i plocha
znazoriujici proménlivost stalého zatiZeni g na obr. 2.

Nahodilé zatiZeni p se méni s ¢asem neperiodicky i periodicky podle pro-
voznich okolnosti a podobné jsou i jeho mistni zmény.

(Eeisteéné periodicky charakter ma zatiZeni snéhem p, a vétrem p,, které
zavisi na zméndch povétrnosti ovliviiovanych periodickymi zménami ro¢nich
obdobi.

Pri disledném pravdépodobnostnim pojeti bezpednosti stavebnich kon-
strukef je tfeba rozliSovat proménlivost statistiky nahodnych velidin s mistem
a na druhé strané s Sasem.



Velky vyznam mé délka intervalu vysokych a nizkyeh hodnot v dase
i v misté. Dochdzime k pojmu proménné veliéiny jakozto statisticky ndhodné
funkce Casu { a mista x, u které je nejen tteba statisticky zkoumat jeji prosté
velikosti, ale i délky intervalt, ve kterych se st¥idaji vysoké a nizké hodnoty.
Tuto statisticky ndhodnou funkei nazveme na rozdil od jednoduché nahodné

funkce prvniho druhu, uvedené v od-
p.g stavel 2, jejiz celkovy pribéh (poloha
extrému atd.) byl pfedem dan, statis-
ticky nahodnou funkei druhého druhu.

P¥ikladem mistni periodicity takové
funkee je zatizeni mostu vozidly s uréi-
tymi rozchody kol.

Srovndme-li razné kratké intervaly
maxim a minim nékterych druht uzit-
ného zatiZzeni s dlouhymi intervaly
zatizeni zdvislého na povétrnostnich
podminkach, vidime vyznam vyjadieni
. téchto velidin jako statisticky nahod-
0 nych funkei druhého drubu.

4 P

~
\\\

Obr. 2. Pravdépodobnost zticeni konstrukce

je v tomto nejobecndj¥im pojeti vy-

jadfena pravdépodobnosti dotyku plogné viny 7, (x, #) predstavujici kritickou

funkei vysledného zatiZeni, s plo§nou vlnou R(z,t), pFedstavujicl kritickou

funkei vysledné Gnosnosti konstrukee, redukovanou kritickou hodnotou sou-
¢initele mechanického piisobeni m,, tedy pravdépodobnost{ rovnosti

Zlc(za t) = m,ch(x, t) . (]8)

7. ZAVER

Tento ptispévek navazuje na tvodni redakéni ¢ldnek éGasopisu Aplikace
matematiky a chce ukdzat nékteré zvlastni podminky spolupiisobeni statis-
ticky nahodnych velidin a funkei. Zavedeni statisticky nahodnych funkef dru-
hého dryhu ma umoZnit obecné pravdépodobnostni vyjadieni bezpeénosti
konstrukce se zfetelem k podminkdm stiidani vysokych a nizkych hodnot
nékterych velidin v ¢asovych a mistnich intervalech, jejichz délka je téz sta-
tisticky ndhodnou veli¢inou.
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