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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 2

CLANKY

GEODRTICKE, ASYMPTOTICKE A HLAVNI KRIVKY PLOCHY
7 HLEDISKA MECHANIKY HMOTNEHO BODU

Frantisng NOZICKA

(Doslo dne 10. biezna 1958) DT:534.82

V ¢élanku se metodou tensorového poctu odvozujl pohybové rov-
nice himotného bodu vizaného na plochu a z téchto rovnice se volbou
specidlnich fysikdlnich podminek dochdzi k pojmiim geodetické,
asymptotické a hlavni ¢ary plochy jako specidlnim vyznaénym tra-
jektoriim hmotného bodu na plose.

Metody diferencidlnf geometrie a mnoho poznatkl z této matematické
discipliny jsou velmi dilezité pro adu disciplin teoretické fysiky. Tensorovy
podet, ktery je jednou ze zikladnich metod v diferencialni geometrii, nasel
své velké uplatnéni v meéchanice klasické a relativistické, v teorii pruznosti
a v teorii elektromagnetického pole.

Diferencialni geometrie kiivek a ploch v obydejném trojrozmérném eukli-
dovském prostoru, kterd se omezuje na zkoumdni lokalnich vlastnosti téchto
Utvart, je dnes vpravdé velmi ucelenou a propracovanou matematickou disci-
plinon, ktera se opira o zakladni geometrické pojmy, buduje na téchto pojmech
dale a dochézi k pojmtGm slozitéjsim cestou ryziho geometrického ndzoru.
V fadé pripadi lze pienést tyto ryze geometrické pojmy do nékteré partie
teoretické fysiky a dat jim fysikdlni vyznam. Takovato cesta v8ak neni nijak
vitanou pro fysikalni teorii, kterd md svij vlastni logicky fysikalni postup,
kterym musi dojiti k fysikdlnim zavéram, pfi ¢emZ matematika neni nidim
jinym ne# pomiickou k dosazeni takovéhoto fysikalniho zavéru. Uéelem pied-
lozeného ¢&lanku je ukazat, jak lze dojit k pojmam geodetické, asymptotické
a hlavni éary plochy jednoduchymi dvahami z mechaniky, jestlize se opirame
o fysikalni principy.

1. POMOCNE POIMY

Uvazujme trojrozmérny euklidovsky prostor ¥, o pravothlych kartézskych

soufadnicich 2 (v = 1, 2, 3). Necht a*(u) (v == 1, 2, 3) jsou t¥i redalné funkee
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realné promeénné u, definované v intervalu I (otevieném, uzavieném neho
polouzavieném), které majf tyto vlastnosti:
(1) existuji véude v I spojité derivace asponi druhého Fidu funlkei xe(u)
(v = 1, 2, 3) podle proménné wu;
dae . , vy s . .
(2) vektor —— (x == 1,2, 8) nenf pro Zadné w e I vektorem nulovym, tj.
du SR
R et da? At
v zadném bodé w el unevymisi soudasné derivace — . ——, —. Za téchto
) du * du’ du

podminek Fkame, Ze je roviicemi
xr = xx(u) (xv=1,2,8), wel (1,1)

parametricky definovana v &, reguldrnt kfivka aspont drubé tridy.

My budeme v dal$im pracovati s regularnimi kiivkami druhé t¥idy v £,. Je
to predpoklad zcela piijatelny z fysikialnibo hlediska, nebof budeme mluvit
o kiivee v souviglosti s pohybem hmotného bodu probihajiciho tuto kiivku;
piitom viine, Ze vektor lokalni rychlosti hmotného bodu je definovan prvymi
derivacemi funkei (1,1) popisujicich dasovy prabéh jeho drahy (kde parametr
ma vyznam ¢asu) a vektor lokdlniho zrychleni pak druhymi derivacemi téchto
funked.

Za uvedenych predpokladt Ize vidy vatdhnout kiivikua s popisem (1,1) k je-
jimu oblouku s jakoZto parametru, kde

“dz dah
1 2
fl/ Yot §u du du 1) (1,2)

Ve vzorel (1,2) ¢,, jsou slozky tak zvaného metrického tensoru v E, (v kartéz-
skych soutadnicich x2), ktery je takto definovan:

JApron=i 1,23, (1,3)

92 = pro « + ”

Mezemi v integralu (1,2) jest jednak pevné zvolend hodnota % e/, jednak
0

horni preménnd mez w e [. Kazdou regularni kiivku v E, (tedy takovou, pro
kterou plati predpoklady (1), (2)), lze popsat téz rovnicemi
xr = &x(s), se*l, (1,3)*

kde *I je obraz intervalu I pii zobrazeni (1,2). Ziejmé je &2(s) = x*(u(s)).

3
1) Symbol dax  daxf st . Z: daxe daf M _—
Symbol ¢, redstavuje soudct 0,5 — —— . My ve smyslu Bin-
) V2B " dw 1 J ’ . fap du du ° Y
o, -

steinovy symboliky vynechdme sumadni znak a zavedeme naddle imluvu, Ze v symbolu
vidy séitdme pies stejny fecky index od jedné do tii, kdykoli pifeme jeden z t&chto
indextt u prislugného symbolu ,,dole** a druhy ,,nahofe‘.
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Vektor

. dg=
[ 1,4
o = (1,4)
jest jednotkovym te¢ngm veltorem Lfivky s popisem (1,3), tj.
Gugici? = 1. (1,4)%
11
. g , 3
Za piedpokladu, Ze vektor st neni vektorem nulovym, potom jednotkovy
12 T A
4 . dzé S . ,
vektor * ve sméru vektoru Jer e nazyva jednotkoviym  velktorem pront
2 s

normdly krivky (1,3). Je tedy’
d2g= d

_ e ,77:01 :—,km:“ 1,5
ds? ds 1 12 (1,5)

gaﬁ’élia =1 R
2 2

kde k = I(s) je skalar definovany v bodech uvazované kiivky, pro ktery
1

1
: ] o dEE qr
]; = Vga/i a5t A (1:6)

Tento skalar se nazyva proni kftvosti dané kiivky. Relaci (1,6) povazujeme za
defini¢ni vztah pro prvou kiivost k. Potom v ptipadé & = 0 neni vektor = re-
1 1 2
laci (1,5) definovan. V piipadé & =+ 0 se dd snadno ovéiit, ze plati
1

Gopt®th = 0, (1,7)
12
tj. vektory ¢, = jsou k sobé kolmé. Proto v piipadé &k = 0 definujeme
12 1
jednotkovy vektor 4= v piislusném bodé libovolné tak, aby platilo (1,7). Prvy

2
ze vztahl (1,5) je prva z Frenetovych formuli pro prostorovou kiivku.

Tim jsme vyderpali ty geometrické pojmy tykajici se kiivky v B, které ndm
budou uzitetné. V dal§im uvedeme z diferencialni geometrie ploch v £, za-
kladni pojmy a fakta, kterych pouzijeme k fysikalnim Gvaham.

Budtez dany t#i realné funkee x*(n', #2) (o = 1, 2, 3) realnych proménnych
7, n% jejichz defini¢nim oborem je oblast O (v roviné E, v kartézskych sou-
Fadnicich 7!, #?). Misto x2(5', ?) budeme psit strulnji a=(y*) a zavedeme
souCasné dmluvu, Ze malé latinské indexy budou probihat pouze éisla 1, 2.

O danych funkcich z2(3%) (« = 1, 2, 3) predpokladejme:

(a) funkce x#(1?) maji v O spojité viechny parcidln{ derivace podle 77 (@ = 1, 2)
druhého radu;



(b) matice

(B; B P)
B BB

kde

B2 = pro &« =1,2,3; a = 1,2 (1,8)

ma v kazdém bodé (n1, 1) e O 2) hodnost dvé.

Za téchto predpokladt Fikame, %e rovnicemi
x¢ =24 (x=1,2,3), n°e0 (1,9)

je parametricky v E, definovana reguldrni plocha druhé ifidy v oboru O para-
metru .

Kfivka v K, s popisem
x = x*(nt, n? = konst) , (', )0
0 . ]

je tak zvanou parametrickou n'-kiivkou i)]()(:hy (1,9). Vektor Bf je jejim
teénym vektorem. Podobné vektor B3 je tetnym vektorem parametrické
n2-kiivky plochy (1,9). Vektory BY (@ = 1, 2) jsou linedrné nezavislé v kaz-
dém bodé 7* ¢ O, jak vyplyva z hotenibo predpokladu (b).

Systém velidin g,, takto definovanych

adb = 'B(L;Bg(]aﬁ ((L, b= 17 2) (1910)

se nazyva proym metrickym tensorem plochy (1,9). 7 predpokladu (b) plyne,
ze je
Juy gm‘ - 0

921 922 \
v kazdém boddé 7 € O, tedy v kazdém bodé plochy (1,9). Systém &yt rovnic

(1,11)

Jag?t = 0. (6 =,c=1,2) (1,12)

definuje pii danych veliginach g, jednoznaéné velidiny g*¢. Soubor velidin g
(b, ¢ = 1, 2} je tak zvany kontragredientni tensor k prvému metrickému tensoru

Ja DPlochy (1,9). Tensory ¢,,, g°° jsou symetrické, tj. gup = Jpar 9% = g¥%

Vektor N v B, v bod# plochy (1,9) definovany jednoznatné podminkami
GoupBoNF =0 pro a=1,2,
GupNaN# = 1,

2) Kvili struénosti budeme napiisté misto ,,bod o soutadnicich #?, »** fikat strudénéji
s hod 7%, Podobné budeme pod terminem ,,bod a%*‘ rozumét bod o soutadnicich x=
(x == 1, 2, 3) v fl;. Podotknéme zde jestd, Ze ve smyslu Einsteinovy symboliky sé¢itdme
vidy v néjakém symbolu pies stejné latinské indexy od jedné do dvou, jestlize jeden
z téchto indexitt piSeme ,,dole’ a druhy ,,nahoie‘.
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| BB} B
B; ,82 B,
N1 N2 N3
se nazyva jednotkovym veklorem normaly plochy (1,9).
Libovolny vektor I'¢, definovany v bodé n® ¢ O plochy (1,9), miZeme psat
jako linedrni kombinaci vektorti BY, B3, N= v uvazovaném bod¢; tedy

Fe = BSo* + oN* (x =1, 2,3), (1,14)

|

[

(1,13)

kde w'. w? w jsou koeficienty této linearni kombinace. Vektor Bjw® je slozkou
vektoru Fx v tetné roviné uveZovaného bodu (lefnow sloflkou vektoru F#),
vektor wN* pak slozkou vektoru Iz ve sméru normaly plochy v uvazovaném
bods (normdlovou sloZkow vektoru Fe),

Soubor 8ty veliin kq,, které jsou takto definovany

hav == JopBLO, NP 2) (1,14)*

nazyvé se druhgm metrickym tensorem plochy (1,9). '

V diferencialni geometrii se dokazuje, Ze v bodech plochy (1,9) plati tak
zvana Gaussova formule

o,B% — [ C]_ B* — b, N« (1,15)

o l(L/)J

a tak zvana formule Weingartenova
au* [0 == Blzgd‘hlm .

Veliciny {acb} v (1,15) jsou tak zvané koeficienty metrické konexe plocky (1,9),

které jsou takto definovany:

Lo _ o
{ﬂ)} 5 9°CGar + Olaa — Cafar) - (1,16)

2
Poznamenejme, %e tak zvand Gaussova kitvost plochy (1,9) je skalar, definovany
jako podil determinanti tensort A,, a ¢, tj.

kn,’z, — hlzh)1
‘ G112 — Jialor
Tim jsme uvedli ta nejdilezitéjsi fa.kta o regularni plose v ¥, kterych pozdé-

K = (1,16)*

ji wrijeme. Zminime se jeité velmi strudné o reguldrni kiftvce (druhé tiidy)
na reguldrni plose (druhé tiidy) v #,.

Necht relacemi (1,9) je popsdna v K, regularni plocha druhé tiidy v oblasti
O parametrii 2. Necht 4%(u) (@ = 1, 2) jsou dvé redlné funkee realného para-
metru %, definované pro w z intervalu I4), vyhovujicl témto piedpokladiim:

J 7
3) Misto Py N# piSeme strudnéji 9,N#. Pro operdtor Fwy budeme v dalsim uZivat
1) dy®
symbolu d,.

1) I muze byt otevieny, uzavieny nebo polouzavieny interval.
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(I) pro ka#dé u e I je bod y* = () c O;

(IT) funkee 7%(n) maji spojité derivace aspon druhého ¥adu pro viechna

wel;
. dnt dn® . .y Y1y
(111 derivace —1—]— ) —&/— nejsou soudasnd rovany nule pro zidné u e 1.
du W
Potom rovnicemi
= Eor(u) == ax{n*(u)), wel ) (1,17)

je popsana v I, requldrni kfivke druhé iidy, klerd leZi na plode (1,9).

Bylo by na misté, kdybychom nyni se zminili o vyznainych éardch na re-
guldrn{ plose (1,9), které do znadné miry tuto plochu lokdlné charakterisuji.
Jde o tii typy privilegovanych &ar a to: kfiwky geodelické, kfivky asymptotické
a kiwky hlavni. My viak chceme k témbo pojmim dospéti cestou jinou, tj.
jako ke kiivkam charakterisujicim v jistém smyslu pohyb hmotného bodu
v silovém poli, vazany na danou plochu. Proto prisluiné diferencidlné-geo-
metrické definice téchto kiivek uvedeme pozdéji.

2. POHYB IMOTNEHO BODU VAZANY NA KRIVKU

Budiz parametrickymi rovnicemi

we = x2(t), tedld, 1) 2,1

popsana v Ey, reguldrni kiivka drohé tiidy. Necht parametr ¢ v (2,1) m4 fysi-

kalni vyznam &asu a necht kiivka s popisem (2,1) je trajektorii hmotného

bodu, ktery v fase t = ¢ byl v poloze x* = w(#), v &ase t = pak v poloze
1 ' 1 1 2

e = g=(f). Zavedme oznadeni
; .

oo 2, e 5o

= U A (2:2)

Vektor v= ma ziejmé vyznam vekioru okamzité rychlosti, vektor a= pak vyznam
vektoru okamitého zrychleni uvazovaného bodu pii pohybu v K, popsaném
relacemi (2,1). Z matematickych dat uvedenych v odstavei I nemuze byt
namitek proti tomu, abychom si nemysleli kiivku s popisem (2,1) vztazenu
k jejimu oblouku s jakoZto parametru; tj. miZeme si myslet pro kiivku (2,1)
popis .

xr = E2(8) = x*(I(s)), se€{0,8),
0

kde
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pritom s je hodnota parametru s pro ¢ == £. Zfejmé je
0 2

Odtud plyne:

xe(l) =

Tre

“(s(t)), tedlli .
1 e

dae déx ds

a tedy, vzhledem k (2,2), (1,4),

di ds
ls .

pr — e 2,3)
[$128]

Odtud plyne opétnym derivovanim podle ¢

d2a d d?s . ds\*d .
A% = e = % == g e ) g
de? df d? dt) ds 4
N pouzitim formule (1,5) dostaneme
9
dzs . ds)” . y
% = <= % -+ 3 e e (254)
d.l“ 1 1 (U 2
Zavedeme-li
ds
v = =
dt
pak je ziejmé
v g de> duw? o
)= = : —— e = (] Yx
L T Jaf ’
a my muzeme misto (2,3) psdt
v i (2,5),
1
a misto (2,4)
do . . ' -
a® == — 1* -+ ko (2,5),
di 1 1 2

Z(2,5), vyplyva,

zrychlenf a* plati

Zrychleni ve sméru
Mysleme «1 nyni
tTidy s popisem

v jejim# bodé ax =

lezi v silovém poli

%e pro teénou slozku ¢ a normalni slozku a* vektoru
1 2

= ) a” = kv, 2,6
1 dt 1 ’ 2 1 2 ( ’ )
binormaly kiivky je nulové.
situact jinou. Je ddna opdt v B3 regulari kiivka druhé
o= px(u), wel, (2,7)
xa(u), we l, jest hmotny bod o hmoté m. Necht tato kifivka
) 0

(napi’. v zemském gravitaénim poli). Nas bude zajimat
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pohyb uvazovaného bodu po dané kiivee pfi daném silovém poli na bod piso-
bicim za predpokladu, ze tento bod je vdzan na danou kfivku. Silové pole je
charakterisovano vektorem Fe. Kdyby uvazovany hmotny bod nebyl vazan
na danou kiivku, potom jeho pohyb v %, by byl popsin znimym vztahem

dze>

mar — Fe =0 (931 = g t... Cas)

1eox . da y . ,
%n& ]:)()OéltCCIll,Ch podmmek ((l?‘m)(:(] = %, (df) o P, Uva,zovany h}notﬂy
0 b ft-0 ¢

bod je v8ak vazan na kiivku (2,7,. V tomto pfipadé musime vzit v tvahu
fysikalni princip experimentalné ovéfeny, znamy ve fysice pod jménem
d’Alembertuv princip. V piipadé kiivky jakoZto geometrické vazby pro pohyb
hmotného bodu mizZeme tento princip vyslovit takto:

»PFi pohybu hinotného bodu vizaného na danow kftvkw plati pohybovy zikon
(2,8) lokdlné v telném prostoru (teéné) wvaZované kfivky, tj. hmota ndsobena sloz-
kow zrychlent ve sméru tecny v wvafovaném bodé Eivky je rovna slogce stly ve sméru
tefny v tomto bodé.

V symbolickém zdpisu muzeme tento fysikalni axiom vyjadiit relaci
Japlmis — F*)if = 0, (2,9)
i

Odtud, z (2,4) a (1,7) plyne pak

2

Mo = gz/;Fszlﬂ s (2,19)

kde s je oblouk uvazované kiivky (2,7), méfeny od poditeéni polohy a* uva-
0

zovaného bodu, ktery odpovida hodnoté w parametru u, tj.
o

' [ daxdat
8§ = —_——— L . 2.11
’ f l/ Gap du du du . ( )

Predpokiadiame samoztejmé, Ze s je funkei Casu ¢ a to dvakrate diferencova-

2

. ; ,d%s ,
telnou, nebot mluvime o zrychleni P pohybu hmotného bodu po uva-

d
zované kiivee. Z (2,11) plyne pak, Ze uw == u(s) = wu(s(t)), pfi temz existuje
120 .
% v kazdém bodé w = w(t) e . Je viak -
ds  ds du
dt — dw dt’
dzs  ds (du)2 ds d*u

‘ dg dw\de) " du d2’
P da= da du

L ds T de ds”
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Odtud plyne pak ndsledujici prepis relace (2,10)

2 p
d2s (du) ds d2u d? du
- g

" \dr dw dz ~ P q as

a dale Gpravou
”dzs ds {dw\® Cm _d_s ®d2y oy Fs dah
" E du \d du| @ T It gy 2

Z (2,11) plyne viak, Ze

ds . da= dwf 0

D it

da G
je znamou funkel proménné u v bodech dané kiivky. Zavedeme-li oznadeni
ds . . .. oy v
—— == U(u), muzeme rovnici (2,12) piepsat na tvar

du

1 d . daxzs

—m|s— U2} u? 4+ mU% = g, ,F* —— |

2 (du § Jar ™™ oy
co¥ je hledanid pohybové rovnice, jejim? fesenim je hledana funkce u — u(f).
Dosadime-li tuto funkei v = u(f) za « do rovnice (2,7) dané k¥ivky, pak dosta-

neme vyslednou trajektorii hmotného bodu s popisem
xr = ax(u(t)) .
Poznamenejme je$tc, Ze zde jde o lokdlni popis a %e kazdy konkrétni pifklad

vyZaduje pii popisu pohybu hmotného bodu v celém rozsahu po dané kiivee
detailni rozbor. -

3. POHYB HMOTNKEHO BODU VAZANEHO NA PLOCHU

Budiz ddna v #; parametrickym popisem
xr =), x=1,2,3a=1,2 (3,1)

reguldrni plocha druhé tiidy v oblasti O parametra #°. Necht #4(l) jsou dve
tunkce redalné proménnd ¢, definované v intervalu I parametru ¢ Necht pro
viechna t e I leii bod n(t) v definiénim oboru O plochy (3,1) a necht funkce
7*(t) maji viude v [ spojité derivace podle ¢ aspont druhého fadu. Jestlize
derivace ({;? , CZ—;: nejsou soudasné roviy nule v bodech intervalu I, potom

rovnicemi
ae = §2(t) = (), tel (3,2)

je popsana regularni kiivka druhé tridy v 2., ktera lezi na plose (3,1). Jestliz
j 1 gul kiivka druhé tiidy v ,, ktera lezi na plose (3,1). Jestlize
parametr ¢ ma fysikdlni vyznam ¢asu, potom rovnicim (3,2) mlZeme dat
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vyznam trajektorie hmotného bodu pohybujiciho se po dané ploSe (3,1). Pro
vektor rychlosti v okam#iku # dostancme 7 (3,2) (s pouzitim (1,8)):
dé= O dip dae
- — o/ ML
dt o di T (3:3)

I'ro vektor zrychleni pak mame

2L ] 3 12..a
P (fl— Bf;) iyt 4B S

T dit il o (g2
do® dy? dze
= (¢ / 2 AL Ra -
= (@) g ap B g

-~

Pri pouziti Gaussovy formule (1,15) dostaneme pak

Y j l - )d;] (u, L o dzye
’(1(,11 L B R s

a tedy po Gpraveé

gi — D (dzlyc [ ¢ 1(1;/ d)y") )’l ., dn® ds? Vo

9 R A

c\der la»hj dide

Zavedme oznadeni

dyge  dze [ |dye dyp?
b/ A/ A 34
Ve dr diz ' lab| de dt (3,4)
Potom miizeme psat struéndji
dr/ dy® dwy?
a _ Ba A o2 Na 3.5
a B2V, Pgy ar A (3,5)

Operator V, je tak zvanym symbolem absolutni derivace a vyznam tohoto

. . . dye . .
operatoru v aplikaci na veli¢iny Mdi“ je patrny z (3,4).

7 (3,5) vyplyvd, 7e v kazdém bodé trajektoric s popisem (3,2) Ize vektor
zrychlenf a= rozloZit na dvé komponenty aF, e, kde

dyye
(I% == llgg V¢ TI{‘ 3 (356)a
dn? dnt T
ag == — hy, d]l’ 1/t N« (3,6)s

Vektor af pledstavuje ziejmé slozku zrychleni ¢» spadajici do telné roviny
v uvazovaném bodé, vektor ay pak slozku zrychleni ve sméru normaly plochy
v témie bodé. Strudnd budeme tikat, Ze af je tecnd sloZka zrychlent a a% nor-
melovd slofka zrychlent hmotného bodu pii jeho pohybu po dané plote.
Necht je nyni dand plocha, na niz je hmotny bod vazan, vloZena do silového
pole charakterisované vektorem sily F« a definovaného tak jednoznaiéng téz
v bodech dané plochy (3,1). Kdyby nebylo plochy jako geometrické vazby



hmotného bodu, potom jeho pohyb v K, by byl popsan pohybovym zakonem
(2,8). Ten vSak v uvazovaném piipadé vazby hmotného bodu na danon
plochu v obecném piipadd neplati, tj. v bodech trajektorie hmotného bodu,
pohybujicitho se pod vlivem silového pole po dané plode, neni rovnice (2,8)
v obeeném piipadd splnéna. Misto tohoto zakona nastupuje d’Alembertiv
princip, ktery v piipadé plochy jakorto geometrické vazby hmotného bodu
miizeme vyslovit takto: ,

Pt pohaybu hmotného bodwu vdzaného na danow plochw plati pohybovy zikon
(2,8) lokalné v teiné roviné uwvafované plochy, tj.: hmota wdsobena sloZicon zrych-
leni spadajict do teéné roviny v wvaZovaném bodé je rovna slofce sily v tecné ro-
viné v tombo bodé.

V symbolickém zdpisu mizeme tento fysikalni axiom zapsat takto:

may = K, (3,7)

kde I'§ je ortogondlnim pramétem sily /= v uvazovaném bodé plochy do jeji
tedné roviny. Vektor £ v uvaZzovandm bodé plochy (3,1) mizeme psat jako
linedrni kombinaci linedrnd nezdvislych vektort 5%, £33, No v tomto bodé
(viz (1,14))
o . R . \ 9 Q
Fe = B%® |- wN=, (3,8)
kde w!, m?, o jsou koeficienty této linearni kombinace.
Z (3,8) plyne vzhledem k (1,13), (1,10)
) g‘x/’:}jglﬂc‘ = Jo{/]*BQJjZ(Uu = {}al,(’)’l
a dale — s piihlédnutim k (1,12) —
9P, B = e . (3,9)
Definujme si velitiny B takto:
ac . 3 0
BS - gong, ,BE . (3,10)
Snadno si ovérime, Ze za nasich predpokladét o plose (3,1) jsou veli¢iny I3,
shora definované jednoznadénym fesenim systému rovnic

720 o KO —_ 5
BBy =06,, a,c=1,2,

B°Ne = ¢, c=1,2. ®:11)
Potom mizeme (3,9) upravit na tvar
w® = B°Fa (3,12)
Odtud a z (3,8) plyne pro teénou slozku vektoru #=:
g = BEBLRY. ' (3,13)
Z (3,13) a (3,6), plyne pak nasledujici piepis vztaht (3,7):
mhe Vt%i ~ BaBeFs



a tedy po dpravé

B (m v, % — B%Fﬁ) =0,

Odtud plyne v8ak - vzhledem k linedrni nezavislosti vektort B%, B —
dy°

m V, T ByF# (3,14)

coz je systém dvou diferencidlnich rovnic druhého fadu pro dve¢ hledané
funkece #* = #*(t). Rovnice (3,14) jsou rovnice pro pohyb hmotného bodu
vadzaného na plochu (3,1) v daném silovém poli. Jestlize funkece = jsou
spojité diferencovatelnymi funkcemi mista (eventudlné dasu) v bodech uva-

¥

. e waly . d) "
zované plochy; potom pii podatednich podminkach (5?),, (%) je jednoznadné
. . Jo\ ) ¢

tefeni rovnice (3,14) lokainé zarudeno.

4. GEODETICKE CARY NA PLOSE

Polozme si nyni tento teoreticko-fysikalni problém. Necht v dase ¢ je poloha
0
hmotného bodu na plose (3,1) dina hodnotami #* parametrt 5% Necht »* je
0 a

velktor potatedni rychlosti hmotného bodu, pritemz predpokladdme, Ze vektor
p

v lezi v tefné roviné plochy (3,1) v jejim bodd a* = x2(n®). Po jaké &dFe plochy
[ 0 [}

a jak se bude pohybovat wvatovany hmolny bod, jestlize v kaZdém bodd plochy je
Fe vektorem nulovym (jestliZe vnéjsi silové pole neexistuje)?

Odpovéd na tuto otazku vycéteme ihned z pohybovych rovnic (3,14). V pii-
padé F* == 0 (tj. #'* = 0 v kazdém bod¢ uvazované plochy) redukuji se rovnice
(3,14) na tvar :
dy¢

— = — 2
Vﬁ dt 0 (C 1’ )

a tedy — vzhledem k (3,4)

d=e ‘(,' dy* dn®

@ | @ =0 (1)

Systémem rovnic (4,1) jsou lokaln& popsdny specidlni ¢ary na plofe (3,1),
tak zvané édry geodeticke.

Necht v#(t) je vektor rychlosti hmotného bodu (pohybujiciho se po ¢afe s po-
pisem (4,1)) v ¢ase ¢t => £. Oznatme symbolem v absolutni hodnotu rychlosti
0

hmotného bodu, tj. definujme skaldr v vztahem

V== gl (4,2)
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Potom plyne pro oblouk s uvaZované geodetické éary?®)

1 4
dé= dégs P—
o — — / el
s fl/hﬁ T dt = f], Gaugvovf dt
ty ty
a tedy

ds ? 2 c
(dt) = G0 = %, (4,3)

Na druhé strané plyne z (4,2), (3,3), (1,10)

dr® di? dy® dy®

T T LA TR T (4:4)

7 2 o= gaﬁfidB

Derivujme nyni v rovnici (4,4) podle f. Dostdvame tak postupné s pithlédnu-
tim k (4,1), (1,16), (1,12)

d 2 — (d iw) dn? dn? o dze dy?

de @ ¥l ar ar e g
s dgt dy? dye _ o dEpe dy?
— (b oy SN
((cgub) dt d$ dt + Jav Az de
dye dn dne [ a 1(1)7 dye dnd

= Ou) g7 a7 ar 2 \ea| ar A dr
dy dw dy*

— (D F q..0°7 (¢ .q -
*’ ((agab) dt dt dt — Yard (((,gfd j_

L= o dn® dne dn?
+ @alfer — 50ca) # a]{— (—J)f— ==
o dr, dy® (1)7

= (cc”ub) dt df df - (acgbd JT E:dacb -

. dr? dpe dp®
— 0 —
“fead "¢ ar "dr
Odtud viak plyne v?* = konst. Hodnotu této konstanty spodteme z pocatecni
podminky (v%)s.,, = v = g, v%f. Z (4,3) dostaneme pak na zdklad¢ pied-
0 090

choziho vysledku = v, tj.
0

lt
= ot —1). (4,5)
0 0 .

Pri uvazovaném p'ohybu po geodetické Cafe je tedy zavislost oblouku (probdh-
nutého hmotnym bodm’n) na Gase linearni, tj. délka probéhnutého oblouku
vzristd rovnomérnd s dasem. Rovnicemi (4,1) je tedy popsan rovnomérnyg pohyb
hmotného bodu po geodetické Cdfe

5) Viz (1, 2).



Vysledek mizeme shrnout v nasledujici vétu:

Himotny bod, ktery je vdzdn na plochw a ktery nené podroben Eddwim sildm
vréj§im, zistdvd bud v kldu (vzhledem k pevné plose) nebo se pohybuje rovno-
mérné po geodelické édie plochy (princip setrvatnoste pro pohyb na plose). Po-
znamenejme je$té, Ze predchozi véta zhstava v platnosti, jestlize v bodech
plochy plsobi sila takové, ze vektor F= v kazdém jejim bodé je k plose kolmy,
tj. jeho tefna slozka je nulova. Bylo by tomu na piiklad pfi pohybu po po-
vrchu Zemé za.piedpokladu, Ze by byla idealni kouli s centralné symetricky
rozlozenou hmotou.

Obratime se jesté k ponékud obecnéjsimu pifpadu pohybu hmotného bodu
po plose, ktery vede rovnéz ke geodetickyn éardam plochy.

M¢jme opét plochu s popisem (3,1) a to plochu drubé tiidy v £,. Necht
neexistuje vnéjsi silové pole (anebo necht vnejsi silové pole je takové, ze v bo-
dech plochy padne F= do sméru normily plochy). Necht pit pohybu hmotného
bodu po takové pevné plose vystupuji sily opadného sméru neZ je smér pohybu,
tj. na hmotny bod, jehoz trajektorie na plose (3,1) ma popis

v = &(t) = 2 () ,

phsobi v ¢ase { sila
: W = () o = e, (4,5)*
kde f(1) je skaldr, pii ¢em? piredpokladame, Ze
f(t) = 0 (4,6)

a ze [(t) je spojita funkce pro ¢ z uvazovaného ¢asového intervalu.

Tento nas pripad se da fysikalné charakterisovat jako pohyb velmni malé
hmotné kuli¢ky po plofe, pfi éem? bereme v tivahu tient a to za predpokladu,
ze jind sila bud neexistuje nebo jeji slozka do teéné roviny kazdého bodu
plochy vymizi.

V diskutovaném piipadé redukuji se pohybové rovnice (3,14) na tvar

dne

m 'V, F J(t) Bevr— — f(t) BeDB? %

(s uzitim relace (3,3)). V dasledku rovnic (3,11) mazeme pak psat

dpe 1, dy°
Ve = — 10 =5 (4,7)
Necht relace
T = 17(t) _ (4,8)
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piedstavuje regularni transformaci parametru ¢, tj. v nvazovaném dasovém

. o s . de Cq .
intervalu existuje spojitd derivace & + 0. Predpokladejme dokonce existen-
d

. . d®y .
¢i derivace e Potom je
€ e e 2.c [do 2 19 2
b (i e
s de dt di? de? \di dr d?
Z (4,9, (3,4) plyne pak
v dye d2ye (dz ¢ Ly di N [e 1 cy dyy? dr\®
Pde T der \de dr iz Iabf dv de \de) -
Odtud a z (4,9) plyune pak nasledujici piepis roviic (4,7)
dye dr)™® I, de d2) dye
Vildr T (‘(n) ( o 1) g 'a;a) ar
Volme nynf funkei =(t) tak, aby bylo
1 dr | d*
() 5 oy =0 4,10
m fr@) di dg? ) ‘ (£10)
Funkee
¢ -%fﬂ’v}dv .
= fe ™ du (4,11)
ty

vyhovuje diferencialni rovniei (4,10), jak se snadno piesvédeime. PYi této
funkei 7 se pohybové rovnice redukuji na tvar
dy°

T dr

coZ jsou rovnice geodetické Cary na plode. Za nasich predpekladi se tedy hmot-
ny bod pohybuje opét po geodetice dané plochy.

Zpasobem, jakym jsme dosli ke vztahu (4,5), dosli bychom i zde pro kiivkua
definovanou v (4,12) k zavéru, Ze pro jeji oblouk s plati

§ == vt .5)

0
Odtud a z (4,11) vyplyvé pak
K23
L f(rydw
s = fe mL{ da
0 ¢,
a tedy
t
ds M—l—ffmdu
) — () == -~ == pe ™ X 4.1
? u(t) a4 70L i (4,13)

8) Presndji: s = »{r — 7). Avdak pro polditedni poiohu hmotného bodu v dase ¢, jo
0 0

T(ly) == v = 0, jak plyne z (4,11).
o
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Odtud a z piedpokladu (4,6) plyne, %e v nhasem uvazovaném pripadé pohyb po
geodetické ¢ife neni rovnomérny; rychlost hmotného bodu s rostoucim dasem
klesa.

Ve specialnim pripads, kdy funkee f(1) je kladna konstanta (coz po fysikalni
strance by charakterisovalo ten stav, kdy v kaZdém bodé plochy je , t¥enic

stejné), tj.
Ht) = k2 (L =+ 0 je konst),

redukuje se formule na tvar

5. ASYMPTOTICKE CARY NA PLOSE

Dosud jsme uvazovali pohyb hmotného bodu po dané plose s hlediska pevné
plochy, tj. tak, Ze s plochou je spjat pevné zvoleny systém soufadny. Mysleme
si vak nyni plochu v £, jako hmotny dvojdimensiondlni utvar,?) ktery jako
celek podléhd vnéjsimu silovému poli a sledujme pohyb hmotného hodu
vazaného na tuto plochu. Pohyb hmotného bodu po plose bude v obecném
pfipadd ovliviiovat polohu-plochy v prostoru, tj. hmotny hod pohybujici se
po dané ploge bude vyvolavat lokdlni sily — prosté bude vyvijet urdity ,,tlak
na plochu.

Pii pohybu hmotného bodu po dané ploge (3,1) (pevné vidi vinéjsim sildm)
lze v kazdém ¢asovém okamziku jeho wvektor zrychleni a* rozlozit ve dvd
komponenty, z nichz jedna lezi v teéné roviné (tj. komponenta af z (3,6),) a
druha v norméle plochy (komponenta af z (3,6),) v piislusném bodé plochy.
Do normaly plechy spadé tedy — pii pohybu bodu po kiivee (3,2) — slozka
gy, Ty, ,

de dt
zrychleni a=, Vektor 7= takto definovany
d77a d}?b

To = — mh, ~=——— N= 5,1
ey 3 (6.1)

predstavuje tlak v ¢ase t zplisobeny pohybujicim se bodem na danou plochu.

Polozme si nyni tuto otdzku:
Existuje na dané ploge s popisem (3,1) k¥ivka druhé tiidy (s popisem (3,2))
takové, aby hmotny bod pohybujici se po této kiivee nevyvijel lokalné zadny
tlak na danou plochu? Existuje-li takova kiivka, jak ji lze pak charakteri-
sovat jako urditou specidlni kiivku na dané ploSe?

7y Tj. pochopitelné zidealisovdni skutecnosti. Jde spide o piedstavu velmi tenké za-
]

kiivené hmotné vrstvy.
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Predpokladejme, Ze takova kiivka existuje. Potom podle piedpokladu je
T== 0 v bodech této kiivky a tedy — jak plyne z (5,1) —
dgp dyp®

hoy =+ ;
Lo dt dt (5’2)
v bodech kiivky.
y . . L . dye
Relace (5,2) predstavuje kvadratickou rovnici pro velidiny (;7'5 (@ = 1,2).
. N " ooy Ayt dy?
Kdyby v ng¢jakém okamziku bylo soudasné v S ar 0, potom z (4,4)

by plynulo »2 = 0 pro tento okamzik; rychlost by v tomto okamiiku byla nu-

, : ey _ . dipe .
lova. Predpoklad » & 0 implikuje, Ze aspoil jedna velifina i, ael, 2 jeod

d¢
nuly rizna. Predpokladejme, 7e je napi. %’g % 0. Z (5,2) plyne pak
dst
dat o hlz + th,zhgl — hukzg
do* | by '
dt / 1.9

Rovnice (5,2) muze mit tedy redlné fefeni pro hledany pomér tehdy a jen tehdy,
je-li
hyshgy — Tiyyhys =0
). plati-i
‘ Py s |

Py Togs

A

0.

I

Podle (1,16)* je to tedy mozné jen v téch bodech plochy, kde je Gaussova
kiivost K nekladnd.®) Kazdym bodem plochy, kde je K << 0, prochdz{ dvé
&ary, které jsou (lokalné) fesenim rovnie (5,2). Pro takovou plochu, pro kterou
jo K = 0 kazdém jejim bod&?), pochazi kazdy bodem pravé jedna cCara,
" ktera je rovnicemi (5,2) jednoznadéné definovina. Na plochich s kladnou
Gaussovou kitvosti takové ¢ary necxistuji.
Jsou-li tedy relaci (5,2) definovany realné funkee #2(t), potom kiivka s po-
pisem
e = ()
se nazyva asymptolickow éarou na dané plode.
Pohybuje-li se himotny bod po &iFe asymptotické na dané plode, potom ilak vy-
vijenaj timfio bodem na plochu je nulovy. To je fysikaln{ charakteristika asympto-
tickych é&ar.

8) V kazddém bodé& reguldrni plochy, je totiZ g,;¢ss — ¢129s > 0.

?) To jsou tzv: rozvinutelné plochy.
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Na hmotny bod, pohybujici se po dané plose, pusobi téz vnéjsi sila, jejiz
slozku spadajici do sméru normaly plochy ozna¢me F%. Z (1,14) plyne
Fy = oN«,
Snadno spodteme 7z (1,14), Ze

w = g, FeNY .
Muzeme tedy psat

(llxv - N“(g/wF#ZVV) . (5 ))*

K tlaku hmotného bodu pii jeho pohybu po plofe, charakterisovanému vekto-

rem T z (5,1), piistupuje tak jesté slozka F% vndjdi sil
ktera.pasobi na pohybujici se hmotny bod.

Hmotny bod, ktery pod viivem vndjsi sily na né¢j plisobici se pohybuje po
plose s popisem (3,1), plsobi lokalné na pevnou plochu'®) silou

di dn?

y do sméru normaly,

P By = — g, S Ny
-+ ‘Z\Toc(g/w]ﬂ;zi Tv) — . (") 3)
raln WAy di® dy”
— Z\'/ 4(9!”]4 VY — 7n’ll’llb —d—[ Adl
Pro &tverec absolutni velikosti vektoru P» plyne z (5,3), (1,13)
N d a d b
P2 — g, PoP? = g, ,NeN# ((1//,17/:]\71; _ 7}7]1(11, 1 (?ﬂ) —
. dnp® dy®
= |g, FrNv L . 5,4
(g, v Mgy - d.t dt ( 7, )

Formule (5,4) pouzijeme v nasledujicim Sestém odstavei.

6. HLAVNI CARY PLOCHY

Necht ktivka v £, s popisem (3,2) je trajektorif hmotného bodu o hmoté m,
vazaného na plochu druhé tiidy v £, s popisem (3,1). Necht pro ¢ = { je rych-
0

lost » = »(¢) pohybujiciho se hmotného bodu od nuly razna, tj. hmotny hod
0 0

méa v bhodé x* = x7(n° ( )\ dané ploohy nenulovou rychlost. Oznatme symbo-
0

lem s oblouk dané tmjcktome (3,2). Ponévadz predpokladame, 7e kiivka po-
psand rovnicemi (3,2) je kiivkou reguldrni, mazeme ji vztdhnout k oblouku
s jakoito parametru, kde

ot dn?
s~ﬂ/ ‘-”f‘-gf,;— ae ) A (6,1)

Wy Ty, pripad, kdy systém soufadny uvaZujeme pevné spjat s danou plochou.
1y Viz (4,3), (4,4).
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Ponévad? je (;.l l/?/ab dé/t %7] v bodech regularni kiivky na dané ploge vétat
nez nula, mazeme ze vztahu (6,1) vypodist ¢ jakozto funkei s, tj. t = #(s). Pak
na 7%(¢) se mizeme divat jako na slozené funkece oblouku s, tj. #%({(s)). Za na-
gich predpokladié pak plati

dyr  dy dt

ds  de ds’

Snadno nahlédneme, Ze je
o dyr dy?
ab = = =
7 ds ds

Zavedeme-li pro struénost oznadeni

. iyt
2t = —— 6,2
Y=g (6,2)
potom muazenme psit
gubiaib =1. (6’3)
11

Z(6,3), (1,10) plyne ])ak

= Jalt" == gy (B)(BEL')
1
tj. vektor
' 1@ == B (6,4)
1 1

ktery lez{ v teéné roviné v prisludném bodé dané plochy, je vektorem jednot-
kovym. Je ihned patrné, ze je to jednotkovy teiny vektor dané kiivky (3,2).
V uvaZzovaném bodé J“ = xe(n(t )) kiivky (3,2) definuji tedy é&isla

. dn“)
10}y = |- , (a=1,2
(1 )0 ( dS o0 ( )
jednoznatné uréity jednotkovy vektor
(149 = (B2 (i) (6,5)
v tedné roviné bodu a* dané plochy.
0

Obratme ge nyni, po tomto strutném Uvodu, k vektoru £, definovaném
v (5,3). Vzhledem k jeho fysikdlnimu vyznamu, uvedeném na konei odstavce 5,
budeme vektor = nazyvat vektorem vazbové sily pri pohybw hnwotného bodu po
plode. Jeho velikost, oznadenou v (5,4) symbolem P, nazveme vazbovou silow
pohybujiciho se hmotného bodu.

Pro 8tverec vazbové sily P? v bodé diive uvazovaném a= plati tedy — podle

0 0
(5:4) -
2
dn dyb\”
P2 =\g, FeNy — mh,, —— — . 6,6
0 J/m ad dt dt ( ’ )
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Vzhledem k symbolice zavedené v (6,2), (4,3) maZeme (6,6) prepsat na tvar

dS 2\2
2 TuNv . N/ —_
{)3 = (gﬂ,,ZHN mh“big (dt) )t=t

= (G MENY = Moyt i), ' (6,7)
11 o
plidemz plati (6,3)
Mysleme si nyni vsechny regularni kiivky dané plochy, které prochazeji
uvazovanym bodem x~. Mysleme si ddle, ze kazda z téchto kiivek je trajekto-
0

rif néjakého hmotného bodu. Z (6,7) pak muZeme vyéist, 7e vazbova sila
v bodé x» zavisi
0

a) na vektoru Fe vnéjdi sily v bod¢ a=,
0

b) na hmoté m pohybujiciho se bodu,

c¢) na jeho rychlosti v bodé x,
0
d) na &islech (%), kterd!?) jednoznadné definuji smér pohybu v bodé z*, tj.
1 0

uréuji smér teény kiivky v bodé x=.
a

,

My se budeme zabyvati zavislosti vazbové sily P na Cislech (i), uvedené
0 1

shora sub d). Plesnéji feteno: bude nds zajimat nasledujici problém:

Je dana reguldrnt plocha druhé t¥idy v Ey. V kaZdém bodé této plochy je zndm
vektor stly F'«, kterd piisobl na hmotny bod o hmoté m. Mezi viemi trajektoriemi

daného hmotného bodu leZicimi v dané plose, kieré wvychdzeji z bodu x* =
. 0
= x(n(t)) dané plochy, v némZ je predepsina nenulovd rychlost v hmotného
0 0

bodu, mdme wrlit tu, pro kterou vazbovd stla P nabyvd extremdint hodnoty.
0

Podotknéme nejdiive, Ze pohyb hmotného bodu vézaného na danou plochu

, . - P e - dn*) .

je popsan rovnicemi (3,14). PFi podateénich podminkach (%), <) e
0

tento pohyb jednoznacné urden,') jak bylo uvedeno koncem odstavee 3.

V nagem shora polozeném problému je dana podatedni poloha hmotného bodu,

G ———
6 TN
minku méné nez je tieba pro jednoznacnost Feseni rovnic (3,14). Tento fakt
vyvazime pravé pozadavkem, aby P bylo extremalni. ' .
0

T dnr det
tedy &isla (%), = 7n°(f) a rychlost v = (]/' - ) , tedy o jednu pod-
0 / tt
o

12) Jak bylo shora rozvedeno.

13) Pochopitelnd za difve uvedenych podminek diferenciability.
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Problém, ktery jsme si poloZili, mé nasledujici matematickou formulaci:
Méme uréit extrém funkce -

P = (9 "N ey — mv2(hgy)e- 107

0 o 0 0

dvou proménnych 7% (a = 1, 2) za platnosti podminky (6,3), tj.
(gnb)lat 170 = 1 . (6:8)

Za nasich predpokladii se ziejmé tento kol redukuje na tkol najit extrém
kvadratické formy
D7) = (hay), ., 0"
1]

za platnosti podminky (6,8).

K fefeni tohoto tikolu pouZijeme znamych metod pro vyhledavani lokalnich
extrému funkei, vizanych vedlej§imi podminkami.®) Sestrojime funkei

G(la) = hab)i" ﬂ.a't"b —_— U{({?ab)t,tiuib — |}
o 0 o

v

y , oo oG .
s neuréenou dosud konstantou ¢. Polozime - — = 0 pro ¢ =1, 2, tj. po
[} or”

upravé .
(frap — 0Gap) s 1 = 0.
o

Vyndsobenim téchto relaci tensorem g'¢ a sedtenim pies index b dostaneme
vzhledem k (1,12)

(e — 60),.,1°=0 (c=1,2), (6,9)
kde pro jednoduchost jsme poloZili
B = gh,, . ‘ (6,10)

Systém rovnic (6,9) ma netrividlni Fefeni pro é&isla ¢ (¢ = 1, 2) tehdy a jen
tehdy, je-li determinant soustavy roven nule, tj.

hi—o B —0-
hg hg — Oty ’
[
tpravou dostaneme odtud .
a2 — (bt + hY)i_s 0 + (BAhE — B3h2),_, = O, (6,11)
0 00 - 0

co? je kvadratickd rovnice pro hledané éislo o.
0
Vektor ¢ = (B%), 1% s potateénim bodem v bodé x=, kde ¢ spliuje rovnice
0

(6,9). nazyva se hlavnim smérem v bodé x= dané plochy. Z diferencialni geo-
[

%) Viz na pt. V. Jarnik: Diferencidlni poéet, Nakladatelstvi CUSAV, Praha 1953, str.
509—516.
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metrie je znamo, ze kvadraticka rovnice (6,11) mé vidy redlné kofeny o, o a
' (L]

® (@
v piipadé o =+ o existuji pravé dvé fefeni (D¢, e, kierd jsou fefenim rovnic
0 0
(6,9). Jim plislugné vektory Wiz = (B2), Wi, A= = (B%), D¢ jsou k sobs kolmsé.
Ma&-1i rovnice (6,11) dvojnasobny kofen ¢, potom kazdy vektor v tetné roving
o0

plochy v bodé x=, ktery ma sviij podateéni bod v a2, lezi ve sméru hlavnim.
0 0

Takova regularni kiivka na plofe s popisem (3,1), jejiZ teény vektor v kaz-
dém jejim bodé¢ lezi v hlavnim sméru prislu$ném tomuto bodu, nazyvé se
hlavni kfivkow plochy.

My jsme si shora ovétili, Ze v kazdém bod¢ z* plochy, v ném# trajektorie
hmotného bodu vazaného na danou plochu ma smér teény spadajici do hlav-
nfho sméru plochy v tomto bodé, je vazbova sila P pohybujictho se hmotného
bodu extremalni (vzhledem ke vSem moZnym trajektoriim téhoz hmotného
bodu, které pti téze rychlosti hmotného bodu v bodé x+ timto bodem pro-
chézeji). '

Odtud jiZz plyne ihned nasledujici tvrzeni: Nech! rovnicemi (3,2) je popsdna
trajektorie himotného bodu na dané reguldrni plose druhé t¥idy v Es. Necht tato
trajektorie je reguldrni kfivkou. Jestlize pro kaZdy bod této kfivky je vazbovd stla
extremdlni ve smyslu shora wvedeném, potom je tato kfivka hlavnt kfivkow plochy.

Tim je podana fysikalni charakteristika hlavnich &ar na plose.

7. ZAVER

Necht za predpokladd v praci uvaZovanych je rovnicemi (3,2) popsana
trajektorie hmotného bodu na regularni plofe druhé tiidy s popisem (3,1).
“ Potom pro vektor zrychleni «* hmotného bodu plati jednak (2,4), jednak
(3,5). Plati tedy

d?s . ds\*. S dyr dn?
a *‘Z“(az)é“BanW‘ O i (7.1)
Je viak |
e
;Ij — 'I)a TL;‘ .
Odtud a ze (7,1) Plyne nasledujici prepis
dg*  ds® dp® dn® dn®

Cls)z'1 Do 77 Y o
Na) v=8\Vvy ~ @) e a0
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Zavedeme-li pro thel vektort 7= (coz jest vektor prvé normaly kiivky (3,2))
2
a Ne oznaceni o, potom miZzeme psit

cos @ = ¢, Nt .
2

Odtud, ze (7,2), (1,13), (4,3) plyne
dy® dn®

L2 ¢ =, L 7,3
/11 CcOoS « Lap ar (7,3)

Pro velikost vektoru 7'=, representujiciho lokélni tlak pohybujiciho se hmotného
bodu na danou plochu a definovaného v (5,1), plyne pak z (5,1) a (7,3)

dn® dn®
dt dt

17| = Vo5 =

mhy, = mkv?| cos o,
1

coz je fysikalné duleZitd formule (s kterou se v zobecnéné formé setkavame
napt. pii pratoku kapaliny zahnutym potrubim). Formule (7,3), které jsme
pouzili, neni viak nidim jinym, nez fakt ze znimé Meusnierovy vity, kterd
rika, Ze prva kiivost kiivky na plose vyndsobena kosinem thlu prvé normaly
kiivky a normdly plochy v uvaZovaném bodé, je rovna tak zvané normalni
kiivosti plochy v tomto bodé.

Peswme

FEOLESUYECKUE, ACUMIITOTUYECKHUE 1 TJIABITBIE JHHNK
HNOBEPXHOCTU C TOUKHN 3PEMNI MEXAITUKN
MATEPUAJBLHON TOYKHA

OPAHTHUHIER HOMHNYKA (FrantiSek NoZitka)
(Hocrynuno B pemaxuuio 10/T1T 1958 r.)

B o0bnirimoBeHHOM TPEeXMEpPHOM CBRINIOBOM NnpocTpancrse ly ¢ IPAMOYIOb-
HOIl CHCTeMOR JNCKAPTOBLIX KoopauHar x4 (x = 1, 2, 3) sagana peryagpuas 1mo-
BEPXHOCTL B cMbicite omnpejenenmst aycea, oumcamsast apaMeTpHueciluMit
ypapnenusaMn

xe o= zpo(n?) (x==1,2,3;a=1,2) (I

masi 4 uz ompepenennoin obnacti O. Hyern sra mosepXuocrh paciosiokena
B CMIIOBOM TIOJIC, OKABLIBAIONEM BO3JEHCTBHC Ha MaTCPWAIbLHUYIO TOUKRY, JUTHA
KOTOPOH paceMarpuBaeMas TIOBEPXHOCTL IIPCJICTABISACT JAHHYI0 TEOMETpPH-
YeCKY10 ¢Bsish, CHIIOROE 1076 0NPCACTCHO BEKTOPOM CHIBL 4%,

Hpwu maremMarnaccRUX npeLioomenIaX, cICTaHHbX B padoTe 11 000CHOBAH-
HDIX TaM Ke ¢ PUB3n4ecKOl TOURY 3PeHIH, [BUKCHAC MATePHATLHOI TOUKK Mac-
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CBl 1, CBABAWHOH ¢ JIANHOI ITORCPXHOCTRIO, JOKANBHO OIWCANO CHCTeMOI
ypasmennii

m V, (Ziif =Bal«, g=1,2 (IT)

(ypaswerus (3,14) npefLILYIEro Texera), KOTOpast MPECTABIACT ¢coBOH CHcTe-
MYy ABYX AGeperumabHBIX yparHenull BTOPOTO TOPsIKRA [T HeH3BECTHLIX
Gyuramit 9% = »(t); usngecroe 3HavcHwe napamerpa t-ppemsi. Femg BerTop
. da>
Fe, zapmesammii B o0neM ¢aydac or apryMeHTORB x%, i, g » TPeAicTaBICeH He-
npephBHO JWMGPepenIApYeMIMY (YHRIASIMA 5TUX apryMCUTOB B TOYKAX JlaH-
Lo . . (dn") _
HOH HOBEPXHOCTH, TO IPH HAYANBHBLX YCIOBHAX (9%) . == 7% {4 - =07 (@ =
o 0 dt /.. £
= 1, 2) jBWKCHUE MaTCPHalBHOI TOYKN MO MAHHOW HOBEPXHOGTH OIMCAHO
(nowaniuno) ypasuenuamu (II) ognosmauno. Tlopcrapuss pemcnwne n*(f) ypas-
sermit (11) B (I), momyunm ToxaIBHOE OUMCAHUE MCKOMOTO TTYyTH MaTepUATLHON
Toyu B K5 B BuUjle

e == xr(n(t)) . (111)

U,OJI}) I):lﬁ()'l‘b[ 3aRJIoYvaercsa B TOM, 106 Bl AaTh (I)]/l?u]/]‘leCHyIO XaparTepucTury
TIPUBIJICTIPOBAHHBIX KPUBLIX HA MOBCPXHOCTH, T. €. TEOIe3UICCKUX, aCUMIITO-
THYeCKHUX 1 T TaBHBIX. BI;IBOJI,O]’U)I cJaenyIomue pesyJibraThi:

(A) Mamepuaavkas mouka, KOMoOpPAs CAX3AHA C NOBEPLHOCIbIO U He Nodsep-
2aemes 6030elicneui0 HUKAKUL GHEUWHIL CUL, AU60 HATOOUMCS 8 COCMOSHUL No-
Ko, Aubo 06uncemes pasnoMepHo no eseodesuueckoli Aunuu noseprrocmu (no
OMIOWEHRIO K HeNnoJSUMCHOU NOGEPINOCING), ONUCANNOU CUCIMEeMO YPAsHEeRU

dye® d2ye a{ dn® dy°

Vesar = @ T e @ @

(B) Ecau mamepuasvias mouka nepedeucaemcs no ACUMRINOMUNECKOR KEDU-
6ot dannoit noseprrocmu (rayccoBa KPUBU3HA KOTOPOH HEOTPHIATENLHA), T. €.
no wpupoi, ommcamnoi ypasuenwsivu (III), B m0Gof roure xOTOPOIl BoLITON-

dn® dn®

HACTCA COOTHOTICHHEe kab_j__lt = 0, hyy — n’ropoﬁ’ METPHYECKMI TeH30D
dé ¢

HOBEPXHOCTH, MO 6a@¢zenue, kKomopoe ama movrd okraszsléacm HA ROCCPLHOCHD,
paero Hyaro.

(C) Eeau mamepuasvias mowka, ceazannas ¢ OAnHOl NOCEPTHOCMbIO, O6U-
ocemes no MAKol KPUeoll, Wmo m. Ha3. CUAQ C6A3W ABAREMCS 6 Kancdoli mouke
2MOT Kpueoil SECMPEMAABHOT & CMbICAE, YEASAHHOM 6 DAbome, mo Ima Epusas
AGAACINCA 2AAGHOT KEPUGOL NOGepIHOCMU.
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Résumé

LES LIGNES GEODESIQUES, ASYMPTOTIQUES
ET LES LIGNES DE COURBURE DU POINT DE VUE
DE LA MECANIQUE D’UN POINT MATERIEL -

FrANTISER NOZICKA
(Recu le 10 mars 1958.)

Considérons dans D’espace ordinaire (aux coordonnées rectangulaires z=
(¢ = 1, 2, 3)) une surface (au sens de la définition de Gauss) aux équations
paramétriques suivantes : '

x* =x*(n?) (o =123 a=12), (I)

ol les fonctions 2*(n*) sont définies dans un certain domaine O des paramétres
n® Supposons que cette surface soit plongée dans un champ de force agissant
sur un point matériel; la surface méme soit la liaison géométrique du point
matériel considéré. Le champ soit bien défini par le vecteur de force F=.
Sous les suppositions mathématiques mentionnées (et justifiées du point
de vue de la physique) dans le texte de I’article, le mouvement du point maté-
riel lié & la surface donnée est localement décrit par le systéme des équations
suivantes
m V, % = BeF* (a=1,2) (1I)
(les équations (3,14) du texte tchéque); le symbole m signifie la masse du point
matériel. Le systéme des équations (IT) est un systéme de deux équations
différentielles ordinaires de second ordre pour les fonctions #%(t) (@ = 1, 2)
inconnues, ou le parameétre ¢ a la signification physique de temps. Si le vecteur

. o , s dzx* .
Fe= (dépendant en général de I’ensemble des éléments =, ¢, N dans les points

de la surface donnée) est défini par des fonctions possédant les dérivées con-
tinues par rapport & leurs variables et si les conditions initiales

(77“),5:3: ,(,)]rz’ (dt )t».:t_— /f);a (a'; l} 2)

sont données, le mouvement du point matériel est bien déterminé par les
dquations (1I). La solution n%(t) des équations (LI) meéne & la description
locale

a2 = xx(n(t)) ‘ (ITT)

du trajet du point matériel & la surface.
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Le but de I'article est la description des lignes privilégiées de la surface (les
lignes géodésiques, asymptotiques et les lignes de courbure) du point de vue
de la mécanique. On parvient aux résultats suivants:

(A) Le point matériel lié & la surface en cas d’absence de forces extériewres
reste en repos, ou se meut sur la surface uniformément le long de la ligne géodésique
dont les équations sont les suivantes

dy dEype ]a] dnb dy®

Vigr = @ \bef “dt "dr

(B) Si le irajet d’un point matériel 1ié & la surface (la courbure de Gauss de la
surface étant non-positive) correspond & une ligne asymptotique de la surface
(¢’est-a-dire & la ligne aux équations (I11), ol les fonctions #2(¢) satisfont a la
dn* di?
pression du point matériel & la surface est nulle.

relation /i, = 0, Ay, cst le second tenseur métrique de la surface), la

(C) Sile point matériel leé & la surface parcourt une courbe telle que la pression
totale a lo valeur extréme (aw sens précisé dans le texte tchéque) dams chague
point de la courbe, il parcourt une ligne de courbure de la surface en question.
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