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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY cisLo

CLANKY

0O SYSTEMECH LINEARNICH INTEGRODIFERENCIALNICH ROVNIC
V TECHNICKYCH PROBLEMECH '

VAicrav DoLrZau
% 925. tnors 3 DT 517.948.34
(Doslo dne 25. dnora 1958.) 3:15.000.2
621.8 - 52
Clanek je vénovan teorii systému linedrnich integrodiferencidinich
rovnie s konstantnimi koeficienty, na ktery vede formulace problémit
dynamiky linedrnich fysikilnich soustav se soustfed$nymi parametry.
Je definovéno ,,zobecndné 56 ¥

“a ,klasické FeSeni systému za pfedpokladu,
Yo pravé strany systému (tj. vngjsi sily plsobici na soustavu) jsou
lebesgueovsky integrovatelné funkce, odvozeny postadujici podminky
pro existenei a ukazano, ¥e zobecnéné Fefeni jo limitou posloupnosti
feSeni klasickyeh. Je provedeno fysikdlni zhodnoceni dosafenych
vysledka a udan piedpis na konstrukei teSeni v praktickych pripadech.

UvoD

Toto pojednini je vénovano vySetieni vlastnosti systému linedrnich integro-
diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty; k takovym systémim rovnic
vede formulace problémi linedrnich elektrickych obvodd, linedrnich mecha-
nickych a elektromechanickych soustav (napt. soustav automatické regulace)
apod. Pojeti otdzky FeSeni téchto systémi, tak jak se traduje v technické
literatufe pislu$nych obort, mé Fadu nedostatku, které maji svij pavod
v povrchnim matematickém zpracovani celého problému.

Nez pristoupime k sestrojeni obecné teorie, ukazme na jednoduchém pti-
kladg elektrického obvodu charakter nesrovnalosti, vznikajicich pfi bézném
formalnim fFesen.

Uvazujme obvod z obr. 1 s elektromotorickou silou e(t), ktera je rovna nule
pro ¢ < 0. Necht obvod je pro ¢ <2 0 bez energie, tj. proudy z, y jsou nulové
a kondensdtor je bez ndboje. Zajima nas pribéh proudu z(f) v asech ¢ == 0.

V technické literatuie se tiloha ¥esi nisledujicim zpiisobem: urdi se admitance
D(p), do které zdroj pracuje, a uzije se pravidla, Ze Laplaceiw obraz proudu
je roven soucinu z obrazu napéti e(t) a admitance D (p).
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V nafem piipadé nalezneme zndmym zpusobem D(p) = | 5,
: 208 £ 6p 13

takZe pro obraz X(p) funkee a(f) plat
P+ 3p + 1

X(p) = 20 Fop + 3 E(p), (

~—

kde I(p) je obrazem e(t). Bude-li specielnd e(t) ,,jednotkovy skok*, tj. e(t) = 1
pro t = 0, obdrzime snadno

xt) = 4+ 1‘2(’V§+ 1)t — ()3 — e ™, 4, = é’(S + 1’3) prot=0.

Vsimnéme si, ze x(0) = 1, tj. Ze proud p¥i zavedeni napéti ,,naskodi’ na

hodnotu 1.

Resme nyni predlozenou tlohu ,,pimé&ji®, tj. bez pouziti pravidla o obrazu
proudu tak, Ze sestavime na zékladé Kirchhoffovych zdkont soustavu rovnic
pro dany obvod. (Pravé tak by bylo

171 Y nutno postupdvat, kdyby uvazovany
1 0 systém nebyl pred okamzikem priloZeni
napéti v klidu.) M4 tedy pro ¢ = 0 platit
L e
M 1 2 X~y ¢

x dr + y = e(f), 2
el Jydr+y =ew (2)

7 v+ — 2y —g=et).

Obr. 1.

Pro nalezeni fefeni (2) se pak pFed-
poklada, Ze existuji funkce x(f), y(¢), majici v {0, co) prvni derivaci a Lap-
laceovy obrazy X(p) resp. Y(p). Aplikujeme-li nyni Laplaceovu transformaeci
na (2), nalezneme

r rl — I
A+7&+ﬁ~bm,
X(p+3)—Y(p +2)=E@) +o—o,

kde ¢; = 2(0), ¢, = y(0).

Prvni neptijemnost, ke kterd takto p¥ichdzime, je, Ze a priori nezname disla ¢;,
¢,. Je ziejmé, ze k jejich stanoveni ndm znalost hodnot x(t), y(t) pro ¢ < 0
nikterak nepomuze. Abychom tedy ,,spravné® fefeni nalezli, musime piipojit
néjaky daldi pfedpoklad odvozeny z fysikalni podstaty véei. V nasem piipadé
nam pomiZe ta okoluost, ze ,,proud tekouci civkou musi nartstat spojité,
tj. e musi byt ¢, — ¢, = 0. Potom skutedné obdriime pro X(p) z (3) stejny
vyraz jako (1).

(3)

Nyni mozno klist otizky: Proé jsme pfi poslednim postupu narazili na
HUskali®, & v prvém pripadé tomu tak nebylo, ackoli ono pravidlo o obrazu
proudu, které jsme tam uzili, byvd odvozovano pravé na zikladé systému (2)?
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Dostaneme spravny vysledek, budeme-li pii druhém postupu Feeni obeend
klast 2(0) = y(0) = ... = 0, (byl-li oviem systém v klidu)?

Viimnéme si v této souvislosti je§té jeduoho faktu. UvaZme ten piipad,
kdy funkce e(f) je spojitd v <0, ©0) a v ndkterych bodech nemé derivaci. Z (1)
potom plyne, Ze v tych# bodech zdroven a(f) nemd derivaci.!) Je potom takto
sestrojend funkee a(f) skuteéné fefenim soustavy (2), nebo jaky lze vibee
soustavé (2) dat smysl?

Promitneme-li si tyto nepiijemnosti na piipad néjakého dosti slozitého
systému, vidime, Ze nezbude asi nic jiného, neZ pojeti celého problému trochu
precisovat. PFitom sc budeme snazit definovat feseni systéma typu (2) tak,
aby definice méla smysl i tehdy, kdy# pravé strany (2) patii do dostateins
§iroké tiidy funkei, aby teorie byla schopnd zpracovat napi. otazky Sumu
obvodtt apod.

TEORIE SYSTEMU

Pristupme tedy koneéné k vlastnfmu problému! Zavedme tato oznadent:
Bud 8 systém vech funkei f(t), definovanych na <0, @), které maji tyto

vlastnosti:
t

1) /(1) ma Lebesgueuv integral ff(r) dr pro kazdé 0 <t < o,
0

13
9) existuji disla & 5 = 0 (obeend zavisla na (1)) tak, Ze | [f() dr| < nett (4)
0

pro kazdé ¢ e €0, c0).
Pritom funkee f(t), g(t) € § budeme pokladat za sobd rovné, jestlize f(t) — g(t)
je skoro v§ude rovna nule.
Pojem teSeni soustavy integrodiferencialnich rovnic zavedeme takto:
Budte oz, Bies Vi 05 1 =1, k =7 redlnd &sla, f(f)eS, i =1,2, ..,
Rekneme, %e soustava x;(2), Zs(t), ..., %,(1) € S je zobecnényjm Fesenim systému
r

14
Doy -+ Bade + ya Of wedr) 4 8, = f{t), =12 ..,r (5)
i1
pti poddteinich podminkéch ¢y, ¢y, ..., c,, jestlize soustava x,(), 2,(t), ..., ,({)
splituje systém

7 t tT t

1 N —

z (%ix f’fﬂk dv + By — Bucr + Vi f_ka do dz) | 5, = ff, dr, (6)

k=1 0 00 0
v=1,2,..,%,

pfidemz rovnost pojimame ve smyshu skoro vdude.

S —— - t
1) Ziejmd toti¥% origindlem k X(p) je a(t) — le(t) — f(z(t — 1) ¢(7) d7, kde a(t) je origindl
0

e piidemi Lonvoluce stojici na pravé strand ma derivaci.
5 2 2 > . « i .
2(2p? + 6p + 3)



Stane-li se dokonee, %c¢ viechny funkee z,(t), 2,(f), ..., x.(f) jsou spojité
v <0, o), spliiuji podminky #;(0) = ¢,, 4 = 1, 2, ..., r, maji spojitou derivaci
v (0, o0) a vyhovuji identicky (5) v (0, c0), nazveme soustavu x,(f), 2,(f), ...
..y () Elasickym Fesenim systému (5). (,,Vyhovuji identicky® znadi, Ze levé
strany (5) jsou v kazdém bodé (0, co) rovny pravym stranam.)

Z vyslovené definice lehko vidime, Ze plati ndsledujici trividlni tvrzeni:
je-li zy(8), ay(b), . .., @, (t) Klasické Feseni (5), pak je zdrovedi zobecnénym FeSentm (5).

Nagim tdkolem bude nynf v prvé fadé nalézt postadujict podminky pro
existenci klasického resp. zobeenéného fedeni, a poté zkoumat fysikalni vyznam
zobecnéného eseni.

Pro dalsf Gvahy bude @delnd znalost ndsledujiciho zfejmého tvrzeni:

Je-li soustava v (t), vy(f), ..., v.(t) zobecnénym (klasickym) FeSenim systému

r t
Z (%0r + Buvr + Vie f”/c dr) + 6, =0, i=1,2,..,r (7)
k=1 S0

PFE poldletnich podminkdch ¢, ¢y, ..., ¢py soustava w(£), wy(t), ..., w,(t) zobecné-
nym (klasickijm) Fedenim systému
¢

Z (ociwy, + /Sz'kt@;)k b v fwlc dr) = f,(1), i=1,2,..,r (8)
k=1 b

P pobdteénich podminkdch 0,0, ...,0, pak soustava x,(t) = v,(f) + w,(f),
k=1,2,...,rjezobecnénym (klasickym) feSenim (5) pFi pobdteénich podminkdch
€€y anny Cpe

Zabyvejme se nyni systémem (7). Pro struénost vyjadfovdni zavedeme
tuto terminologii: fekneme, Ze koeficienty systému (5) splituji podminku

1) Pl, jestlize determinant matice r-tého fadu

1
Z(p) = [f’nk + B + p’ ')’ik] (9)

nenf identicky roven nule,

2) P2, jestlize je splnéna P1 a prvky matice Z7%(p) jsou reguldrni v bods
P = 0.

Zavedme jeité matiei B = [f;,] r-tého Fddu a vektory ¢ = [¢;], d = [§;]
téhoz fadu. Pak plati

Véta 1. Nechi koeficienty systému (7) splituji P1. Existuje-li vlastn{

lim Z-Yp)(pBec —d) = ¢, (10)

T—rw0
pak existuje jediné klasické Feseni (1), pFidemZ pro vektor Laplaceovijch obrazi
, .o , 1 . .
Vip) Fedeni v, (t), vy(t), ..., v,(t) plati V(p) = Z~Y(p) (Bc — » d). Rovnice (10) je

pFi splnéni P1 zdroverst nutnou podminkow pro existenci klasického teeni (7).
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Dikaz: Definujme funkee V(p), & = 1,2, ..., r systémem rovnic

’

r

1 (Sz - . ¢
Z{(“u + vha + T; ?’i}c) Vilp) — ﬂmc/«} + —]) =0, 1=12 ..., r.(1

k=1

Zavedeme-li vektor V(p) = [V.(p)], mizeme piedeslon soustavu zapsat
ve tvaru

Z(py V(p) — Be ; d=0. (12)

Pondvadi plati P1, existuje jediny vektor V(p), splitujici (12), a to

i
V(p) = Z7(p) (Bc o d) .
Lehko vidime, ze prvky V(p) jsou racionalnimi funkeemi p. Z (10) plyne, ze je
Lim pV(p) = ¢, (12a)
P

a tedy tim spie lim V(p) = 0. To znamend, #e V,(p), k = 1,2, ..., r jsou
D—>00
Laplaceovymi obrazy. Budte v,(t) spojité originaly k V,(p), které jak znamo,

maji tvar Ye* (P, () cos p,t 1 Qu(t) sin uyt}h; (P, Q. jsou mnohoéleny v t).
Maji tedy funkee v,(t) v <0, o) dokonce viechny derivace. Podle Tauberovych
vét viak z (12a) plyne, Ze v,(0) = ¢, kb = 1,2, ..., r. (Srv. [2], str. 19.)

Ukazme koneléné, Ze takto sestrojena soustava funkei v (¢), v,(f), ..., v,(f)
spliuje (7). K tomu cfli utvoime funkce

r t )
@i(f) = Z (ocir0y + ﬂilc?.)/c + Vir fl’lc dry +6,, 1=1,2,...,7.
k=1 0

Z¥ejmé ¢ (1) jsou spojité na (0, ). Oznadime-li @,(p) Laplacetv obraz ¢,(t),
lehko vidime na zakladé (11), ze @,(p) = 0, takie ¢,(£) je rovna nule skoro
viude. Jezto ale ¢,(t) je spojitd, je @.(f) = 0. Tvori tedy soustava v,(f), v,(t), .
..., v,(8) klasické fegeni (7).

Dokazme jests unicitu! Bud tedy v,(t), 0,(f), ..., 0,(t) jiné klasické Yeseni (7).
Pak ziejmé plati pro £t = 0

7 ¢
z {O‘zlc(vk - 51.-) + Balvr — %}k) + Vik f(vk - ;)k) dT} =0, ¢1=12,...,7,
k=1 0
(0) — v (0) =0, k=1,2,..,r.

7 této soustavy vSak v disledku platnosti P1 plyne, Ze obrazy funkei v,(f) —
— V() jsou rovny nule a tudiz Ze v,() — V:{f) je rovnd nule skoro viude.
Pondvady viak v(t) — v,(t) je spojitd v <0, 00), je vu(t) — v,(f) =0, c. b. d.

To, Ze (10) je téZ podminkou pro existenci klasického Feieni, vyplyvd bez-
prostiedné z vyde zminéné Tauberovy véty.



Vénujme nyni nékolik slov fysikdlnfmu vyznamu rovnice (10)! Je ziejmé,
ze uvazujeme-li néjaky systém se soustfedénymi parametry, na ktery nepiisobi
viejii sily a jehoz chovani je popsino soustavou (7), pak rovnice (10) je pod-
minkou pro to, aby picechodovy déj, ktery se v systému odehraje, spojité
vysel z pledepsaného poditedniho stavu. To znamend, Ze splnéni (10) zabez-
petuje kompatibilitu potitetnich podminek, tj. %e praveé takovy pledepsany
potatedni stav je na fysikdlnim systému mozny. Existuje-li totiz napiiklad
limita v rovnici (10) a neni-li rovna ¢, pak tento ptipad nelze fysikdlné realisovat.
stuje

Proto ani nebudeme odvozovat slabii podminky nez (10), za kteryeh ex
zobeecnéné Feseni (7), které uiejmé pak nemusi byt klasickym feSenim.

Pro véts$i nazornost ilastrujme si vée na piikladé elektrického obvodu, ktery
jsme uvedli ivodem!

Necht tedy v ¢ase ¢ = 0 je na kondensdtoru naboj ¢ a proudy maji hodnoty
z(0) = ¢y, Y(0) = c,.

Pro t > 0 plati

v+ [ydedytqg=0, (13)
[
3vr —d& —2y —y = 0.

1
' o 11— 0; 0 ¢
Zde je A(p): P ’B:I:]'*‘l]’ C:[Gl:l, d:[?}]
p+3—p—2 , :

Snadnym vypodtem nalezneme lim Z Y(p)(pBc — d) = »1~|: 01— 6—4q ] .
4 — ¢+ s — ¢

Ma-li tedy existovat klasické feSeni, musi byt posledni vektor rovenc, coz vede
k rovnici ¢, 4 ¢, + ¢ = 0. Fysikalné tato rovnice znadi, ze hodnoty ¢y, ¢,, g,
které urcuji poddatedni stav, spliiuji Kirchhoffovy zdkony.

—-0 2

Zabyvejme se nyni systémem (8)! Zde plati

Véta 2. Necht fi(1)e S, i =1,2,...,r. Spliuji-li koeficienty systému (8)
podminku P2, pak pfi poédtecnich podminkdch 0,0, ..., 0 existuje jediné zobec-
néné reseni.t) Prilom pro vektor W(p) obrazt Feent plati W(p) = Z~Yp) F(p),
kde IP'(p) je veklor obrazd funkei fi(t).

Nadto plati: existuje-li bod t, e <0, c0), ve kterém jsou vSechny funkce fi(t),
t = 1,2, ..., 1 spojilé, pak existuje takové Feseni wy(l), wy(t), ..., w.(t), Ze

a) funkce w,(t) jsou spojité ve vsech bodech, ve kteryjch jsou viechny f;(t) spojité,

by jsou-li mimo to vlechny [d{t) ohranifené v kaZdém intervalu <{T,, T,
O0<<T, < Ty < o a maji-li dervaci v néklerém bodé t > 0, pak v tomto bodé
maji wy(t) dertvact.

2y Poznamenejme, %e ,jediné Fefeni*’ rozumime v tom smyslu, ¥e vechna feSeni (8)
se lif] jen na mnoZiné miry nula.
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K dakaza pouzijeme nasledujici pomoené vity:

Budte 10, foll) € S, J(t) = fult) = folt) = [f,(t —7) fulz) dr. (14)

Puals plati :

1) Je-li f,(t) v kaZdém koneéném intervalu <0, T ohranitend, pal: [(1) cxistuje
a je spojitd pro véechna t = 0.

2) Jeli f,(8) spojilc v {0, 00) & md derivact v (0, o), « jsou-li funkce [*(1)
a f(t) ohranifené v kafdém intervalu Ty, Tyy, 0 < Ty < Ty < oo, polom
v kadém bodé t > 0, ve kterém je f,(t) spojitd, existuje dertvace

F(t) = ht) * [0+ [,(0) [2(0) - (15)
Y Ma-ly {,(8) derivaci skoro vdude, pak {(1) md derivaci skoro viude « platt (15),
(Dukaz této véty nalezne Stendi napi. v [1], str. 108—118.)

Dokazme nyni vétu 2!
Definujme vektor W(p) = [W,(p)] rovnici
Z(p) W(p) = F(p). (16)
Jeito je splnéna podminka PI, existuje jediny vektor W(p) = Z-1(p) F(p)
splnu]wl (16). Oznatme pro zkriceni Z-1(p) = [A;.(p)], takie je W, (p) ==
z ap) F Ponévad% plati P2, existuji éisla u,, tak, ze je A, (p) =

=t + Ag(p), kde A,,(p) ma nulu v bodé p = oo. Je-li a,.(t) spojity original
A «(p), kladme
wi(t) _ Z/'l'1'70fk( + (I,;\ fk ’ 1= l) 2’ IERTR AR (17)

k=1
Ponévad;‘j a; () mé v <0, co) viechny derivace, pak podle pomocné véty
* fi(t) existuje a je spojitda pro vSechna ¢ = 0. V désledku toho je podle
(1’7) w,(t) spojitd v kazdém bodé, ve kterém jsou vSechny f.(t) spojité. Jsou-li
dokonce splnény podminky b) véty 2, pak v kazdém bodé, ve kterém f,(f)
ma derivaci (a je v némn tedy pr]lt&), exxstuje podle 2) pomocné véty derivace

{aalt) * [0} = ajt) * filt) + @u(0) f2lt) 5 (18)
takze podle (17) maji w,(t) derivaci v kazdém bodé, kde maji devivaci viechny
funkee fi(f), k= 1,2,...,r.

Konetné ze znamé véty o obrazu konvoluce plyne, Ze obrazem w,(t) je W(p).
(Ztejmé existuje o tak, %e pro Re p > o konverguji Laplaceovy integrily
funkei a,.(t), f.(t) absolutng, viz [1], str. 123).

Utvofme nyni funkce

r t tr t
’/"i(t) = Z (‘xilc fu}k dr -+ ﬂiku]k + Yik _/,/lw,'c do dT) - _[f1 dT ’ v = [7 2? e T
k=1 0 00 0

-1



Ziejmé @,(f) ¢ S. Snadno zjistime podle (16), Ze obrazy funkei ¢,(f) jsou rovny
nule, takze ¢ () = 0 skoro viude. Sestrojend soustava w(t), wy(t), ..., w,(f)
je tedy zobecnénym Fefenim (8). Dukaz unicity, tj. Ze (8) nema v § jiné fefeni
nez pravé sestrojené, je obdobny jako u véty 1

Véimnéme si v této souvislosti blize pnpadu kdy funkce f,(t) systému (8)
jsou spojité v <0, o), maji spojitou derivaci v (9, o0) a sphituji podminku f,(0) =
= 0,7 =12, ..., r. 7 dokdzaného vyplyvia, ze v tomto p¥ipadé vechny w,(¢)
podle (17) jsou spojité v <0, c0) a maji spojitou derivaei v (0, co). Nadto ze (17)
plyne, 7e je w,(0) =0, ¢ = 1,2, .., r. Dale je ziejmé z (19), Ze @) jsou
spojité v <0, o0), takie @ t) = 0 v8ude v (0, o). Pondvadz ale éleny levé
strany (19) maji v (0, o) derivaci, je

T

(])z(t) = Z ((/V}:ku)k TL ﬁil{;uj;\? + Vi f Wy dT) - ft =0 ’ ?’ = ] 2! e F
0

k=i

pro ¢t > 0, takze soustava w, (), wy(t), ..., w,(f) je klasickym FeSenim (8). Plat{
tedy

Véta 3. Necht koeficienty systému (8) splituji P2. Pak postadujici podminkow
pro existenct jediného klasického fesénd (8) pfi nulovych pobdteénich podminkdch
je

1) funkce f(t) e S, i = 1, 2, ..., r jsou spojité v <0, ) a maji spojitou deri-
vact v (0, o), ’

2)f(0)=09proi=1,2,...,r

Viimnéme si, ze podminky vety 3 nejsou nutnymi podminkami, jak ukazuje

priklad ,,systému’ 3z + & 4+ 2 f@ dr = f, 2(0) = 0, f spojitd na <0, c0),

t
majiciho klasické fefeni x(f) = [(2e7%7 —e~7) {(t — 1) d7. (Srovnej ostatnd
0
s nasledujici vétou 4.)
Poznamka 1. Je-li v systému (8) f1(t) = frall) = ... = () = 0, b < r
mozno ziejmé ve vété 2 a 3 nahradit podminku P2 oslabenow podminkou:
v bodé p = o0 jsou regularni prvky 4,(p) prol <i <r, 1 Z k < h.

Pro aplnost uvedme jesté nasledujici vétu:

Véta 4. Necht fi(t)eS, v =1,2,...,7 a koeficienly systémw (5) spliuji
podminku det B == 0. Pak pri libovolnych poldtetnich podmin/cdck €y Cay - vy Cp
existuje jediné v {0, c0) spojité z0becnéné Fefeni x, (t), xy(t), .. , (L) systému (5)

Vektor X(p) jeho obrazii je ddan vztahem

X(p) = Z7(p) '{Bo — ;; d + F(?))} -



Nadio plati:

a) z;(t), 1 = 1, 2, ..., v maji derivaci skoro vSude,
b) 2 0) = ¢y, v = 1,2, ..., 7.

Jsou-li dokonce f,(t),1 = 1, 2, ..., r spojité v {0, o), pak soustava x,(£), x,(t), ...
.., ,(t) je zdrovent klasickym Fedenim.

Dtkaz: Pro dosti velka se funkee det Z(p) chovd jako p™ det B, takie
je splnéna podminka P1. Vezmeme-li v ivahu tu okolnost, Ze kazdy prvek
matice Z7(p) je podilem subdeterminantu » — 1-ho ¥adu matice Z(p) a deter-
minantu Z(p) (ktery je r-tého radu), lehko zjistime, Ze existuje

lim pZ=Y(p) = B~ (20)
Tim spide je lim Z Y(p) = 0, takZe prvky ZY(p) jsou obrazy. Z (20) vyplyva,
PO
ze pro libovolné vektory ¢ a d je lim Z71(p)(pBc — d) = ¢, coi je rovnice (10)
D—rcw0

véty 1. To znamenad, Ze existuje jediné klasické Fesent systému

T t
Z ([xilr.vlr. + ﬂilcv}c + Vik jvk dT) —l" (Sz =0 3 L= ]-7 2, s T (Z])
k=1 0
pfi libovolnaich podatednich podminkach ¢y, ¢, ..., ¢,.
Ukazme dale, ze systém
r 1
Z (awr -+ Bawi + va _[7«”/;, de) =f;, +=12,..,r (22)
k=1 0

mé pii podatednich podminkdch 0, 0, ..., 0 jediné v (0, co) spojité zobeenéné
Yesend. '

K tomu cili definujeme opet vektor W(p) = [W(p)] rovnosti Z(p) W(p) =
== F(p), tj. W(p) = Z7(p) F(p). Oznadlime-i Zp) = [4d;(p)}, je Wip) =

== Z Aqalp ). Jezto jsme uz ukazali, Ze 4 ,,(p) jsou obrazy, oznadéme a,,(f)

k nim pus]usne spojité originaly a polozme

wi( Z g (t) * fi() - (23)

Z tvrzeni 1) pomocné véty plyne, zec w (k) jsou spojité v 0, o) a Ze je w,(0) =
=0,1=1,2,...,r. Z tvrzeni 3) pak hned vidime, %e w,({) maji derivaci skoro
viude. Jsou-li f;(t) spojité v (0, o), sleduje z tvrzeni 2), %e w,(t) maji derivaci
v kazdém bodé t > 0. Z rovnice (15) a 1) je vidét, ze w;(t) jsou dokonce spojité.

Utvorime-ii opét funkce

r 4 tT t

Pi(t) == z (% {wn d7 - Baaor + oy, ffwk do dr) — /fl drv, =12, ..., 7
00 0

k=1



snadno zjistime, Ze @,(1) = 0 skoro viude, a ponévadz @,(t) jsou spojité, Ze je
@ (t) = 0 viude v <0, o0). Jsou-li pak f,() spojité v <0, co), maji &leny levé
strany (24) v (0, o) derivaci a je

)

N . . - : T .
DA A Baar, 4 v fu pde) —f=0, 4=1,2,..,7.
0

k=1

Tvorl tedy soustava () == v(t) - w, (1), i —= 1,2, ..., r zobecudné resp.
klasické Fefeni (5). Ditkaz unieity je zfejmy.

Pristupme nyni k objasnénf hlubsi souvislosti mezi zoboendénym a klasickym
Fesenim. Bez Gjmy obecnosti uvazujme dale systémy (8). Pak plati

Véta 5. Necht kocficienty systému

7 t

D (waw + Py 4 ya Jwede) = fo, i =1,2,. 7 (25)
0

k=1

splitugt  podminku P2. Budte fi{t), [P eSS, ¢ =1,2,..,7r, n=1,2, ...,
T

pFicems f[fi(r) —fP@) dv—> 0 pro kafdé T >0, i=1,2,...,r. Potom

pro posloupnost zobecnéngjch Fesens wi (), wi(t), ..., w"(t) systémi "

r

> (i + Bui™ 4 i [w<"’ dr) =™, i=1,2,..,r  (26)

Pt poldteénich podminkdch 0,0, ..., 0 plati

T

[lwi(r) — wi(z)] dr — 0 (26a)
0
pro 1= 1,2, .. r a kaidé T > 0, kde w,(t), wy(l), ..., w,(t) znati zobecnéné
Fesent (25) pra pocatecmch podminkdch 0,0, ..., 0.

Dikaz: Podle (17) Ize YeSeni (25) resp. (26) psat

7'”1(”) "‘]Z /"likf/r(t + o, ( fﬂ( ’

(27)
wiO(t) = 3 pafiO) A anlt) * S0, =1,2,
i)
Snadno nahlédneme, Ze a,.(¢) * f(0) — a,. (1) * jk(t) stejnomérné na kazdém
konedném intervcxlu 0, T,. kaubku, platl e (8) * fo(t) — a(t) * [0 =
= max [2,,(7)] ] if.(r) — f(r)] dr — 0 pro kazdé te (0, T). Odtud viak na

1e<0,Tx

T
zédklade (27) vyplyvé, Ze [|w(r) — w(7)] dr — 0 ¢. b. d.
(4]
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Z véty b bezprostiedné vyplyva nasledujici
Véta 6. Splituji-li koeficienty systému (25) podminku P2, palk jeho zobecniéné
Fesend je limitou (ve smyslu konvergence podle 26a) poslowpnosts klasickijch fedend
systémi, se stejniyjmi koeficienty.
Véta ztejmd bude dokazdna, akazeme-li, ze ke kazdé f e & existuje posloup-
nost f,(t) v <0, o) spojitych funkef, které maji v (0, o0) spojiton derivaci
r
a spliujf podminku £,(0) == 0, n = 1,2, ..., p¥icemd [lf(z) - [ ()l dr =0
b :

pro kazdé 7' <7 oo,

Bud tedy f(f) € 8. Definujme funkei ¥, () pledpisen

A
W) = .{ [&ur) deit f &) dr,

kde

} 1
Eu(l) = exp (ﬁ — ;;———7) pro te (0, k),
=0 prot=h at=~0.
Z¥ejmé y,(t) ma v {0, o) vSechny derivace, je ¥,(0) = 0a 0 <L P, (t) < 1
pro te (0, k), Wi(t) = 1 pro t = h.
Zvolme rostouc! posloupnost ¢isel 7', — 0 a klesajici posloupnost ¢, — 0.
Podle zobecndné Weierstrassovy véty (viz [4], str. 46) existuje mnohoclen

T’"-
P.(t) tak, Ze f f(z) — Po(z)] dr < % Definujme pro kazdé celé n funkei
0
£, . .
— A > &) L — T & f 11
50 = Tr O P) pro 620, kde by = o lE, L Ziojmd f,(0) ma
7¢(0,1)

v (0, c0) viechny derivace a je f,(0) = 0. Tvrdim, Ze f|f(r — f.(x)|dr =0
pro kazdé 0 << T < co. Vskutkn, zvolme 7" > 0 a s > 0. Potom pro Vscc]ma n,

pro kterda je T, >T a ¢>¢, plati f\f — fldr < j 1[ — Pl dr +

n

I j [P L — ¥l dr < ) i max |P, (D) h, = ¢, < e e b d
“ Te(0,1)

0

Tvrzeni vét 5,6 lze zesilit, jestlize funkee f(t), f,(t) budou specidlndjdiho
charakteru. V8imnéme si proto jednoho takového pripadu, ktery pro aplikace
ma ne]'vétii ditlezitost. Zavedme proto nasledujici pojmy: fekneme, e funkece
[t} € 8 je po édstech spojild, jestlize f(t) je v kazdém konedéném intervalu {0, T
ohranidena a pritom existuje v <0, 7'> nejvyse koneény podet bodi, ve kterych
f(£) neni spojita.

Jsou-li f(1), f.(t)e S, n = 1,2, ..., po tastech spojité, fekneme, Ze f,(t) —
—> f(£) téméF stejromérné na <0, T, jestlize

11



a) f.(1) jsou vzhledem k stejnomérné ohranitené na {0, 1%,

b) £.(t) — f(t) stejnomérnd na ka¥dém intervalu <a,b> c (0,7), ktery
neobsahuje body nespojitosti funkee f(£).

Pak plati

Véta 7. JestliZe f,(t) — f(t) téméF stejnomérné na (0, T, pak

ﬂj ) — falm)| dr-> 0.

Dtkaz: Zvolme ¢ > 0. Budte 0 < ¢, <<ty << ... < i, << T vSechny body
nespojitosti funkce j(t) v (0, T). Oznatme C ono Uislo, pro které je |f(t)| < C,
.t < C, =12 .. na <0,7, a poloZme

. 1 .
h = - min nty —

2 [4(k ootk
Jezto f.(1) — f(t) téméf stejnomérnd na (0, T, existuje N > 0 tak, Ze pro
kazdé n = N bude

bty — by oty — e T — i,\] . (28)

L

profed = Chity —h> Uty b bty — B> U oo dyey + Byt — B> U
U+ T — h>. Dale je |f(t) — [.(t)] = 2C pro 1€ <0, T). Plati tedy pro

kazdé n = N: f[f—]‘,, dr—f|fff,, dr -+ f [f*f,,!d'r<2—;,—T+
0,1y~ A4
+ 4Ch(k -+ 1) g ¢ podle (28), (’9) coZ jsme méli dokézat.

Jsou-li nyni funkee f,(¢), stojici v rovnicich (25) po ¢dstech spojité, pak ziejmé
zobecnéné feseni (25), dané rovnicemi (27), je rovnéZz po &astech spojité,
piicemz funkce w,(f), v = 1, 2, o nemaji jiné body nespojitosti nez funkce
{:(t). Nazveme-li toto FeSeni zdkladnim, vidime, Ze plati:

Viéta 8. Budte fy(t), f() « 8; 1 =1,2,..,7 n=1,2,... po &dstech spojité
a necht f(t) — fi(t) téméF stejnomérné na kafdém konedéném intervalu <0, T.
Je-li splnéna P2, pak posloupnost zakladnich feseni (26) konverguje k zdkladnimu
FeSeni (25) témér stejnomérné na kafdém konecném (0, T).

Poznamka 2. Podobnym zptsobem, jak jsme to ¢inili pii diikazu véty 6,
lze snadno ukézat, Ze ke kazdé po Gastech spojité funkei f(¢) lze sestrojit
posloupnost funkef f.(t), n = 1, 2, ... tak, Ze f,(f) jsou spojité v <0, co0), maji
spojitou derivaeci v (0, o0), je f,(0) = 0 a f,(t) — f(t) téméi stejnomérné na
kazdém koneéném intervalu. Tato okolnost mé jisty fysikdini vyznam, na ktery
upozornime dale.

Upozornéme na tomto misté na nasledujici fakt: ma-li systém (8) pii poca-
tednich podminkédch 0, 0, ..., 0 zobecnéné FeSeni w, (), wy(l). ..., w,(f) a existuji-
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-li lim aw,(t), nemusi obecnd platit, %e lim w,(f) = 0, tj. Ze Fefeni spojité vyjde
10 |- >0+

z danych poddtetnich podminek. Z fysikdlniho hlediska je zajimavd otdzka,
kdy zobeendné Fedeni mé v bodd ¢ = 0 ,,skok, piipadné jaka je jeho velikost.
K tomu cili vyjdéme od systému (5) a piedpoklidejme, e jeho koeficienty
spliuji podminku P2 a rovnici (10) véty 1, a Ze existuji linl [:t) = @, pro1 =

=1, 2, ..., r.Jak vime z véty 1, existuje pak jediné kla:smkc FeSeni (), v,y(f), .
, (1) pns]usneho systému (7), a jediné zobecnéné Yeseni w;(t), wy(t), ..., w (t)
systému (8) (véta 2); pro teleni systému (5) pak plati x,(¢) = v,(t ) 4+ wy(t),

1= 1,2, ..., 7. Vezméme za w,(t) ty funkee, které jsou dany rovnicemi (17).
7

Z¥ejmé potom existuji limity lim w,(f) = > Mo, =1
01 =1

,2, .., 1 a jeito

existujf limity lim v,(¢) = ¢,, existuji téz lim 2,(t), ¢ = 1, 2, ..., ». Ponévadz
t—0 ¢ t—0+

funkee (1), 2,(t), ..., 2,(¢) spliiuji systém (6), a integraly v ném vystupujic

jsou spojitymi funkeemi ¢ na (0, <o), obdriime limitnim prechodem prot — 0 -

soustavu rovnic

2

zlﬁ ik

Zavedeme-li vektor ,,skoki s = [lim x,(f) — ¢,], je soustava (30) ckvivalentn{
1=>0 4

hm () — Pacr =0, @ =1
t—0

»

R (30)

rovnici Bs = 0.

Tento vysledek zaroven ukazuje, Ze je-li det B 4= 0, pak ke skoku Yeleni
nedojde. (Srovnej s vétou 4!)

FTYSTRKALNI ZHODNOCENT

Pristupme nyni k zhodnoceni dosaZzenych vysledka z fysikalniho stanoviska.
Uvazujme néjaky linedrni systém, jehoz chovani je popsdno soustavou rovnic
(5), kde funkee f,(t) vyjadiuji dasovy pribéh p¥ivedenych vnéjgich sil, funkee
x,(t) pak prubéhy hledanych veli¢in. V souhlasu s terminologii technické
praxe nazyvejme dale vngjii sily popudy (nebo poruchy), hledané velidiny
pak odezvy. Piitom &islam ¢y, ¢y, ..., ¢, udélme vyznam piedepsanych podated-
nich hodnot fysikalnich veli¢in v éase ¢ = 0 zleva, tj. hodnot, kterymi je uréen
stav na systému nez zadnou piisobit popudy. Mimo to predpoklidejme, ze
koeficienty prisludnych rovnic (5) spliuji podminku P2, a &isla ¢, ¢, ..., ¢,
spolu s &lsly 4, d,, ..., 0, spliiuji rovnici (10) véty 1. (To je v praxi obvykle
spinéno.)

Definujme nyni odezvy jako zobecnéné feseni, v pripadé existence jako kla-
sické Fefeni pFisludné soustavy rovnic a podivejme se na to, co mizeme od
tohoto pojeti problému odekévat. Predné vidime, Ze pojem odezvy md smysl
i tehdy, kdyz popudy patii do dosti 8iroké tiidy funkef. To ma ten vyznam,
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7e jsme schopni Feit té7 takové problémy, kdy popudy jsou statistického
charakteru, tj. naptiklad otdzky $umu a poruch v elektrickych obvodech.

Budou-li popudy mit dobré vlastnosti, tj. vyhovuji-li podminkdm véty 3,
existuje klasické ¥YeSeni a odezvy tedy vyjdou spojité z danych podatedénich
podminek. Sledujme nyni piipad, kdy popudy jsou po ¢astech spojitymi
funkeemi. Jak vime, obeené pak pro odezvy neplati lim x,(f) = ¢; a tedy spoji-

>0+

tost pfechodového déje mize byt porusena. Nabizi se tudiz otdzka, zda mizeme
fysikdlné néjak zdavodnit to, pro¢ jsme definovali odezvy pravé jako zobee-
néné fefeni a ne jinak, tj. zda nami definované odezvy vystihuji redlnou
skutecnost. Odpoved je viak pomérné jednoducha. Jsou-li popudy f,(t) nespojité,
myslime si je v souhlasu s fysikdinimi p¥edstavami nahrazeny néjakymi
popudy f™(t) dobrych vlastnosti, které jsou blizké danym f,({), piesnéji
feteno, kazdy popud f,(t) myslime si nahraZzen néjakym ¢lenem téméf stejno-
mérné konvergentni posloupnosti dosti vysokého indexu. Pak oviem pro popu-
dy f"(t) existuje klasické feseni a{"(t), a{"(¢), ..., 2i"(t), (tedy ,odezvy‘
ve smyslu, na jaky jsme v praxi zvykli), o kterém vime (véta 8 a poznamka 2),
ze je libovolng blizké definovanym odezvam na popudy f,(f) v kazdém inter-
valu, ve kterém jsou viechny f;(f) spojité. Tim je fysikdlni oprdvnénost nami
zavedeného pojeti problému prokizana.

Upozornéme zde jesté na jeden fakt. Jak jsme se presvéddcili Vyée plati pro
obrazy zobecnéného FeSeni soustavy (8) vztah W (p) Z A (p) Fu(p).

Funkee 4,(p) nazyvaji se v technické praxi pfenosové funkce a jsou znamy
metody, kterak je mozno tyto funkce stanovit ptimo ze struktury a hodnot
prvki linearniho systému, aniz bychom sestavovali soustavu (8). Z této okol-
nosti plyne, Ze pomoci zavedené teorie jsme zaroven dali pfesny smysl v tech-
nické literature obvyklému pravidlu, Ze obraz odezvy systému pFi nulovych
poldteénich podminkdch je ddn soubinem prenosové funkce a obrazu popudu.

ZAVIER

Nakonec si viimnéme jesté nékolika drobnosti, kterd jsou uziteéné pii prak-
tickém vypodtu zobeenéného feseni. Existuje-li zobeenéné fedeni (5), lehko
z (5) a (6) vidime, Ze soustavu rovnic pro X,(p), kterou dostaneme aplikadi
Laplaccovy transformace na (6), lze obdrzet 67 tak, ze aplikujeme Laplaceovu
transformaci pfimo na (5), jako kdyby funkee a,(f) mély derivaci, pFidemns
formalné klademe pX,(p) — ¢, za obraz xy(f). Lze tedy v konkrétnich piipa-
dech vypodtu postupovat asi takto:

1) Formalné transformujeme soustavu (5) a vypodteme 1iezndmé Xip)
h } ;
(podminka Pl byva obvykle splnéna).
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2) Z nalezenych vyrazi pro X,(p) je ihued vidét, je-li spinéna podminka 12
nebo oslabend podminka (viz poznamku 1.). Pro X,(p) nalezneme totiz vyrazy
tvaru

Xi(p) = ’Z‘Rm(p) Fi(p) + Vi) (31)

kde R,(p), Vp) jsou racionalni funkee v p, a stadi tedy pouze kontrolovat,
zda R(p) jsou reguldrni v bodé p == .

3) Abychom zjistili, zda je splnéna rovnice (10) véty 1, zarutujici kompati-
bilitu poéatetnich podminek, ziejmé staci v (31) kldst na okamzik #(p) = 0,
k=1,2,...,r, (to odpovidd ,zkricenému’ systému (7)) a zjistit, zda jsou
splndny vztahy ¢, = lim pV,(p), ¢ = 1, 2, ..., r. Poznamenejme, Ze nékdy

D=0
¢isla ¢; nejsou predepsina pro viechny indexy 1, 2, ..., r. Potom vydetieni spl-
néni rovnice (10) dovoluje roz-
hodnout, zda takto predepsany
podatetni stav je Uplné urlen a —-

v kladném pripadé stanovit zby- X1 :§2+ 7 %
3

Wi

1 XtX,

vajici Cisla ¢;.

Zavérem vypoctéme jednodu- e R=1
chy ptiklad, na klerém vysvit- % 2
nou viechny podrobnosti. Nasim : " : -Xz
tkolem je uréit pribéh napéti na
odporu B = 1 Q obvoduz obr. 2.,
je-ii na generatoru napéti e(t) =0 pro t =0, e(t) =1V pro t > 0. Pro
pocateéni stav obvodu je udano, Ze naboj na kondensitoru je 2 C, napdéti
na odporu R je 1 V. Mimo to mdme rozhodnout, zda témito udaji je urten
néiaky pocatedni fysikalni stav a zda je jediny.

Oznadme x,(f), ,(t), z4(t) pribéhy prouda (jak je to vyznadeno na obr. 2),
€y, €5, ¢3 jejich podatedni hodnoty a ¢ naboj na kondensitoru. Ponévadz
R =1£, je hledany prubéh napéti na odporu R roven z,(f). Na zakladé
Kirchhoffovych zakont muzZeme psit soustavu:

¢
3 [(xy + @y 1 ) dv - 3q -+ 3wy = et),
0

Ty + By + @y — Jwy == 0, (-

Xy — By — 2, = 0.

G
|82
~—

Aplikujeme-li formalné Laplaceovu transformaci na (32), dostaneme (kla-
deme E(p) za obraz e(f)):

1 1 1\ E@ ]
X, -4 X, — + X, (1 + —) _Eo 0
» p P 3 P
XA XoB - p) — 34, = ¢y, (33
Xy —Xolp +2) = —cs.



Snadnym vypodtem nalezneme
1

Xy(p) = 9pr 4 10p + 14 {p(p - 2) B(p) — 3q(p + 2) — C(p + 4)},
i 1 o .
Xo(p) = S5 Top £ T4 {p E(p) — 3q + cy(6 + 2p)}, (34)
v 1 I o
Xy(p) = S0 1% {(p(2p + 5) E(p) — q(5 + 2p) — G} .

7 téchto vyraza je ziejmé, Ze je splnéna oslabend podminka.
Stanovime nyni vztahy, které musi platit mezi hodnotami ¢1: €y, ¢4, g, aby
platila rovnice (10) voty 1. Klademe-li v (34) na okamzik E(p) = 0, vidime,

ze pXi(p) - — 2 q - %62; PX,(p) ¢y pXylp) - —q pro P co. Musi
tedy platit — %q — %cg =€y} Cy = Cy; — ¢ = Cy.; Odtud vyplyvi, Ze predepsand
hodnoty ¢, = 1, ¢ :az jsou kompatibilni a je ¢, = — 8, ¢; = — 2. Dany poda-
tetni stav je tedy urcen jednoznaéné. Dosadime-li za ¢,, ¢ a B(p) = %) do (34),

3 22
obdriime pro obraz hledaného napéti x(t) vatah X (p) = Zp?kﬁllj(ﬂ)p T4

3 2
odkud plyne a,(t) = ot {3 V3 i+ 91/ sm } pro ¢ = 0.
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Pesome
O CUCTEMAX JIMUENHBLIX
NHTETPO-/ITUDOOEPEHITUMATILHBIX YPABHENNWA
BATLTAB JIOJOERAJ (Vaclav DoleZal)

(Hoerymnao i pepasiyio 25/1T 1958 r.)

Crarbsl TOCBAIIEHA TCOPUUM CHCTEM JUHEHNHX uHTErpo-Tuddepernmannnnx
ypasHeHnii (5). I cucreme Takoro TyIa UPUBOJUT HAC MCCICOBAHNC UCPCXOJI-
HBX HPOHECCOB B JMHEHHLIX (MBHYCCKUX CHUCTCMAX, HAUPUMED, B HICKTPH-
YECKMX, MEXAHWYECKITX WM aKYCTHYECKUX NCHAX.
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B BBReJCHUM MTOKa3aHO, KEKOBHB HCIOCTATRH (I’Jf)pl\l}l.?le(’)l‘U TONITOBAH
HpOGHGMH, KOTOpoe 00BIYHO BCTPEdACTCS B TCXHHUCCKOM JImMreparype, 1ochsi-
LIEHHOW 9THM BOIIpPOCAM. 3areM BBOJSATCHS HOHATUS ,,0000mennoro’’ u ,,kRAaCCH-
YECKOTO POIIeHNA CUCTEMBI (5), 1 TORABLIBAIOTCS IIEROTOPLIE TEOPCMEL CYILUECT-
pomanus. l{pome toro, moxasano, uTO Kaykmoe oGofmenHoe pemenue (5) sB-
JACTCA NPeIesioM (B OUDCACTICHHOM CMBICJIC) LOCTeTOBATeILHOCTH KIIacci-
YeCHIX PCHICHUHU CHCTEM ¢ TEMW jKe RodPQrmumentamin.

JareM TONyYeHHBIC PE3YABTATH WOAPOOICe ONEHHBAIOTCS ¢ (UBMYCCKOM
TOYKY 3PCHNH, H B 3aKIIOUCHIE PEIIaeTcs YNCIeHALIH LIpaMep.

Summary

SYSTEMS OF ORDINARY LINEAR
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

VAcrav DoLEzaL
(Received February 25th 1958.)

The article treats systems of ordinary linear integro-differential equations (5).
Such equations occur when one studies transient phenomena of linear physical
systems, viz. electrical, mechanical or acoustical circuits.

First it is shown that the formal treatment of these problems, so usual in
technical publications, soon leads to difficulties. The notion of generalised
and classical solution of the system (5) is then defined; some existence theorems
proved. It is also shown that every generalised solution of (5) is a type of
limit of classical solutions of systems with the same coefficients.

Finally, these results are interpreted physically; concluding with a numerical
example.
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