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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

PRISPEVEK K OTAZCK HODNOCENI STRUKTURY MATERIALU

VRATISLAV HORALEK

(Doglo dne 29. Tijna 1957.) DT:620.18.001

V praci je stanoven vztah mezi pramérnym pocétem zrn v jednotce
objemu materidlového vzorku a pramdérnym po¢tem rovinnych priaseki
na jednotee plochy v roviné metalografického vybrusu. Refeni je podd-
no za predpokladu, Ze zrna kulovitého tvaru jsou v prostoru vzorku roz-
migténa ndhodné. O rozdéleni priméric zrn se predpoklada, Ze je loga-
ritmicko-normélni.

1. Uvod

Ponévadz metalografickymi metodami lze pozorovat nebo mérit strukturni
zmény pouze v roviné metalografického vybrusu, je nutné znat vztahy mezi
vysledky pozorovani na roviné vybrusu a poméry v prostoru materidlového
vzorku. Pri studin kovovych materiald nap¥. pii sferoidisaci cementitu, pii
grafitisaci temperované litiny s dernym Jomem apod. se setkavame s piipady,
kdy zrna sledované faze jsou piiblizné kulovitd a jsou nahodné rozmisténa
v prostoru materidlového vzorku. Jejich rozméry jsou véak vzédjemné rozdilné.
Zde jo pak zvlisté dulezitd otazka urdeni vztahu mezi primérnym poétem A
rovinnych priseka zen, ktery zjistujeme na jednotkové plofe roviny vybrusu,
a pramérnym poctem » zrn v jednotce objemu vzorku.

Touto otdzkou se zabyvala za raznych predpokladt fada autord jako nap¥.
ScHEIL [1], FuriMawn [2] a Sanryrov [3]. Ve viech téchto pracich jsou FeSeny
pouze pripady, kdy bud vSechna zrna jsou stejné velkd anebo je znama pra-
mérnd velikost zrn v prostoru.

V piedlozené praci se naproti tomu vychdzi z urditého zikona rozdéleni
rozméra zrn, ktery obsahuje neznamé parametry. Predpoklada se, Ze toto
rozdéleni je logaritmicko-normélni. Fysikalni odévodnéni tohoto piedpokladu
a jeho ovéieni na zdkladé experimentalnich vysledka bude uveiejnéno v samo-
statné praci [4].
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2, Vztah mezi poétem zrn ve vzorku a poc¢tem rovinnych prasekit zrn na rovind
vybrusu

Uvazujme materialovy vzorek B, ktery ma tvar véilee s libovolnou podstavou
a vyskou v a v némz jsou nahodné umisténa kulovitd zrna. Presnéji fedeno,
pravdépodobnost, ze stfed koule s padne do podmnoziny A vzorku B je

P(SEA):%%%, Ach, (1)

kde |A] a |B| znadi objem A resp. B. Kolem stiedu s opidme kouli o poloméru
£

%, kde ndhodné proménné & ptislusi hustota pravdépodobnosti

1L femsey
f(z) — Ven e T e ) aso, @)
ZTT0

mi»—d

pii ¢emz p a ¢? jsou nezndmé parametry.
. ; . vy oy . . . v
Valcem B vedme nyni rovnobézné s podstavou rovinu ve vzdilenosti - od

podstavy. Oznadme A jev, kdy koule (s, £) ndhodné umisténd ve vilei B je
touto rovinou protnuta. Pro pravdépodobnost jevu A4 zfejmé plati

P(4) = f j fz) de - f f(x) de .

Jelikoz velikost zrn je ve srovnéni s objemem vzorku |B| mnohokrat meni,
je moino psab
w

; 1 ~ _ 1 flga—lgu\t
P(A) ;fﬁf(x) da = - ‘e 2 ( “ ) dx = 71— netst (3)

v l/‘.’,nav J
0

0

Umistéme nyni uvedenym zptasobem ve valei B nezavisle & kouli (s, &),
i =1, 2, ..., k, aoznatme [ podet kouli, které byly protaty rovinou fezu. Této
ndhodné proménné ziejmé prisludi binomické rozdéleni s parametry k a P(4),
take vzhledem ke (3) je stfednf hodnota

Ely =1=1LkP(4)= j/,:;‘ue%“z . (4)

Za pFedpokladu, e hodnoty I, 1 a o® jsou znamy, mizeme stanovit k& z rovnice

- v - (5)
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3. Stanoveni momenti rozdéleni praméri rovinnyeh priseki kouli na roving
vybrusu

Predpoklidejme, Ze nastal jev 4, t. zn. Ze koule (s, &) je protnuta rovinou
vybrusu (viz obr. 1). Oznadéme:

&, — pramér koule, kterd

rovina metalografického vibruss byla protnuta rovinou

vybrusu, a f,(x) pii-
sludnou hustotu prav-
dépodobnosti;

1,4 — primérrovinného pri-
seku koule, ktery zjis-
tujeme na roviné vy-
brusu, a g(y) piislus-

Obr. 1. nou hustotu pravdé-
podobnosti;
t, — vzdalenost stiedu koule od roviny vybrusu a h(z) piisluinou hustotu
pravdépodobnosti.

Podle Pythagorovy véty plati
n 2 £ 2
A A
SR ERCE

ha— ST, » ©)-

7 &¢ehoi

kde
2L 4
&,
Ponévadz stfed koule md rovnomérné rozdéleni nezavislé na poloméru &,
ma i ndhodnd proménnd v roviomérné rozdéleni nezavislé na £ :

h(t) — 1, pro ¢ uvnitt (0,1)
| 0protvng  (0,1).

Pro f (x) vyplyvé z Bayesova pravidla

1 flga~lgu\®
z . f(x) 1 -5 | -
fA(:C) = f - o 2 ¢ ? ( ’ )
]/:Zna,ue*“

[f(z) da

0

(7

x
— podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky & = x je totiz — a f(x)
v

je apriorni hustota pravdépodobnosti. Z vysledku (7) vyplyva, ze nahodna
proménnéd &, m4 opét logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry (g x -+
+ o2, %),
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Vzhledem k nezdvislosti ndhodnych proménnych &, a 7 plati podle (6)

Blp) = B, = By EI(1 — )77 (8)

Jak znamo, vzhledem ke vztahu (2) je
B(&) = [avf(a) du == pre?™ . (9
0

Pouzijeme-li vy$e uvedeného disledku, ktery vyplynul ze (7), dostdvame
plimo

E(‘EQ) — (Hea’)u e&vzaz _ Mveéugv(v 1 2) . (10)
Dale mizZeme vyjadiit

1 1Y 42
2 gv+1 d 1(7)1( 2 )

Bl — 7)° =

J: — S — , ¥
P V= 21(1—‘7—3)

=

=—1,0,1,2,..., (11)

kde I'(n) je gamma funkce.
Dosazenim vysledk (10) a (11) do vztahu (8) ziskdme hledany vyraz pro v-ty
moment rozdéleni praméri rovinnych prisekt kouli na roviné vybrusu

ot
/3@' R S S S queé(ﬂv(ﬂﬁ) , (12)

v+ 3
ar (42)

pro = —1,0,1,2, ...,

4. 0dhad priimérncho poétu zrn v jednotee objemu materialového vzorku

Oznadme » pramérny podet kouli v jednotce objemu materidlového vzorku
a A pramérny podet rovinnych prisekt kouli na jednotkové plose roviny
vybrusu V. Jestlize k je poéet kouli ve vzorku, jehoz objem |B| = »V, potom

k

“ =y
a
l
l — V -
Vzhledem k (5) dostavame tedy
y)
yo— 13
- LY

Stanovme nyni odhad 2.
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A
Oznadime-li d; (i = 1, 2, ..., m) potet rovinnych priasekt kouli, ktery jsme
zjistili pii ¢-t€ém ndhodném poloZeni jednotkové plochy na plochu roviny
vybrusu V, miZeme A odhadnout ze vztahu

1 A
ARg — 1. 14
mz(" (14)

g1

Predpoklidejme déle, Ze jsme na roviné vybrusu ndhodné vybrali a promé-
Fili » praméra rovinnych praseka koulf. Oznadme vysledky y,, ¥, - ., ¥,. Poné-
vadz podle (12) je

a -
— e J— -1
2#6@2 - ﬂ“l - ((77 )7
muzeme poloZit pro dostatedné velké n
1 7o 1 (15)
uelst T 2n Z Y,
j-1

Pomoci (14) a (15) ziskéme z (13)

m n 1
= 2D (16)
= = Yi

i=1

Oznacime-li €'y a C1 piisludné koeficienty variace dostdvame
v
e y2 yo 12
cy  C¢f O30

63:H+Tf+,,,,§< (17)

m mn
Stanovme nyni optimalni pomér mezi podtem méteni m a n, ktery minimali-
suje niaklady na méfeni pii dané piesnosti. Oznadéme
a — naklad na poloZeni jednotkové plochy na rovinu vybrusu a na zjigténi
piislugného podtu rovinnych priseki,
b — naklady na zjiftént praméru jednoho nahodné vybraného rovinného
praseku koule.
Pozadujeme-li nyni, aby celkové naklady, pottebné k ziskani podklada pro
odhad #, byly minimalni, tj. aby
am 4+ bn = minimum , (18)
kde proménné m a n jsou vazany vedlejiéi podminkou (17), v niz zanedbavame
2

élen - ' musi ziejmé
mn

m c, /b
PR Va' - 1o
v
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Velikost, koeficienttt variace C; a C1 odhadneme z vysledkit pozorovani na
roving vybrusu v

m, %
1y _Zldf
Com | mte—11, (20)
(24)
i-1
ol i
12,
G~ I, (1)
v

(i 1)2
Y
kde m, resp. n, jsou rozsahy pozorovani.

5. Priklad-

Na obr. 2 je ukdzka mikrostruktury vzorku, kterd je tvoiena zdkladni hmo-
tou ferritickou, v ni% jsou uloZena silné sferoidisovand zrna cementitu. Na
vypracované roviné metalografic-
kého vybrusu byla provedena
méfeni jednak velikosti rovin-
nych prisekit zrn (podet méteni
n) a jednak poc¢tu téchto pri-
sekli nachazejicich se na jednot-
kové plose (pocet méteni m). Od-
had veli¢in Cy a € (pfi n = 100

y
a m == 50) byl proveden pomoci
vztaht (20) a (21). Bylo zjisténo
0, = 04 a Oy = 0,17. Pondvads

pémér nakladt b:a =1:4, je
tedy podle (19) optimalni pomér Obr. 2.
m:n = 1:5.

Pro odhad priimérného poétu » zrn jednotece objemu bylo pak proméfeno
300 pramérii ndhodnd vybranych rovinnych priseki zrn a 60krat byla polo-
%ena jednotkova plocha na rovinu vybrusiw. Z vysledka méfeni byly stanoveny
vyrazy

300

1 60
Z — = 38612 a zd’f — 1073
iaYi ie1

J

Podle (14) resp. (16) je tedy A= 188 %= 147.
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Poznamka: Rovinné pruseky zrn byly vybrany tak, Ze na danou plochu roviny vybrusu byla
poloZena prihlednd deska s vyznatenymi ndhodnymi body, jejichZz soufadnice byly uréeny po-
moei tabulek ndhodnych é&isel a do vybéru byly pojaty pruseky zrna, jejich% predem stanovens
¢ast (napf. dolni ¢dst) — stejné velkd u viech zrn — leZela pod ndékterym z téchto bodi. Kdyby-
chom do vybéru pfijali rovinny prisck po kaZdé, kdyz byl zasa¥en, pak by pravdépodobnost
pEijeti tohoto praseku zrnado vybéru byla tmérné jeho ploge. Tomu jsme se vyhnuli praveé tim,
%e pro prijeti do vybéru byla smérodatnd pouze ¢dst zrna (pfiblizné rovné ploe nejmengich pri-
sek zrn). Praseky, jejichz obrys po naleptani splynul, nebyly vzaty v avahu.
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Pezome

3AMETHA K NPOBJEME UCCIEJOBAHUA CTPYRTYPLL
MATEPUAJIA

BPATHUCJIAB T'OPAJIER (Vratislav Hordlek).
(Hocerynmito B pepaxnmo 29/X 1957 r.)

B cratee maerca pemenue Bompoca, mMeioniero OoJbIOIOe 3HAYCHUE NDH H3Y-
YeHHIN QW3MKK MCTAI0B, UMEHHO OTHONICNHEe Me;KRAY CPedANM KOIHYecTBOM
A cedeHN 3CPH HA CIHATE JITOCROGTH B INIOCKOCTH HMIiM()a M CPeTHUM KOJIM-
4yecTBOM x 2¢pH B ejmpnne obnema obpasna. llpu ycuomum, uro puamerp
mapoobpasubX 3epll, HOMCIACMBIX cjydailHo B ofpasie, MMeeT paclipefleie-
HHC

1 (lga:—lg p)’
= TE=— e a , x>0.
]/ 2nox

1] -

f(z)

IJC g ¥ 0% — napaMerpul PACHPEACIPHUA, TIOIYInM

A
= ——F75 .
uete
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Summary

A CONTRIBUTION TO THE STUDY OF THE STRUCTURE
OF MATERIALS

VRATISLAV HORALEK

(Received 29 October 1957.)

The paper treats an interesting question of the physics of metals: the relation
between the average number A per unit volume of intersections of particles
with a plane cross-section on one hand, and the average number » per unit
volume of particles on the other. If spherical particles are positioned at random
within a given volume, and their radii have a probability density

. 1 _ l ]gm—lﬁ 8
f(x)r:?e 2( ¢ ), CC>O,
V"naw
with given parameters u and o, then the relation in question is
v A
T opetet
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