Aplikace matematiky

Ivo Marek
UZiti maticové methody v mnohoskupinové theorii difuse neutront

Aplikace matematiky, Vol. 3 (1958), No. 2, 141-149

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102611

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1958

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102611
http://dml.cz

SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

UZITIMATICOVE METHODY V MNOHOSKUPINOVE THEORIL DIFUSE
NEUTRONU

IVO MAREK
N . ~ DT:539.185.5:512.831
" (Doglo dne 23, dubna 1957.) (’;3|_()3§,4_(’)1

V préei je podano feseni ulohy kritického poloméru kulové sownér-
ného n-pdsmového jaderného reaktoru. Pfi mnohoskupinové formulaci
tlohy je pouzito maticové methody, kterd je pro prakticky vypodet vy-
hodné v pripadé, Ze pocet skupin neutrontilneni ptilis velky (I = 4).
PPodet pésem, ktery se v praxi obvyvkle vyskytuje, obtiznost vipodtu
podstatné nestupiimje.

1. Uved

V mnohoskupinové theorii difuse neutrond lze plevést nékteré tlohy na te-
Seni soustav linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty.
Z theorie soustav linedrnich rovnic jsou zndmy ruzné methody k uréeni obec-
ného Fefeni kazdé takové soustavy. Jestlize v8ak jsou Fedeni téchto soustav
vazéna okrajovymi podminkami, jim% musi vyhovovati, je dilezita volba
nejvhodngjsi methody k urdeni fedeni. V tomto ¢élinku ukazeme na fedeni jedné
ilohy difusni theorie jadernych reaktord, jak lze vyhodné pouzit maticového
poétu. Na moznost pouziti maticového podtu pii feeni podobnych tiloh bylo
poukazano v praci [1].

2. Formulace dlohy

Hledame hodnotu Ry a FeSeni n soustav diferencidluich rovnic s konstantnimi
koeficienty
m

’ <N (ke 9 . R
i) = S G m k=1 (1)
hol

v maticovém tvaru feseni rovnice

Vilr) = MVi(r) . re (B R Ry =0, (2)
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takové, aby

1) h”f\“ 1 < ZgN < RJ\' +1 1 1/3 N ;\; n, (3)
‘}/'1
W, g
Z) VI(IEO) o V() = | g , 1= Il << n s (4)
P
1I.J)’"l
3) Vi) = U ViR, k==1,2,..,n—1, (5)
4) Vn(-Rn) = Nnvw(-R’n) s (6)

kde R,. ..., R, jsou s vyjimkou Ry predem zvolena kladnd éisla, vvhovujiei
nerovnostem

RBy< R, <..<<R,. (7)
M., U, N, jsou &tvercové matice stupné m, M, a U, pro b + N jsou matice
konsgtantni, N, a U, pro k = N zdviseji na Ry, pfi ¢emz prvky téchto matie
jsou obeené komplexnf éisla. Hledané funkee y;;, jsou komplexnimi funkcemi
realné proménné r v (0, -- o). Funkee y,, jsou prvky matic

P(r)
Vir) =1 : (8)
zp.,,,k,(r)
a V() je derivaci matice (8) jejimiz prvky jsou derivace pfislusnych velidin
matice V,(r). Pro hodnoty ¥, ..., W, W, 1, ..., ¥, ve vyrazu (4) plati vztah:

¥ _HY : (9)
kde
R 'y P
o ||, vl |, Pl<tw (10)
\P‘l \11/“7"

a matice H je konstantni obdélnikova matice typu [, m — L.

Poznamka. Jak je patrno z formulace, neni tato dloha ani obvyklym okra-
jovym problémem ani tlohou Cauchyova typu. Bude proto fedeni této tlohy
zajimavé nejen po strance praktické, ale i po strance matematické.

3. Refeni tlohy

Nazveme k-tym pasmem mnozinu bodu 7, pro které plati nerovnosti

R, =r=k
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Podle zndmych vét z theorie soustav linearnich rovnic (viz [2], hlava 2, str. 77)
existuje pravé jedno feSeni rovnice (2) v prvnim pasmu, které vyhovuje pod-
mince (4). Predpokladime zatim, ze V', 4, ..., 'V, jsou jisté konstanty a uréime
v nasledujicim podminky, jim# musi vyhovovati. Toto feSeni je dano vyrazem
Vi(r) = exp {My(r — R)} V, . (11)
Definice a vlastnosti funkei, jejimiz argumenty jsou matice, nalezne ¢étendf
v knize [3] v hlavé 5.
Podle jiz zminéného tvrzeni existuje pravé jedno fefeni rovnice (2) s kb = 2
jez vyhovuje pro » = B, pociteini podmince
VZ(RI) = UV (Ry)
Toto teseni je podobné jako (11) dano vyrazem
Vo(r) = exp {My(r — Ry} Vy(R)) —=
= exp {My(r — R)} Uy exp { M(B, - B)} V, . (12)
Vyrazy (11) a (12) jsou Fesenimi rovuic (2) pfi k == 1 a k= 2, které vyhovuji
podminkam (4) a (5) s kb = 1.
P#i stejném postupu v dalsich pasmech lze dokazati, Ze pro vSechna k,
ko=1,2,....nje tefeni v k-tém pasmu dano vyrazem
—exn § . i :
Vi(r) = exp {My(r — B, ){U,.,...Upexp {M (B, — B)} V. (13)
Obecené viak nebude splnéna podminka (6). Tuto podminku lze pomoci (13)
s k= n zapsati takto:
T(By) Yy = N, T (B\)V,, (14)
kde T,(Ry) je funkei hledaného Rn:
Ry — o > ) 'x
T.(By) = exp {M (R, — R, )} U, ;... Uyexp {My(By — By ;)} ... Ujexp.
AM(B, —~ R}V, .
Odtud vyplyva, Ze konstanty W', 4, ..., ', musi byti feSenim soustavy linear-
nich rovnic (14). Polozime-li

Tn.(RJ\V) = (T171(Rl’) TQn(R'\')) )

NnTn(RN) = (sln(RJV) SZH(RN)) s
kde T,,(Ry) a S.,(Ey) jsou obdélnikové matice typu m, I, T,,(Ry) a S5, (Ry)

obdélnikové matice typu m, m — [, vidime, Ze soustava (14) je vzhledem
k (9) ekvivalentni se soustavou nasledujici:

{[Tm([ﬁw) - SIM(RN)] H ’}' [Tzn(]{N) — S.’.H(R’V)]} ¥ =0 ? (15)
z tehoz dinime tyto zivéry: Uloha bude miti nenulové Fefeni pouze tehdy,
bude-li existovati nenulové Yeseni ¥ rovnice (15). K existenci takové matice ¥
je nutné a stadi, aby matice soustavy (15) méla hodnost mensi nez m — [,
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t. j. aby vSechny (m — [)-Ffadové determinanty této matice byly rovny nule.
Tim jsme obdrzeli podminku pro Ry, nebot uvedenou podminku lze realisovati
pii vhodném Ry. Shrneme tedy docileny vysledek:

Nenulové feseni dlohy vytdéené v § 2. existuje pravé kdy% existuje takové
Ry, pro néz plati (3), které anuluje viechny determinanty stupné m — I matice
soustavy (15). Toto ¥efeni je dino v &-tém pasmu vyrazem (13), pfi demz kon-
stanty ¥, ..., ¥, musi byt Fedenim soustavy (15) a lze tedy alespofi jednu
% nich voliti libovolné.

4. Kriticky rozmér jadernéhe reaktoru

V mnohoskupinové difusni theorii jadernych reaktor se vysetiuji soustavy
diferencidlnich rovnic s redlnymi konstantnimi koeficienty (viz {4] a [6])

1
AD,(w, . 2) + Z”;];.)(th(w‘ ¥,2) =0, - (16)
o1

kdez @;, = @y (x, y, z) znadi neutronovy tok j-té encergetické skupiny v k-tém
pasmu reaktoru a konstanty «ff) popisuji difusni vlastnosti v k-tém piasmu
reaktoru pro skupiny neutronit (4, #). Pro kulové soumérny jaderny reaktor
lze tyto soustavy pievésti obvyklymi formélnimi ipravami na tvar soustav

(1) resp. (2) s okrajovymi podminkami (4), (5), {6). V tomto piipadé je

m = 21

>

kde [ znamena podet energetickych skupin neutront.

Matice
' O E
mo( 2

i ¢emZ O je nulova, E jednotkova matice, obé jsou stupné I a
7 -

al o al®

A | .

a® L. al®

Déle pak
Y T 0 O...... 0
O Npp e 0...... 0
1
U, — ']{—('X]L. /))1,) ...... [ Prie e 0
1 ,
| O, .o R_/:(\M Pu) O fPu
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0..... O fynerens 0
N 0..... 00 ... than
L Y D 01 ... 0
[0 00 ..... 1

kde ayy, £, jsou urdité kladné jaderné konstanty, vyrazy w;, jsou readlné a zé-
visi na Ry.

Jestlize Ry == 0, je

o
: ®,\

Vo=lg,| ¥-|1 | H=O an
! \ D,
(i)lj

CpEL Cemz @f = D (0), ..., D, = D (0) jsou koneéné a znaci hodnoty neutro-
nového toku j-t¢ skupiny ve stiedu reaktoru. Podobné¢ jako v paragrafu 3 je
zatim bliZe neurcujeme.

Mnozina bodd kulové soumérného reaktoru, pro jejichz priuvodice r plati
nerovnosti B, == r = R, kde R,, ..., R, vyhovuji nerovnostem (3) a (7), se
nazyva k-tym pasmem kulové soumdrného reaktoru. Jak jsme naznadili
v paragrafech 2 a 3 je pfi FeSeni rovnie typu (16) s hlediska vypodtu jaderného
reaktoru t¥eba najit tvar funkei @, a jednu z hodnot, R, jez opét oznadime Ry.
Podle prijaté terminologie v theorii reaktortt miizeme tuto hodnotu nazvati
kritickym rozmérem aktivniho pdsma. Protoze aktivnich pasem muze miti
dany reaktor nékolik, je zfejmé, 7e ani pevné zvolené hodnoty Ry, ..., Ry 4,
Ry.s. ..., B, nemohou byt zcela libovolné. O tom se ostatné jesté zminime na
pislugném misté.

Z vysledkt paragrafu 3 plyne, ze Fefeni je v k-tém pasmu reaktoru dano vy-
razem (13) a matice ¥ vyhovuje podle (17) a (15) rovnici

{Tou(By) — Son(Ry)} W = O (18)

Soustava (18) je ekvivalentni se soustavou

{T:lu(R\') — NlrzT4rr(]{J\T)} ¥ - O 5 (19)

Py Ty, (£x) _ (O N,
T‘.’W(RA\) - (T,I,,(R\') » Nn T O E )

polozime-li



Aby existovalo nenulové feseni soustavy (19) je nutné a stadi, aby determi-
nant této soustavy byl roven nule, tedy
}Tmz(Ri\') - NHLTM(RJV)] =0, (20)
co% je podminkou pro kriticky rozmér.
V piipadé, ze md rovnice (20) vice kofenit, pro které plati (3), pak nejmensi
z nich se nazyva kritickym polomérem jaderného reaktoru.

=1

Precr oee P
Dot P P o
| IVAEESS S IO Pe-11-1 Vo1t Ms—11 | ;
«) P ), P +0, (21)
| Pesrze- - Ps+it-1 Psertr1- .- Ps+11
R R
E?’u ---- Pr-r Pu+r -~ -Pu

pri emz py, jsou prvky determinantu [Ty, (By) — NU,T4.,,,(RN)‘ pro kritickou
hodnotu Ry, existuje pravé jedno FeSeni scustavy (19) p¥i pevnd zvolené
hodnoté @,. Obdrzeli jsme tedy nasledujici vysledek:

Kriticky polomér kulové soumérného jaderného reaktoru Ry je nejmensim
kotenem rovnice (20), pro ktery plati vatah (3). Neutronovy tok @, ktery
obdrzime snadnymi Gpravami ze vzorel (13) s hodnotami @,, ..., ®; ve stiedu
reaktoru, zavisi za predpokladu (21) na jediné, t. zv. normovaci konstanté @,.

Pozndmka. Protoze neutronovy tok nemize byt zaporny, je ziejmé nutné
omeziti se pii volbé veli¢iny @, pouze na hodnoty kladné. Z téhoz diivodu musi
byt kladné i ostatni veliciny ®; a vubec funkce ®;(r), které maji vyznam
neutronového toku v piislusnych intervalech. Tyto poZadované vlastnosti
funkei neutronového toku odpovidaji specialnim hodnotdm konstant af),
50 B & pod. jadernych konstant a jsou pfi tom zajistény redlnosti fysikdl-
nich procest, které v reaktoru probihaji.

5. Rozbor FeSeni a postup pii numerieckém vypoétu

Jak jiz bylo poznamendno v paragrafu 4 nelze v piipadé jaderného reaktorn
voliti poloméry R, zcela libovolng. Zadame, aby pro polomér prvniho pasma
platila nerovnost

R, < R,

“~
kde R, je nejmeniim kofenem rovnice (20) pro n = N == 1, pro ktery plati
R, > R, jestlize takovy koten viibec existuje. V piipads, e rovnice (20) nems
#adny redlny koten, neklademe na R, Zadny jiny pozadavek, nez aby B, > E,.
Pro polomér druhého pasma zadéme splnéni ..erovnosti
R, < R,
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kde j‘?z je nejmengim ko¥enem rovnice (20) pii » = N = 2, jestliZe existuje
jinak opét neklademe na R, Zadné jiné omezeni, ne% aby R, > R,. Splnént
obdobnych podminek poZadujeme ve viech n pasmech. Tato omereni roz-
méra jednotlivyeh pasem reaktoru odpovidaji fysikalnim pozadavkim, aby
jednak vSechna aktivni pasma s vyjimkou pasma N-tého byla podkriticka
a reaktor se stal kritickym aZ pii vhodném rozméru NV-tého pasma, jednak tomu,
_7e rozméry neaktivnich pasem reaktoru mohou byt libovolné. Poloméry Ry
(I £k =mn), které vyhovuji vy¥e uvedenym podminkim se nazyvaji fysi-
kalng piipustnymi poloméry. Ma tedy hledani kritického rozméru Ry smysl
pouze tehdy, kdy% vSechny ostatni poloméry jsou fysikalné piipustné, éimz
je tieba doplniti formulaci tlohy pro piipad jaderného reaktoru.

Vypodtem musime tedy stanoviti pro kazdé pasmo fysikainé pripustny polo-
mér a dile pak udati rozloZent neutronového toku. Jak vyplyva z prabéhu
teSent Ulohy v paragrafu 3, stadi udati postup Yeseni obou téchto tikol pouze
pro jedno pasmo. I uréeni neutronového toku v k-tém pasmu staci zjistit
matici exp {M,(r— B,_;)}. K stanoveni této matice potfebujeme znati koteny
minimalniho polynomu matice M,, ktery oznadime w,(1). ProtoZe se v praxi
vyskytuje pfevizné piipad, kdy je minimalni polynom totoZzny s polynomem
charakteristickym, budeme se podrobnéji zabyvat pouze timto piipadem.
K vypodétu charakteristického polynormu matice M, se v uvedeném piipadé
pouzivé Krylovovy transformace charakteristického determinantu (viz [3],
hlava 7, str. 168), jez ma tu vyhodu, Ze se proménna 1 vyskytuje pouze v je-
diném sloupei transformovaného determivantu. RozloZime-li charakteristicky
polynom na linedrni &initele, bude

Yeld) = (A — A" (A — APy

pii ¢emz A% ..., A% jsou prave viechny od sebe rizné koveny a qy, ..., ¢, p¥i-
slu$né nasobnosti. Hledanou matici exp {M,(r — R,_;)} muZeme potom urditi
pomoci t. zv. zakladni formule pro f(M,) (viz [3], hlava 5, str. 90):

s

(M) = > {10000 Z00 + 0500 Z3 + .+ (™ P00 Z0HY . (22)
Bl

kde f je jakdkoliv funkee definovani alespoii na spektru matice M,. Z§) jsou

urdéité détvercové matice, jejichz tvar zdvisi pouze na matici M, nikoliv na

funkei f a nazyvaji se komponentami matice M,. Jedna z metod ke stanoveni

komponent matice M,, uvedend v knize [3] na str. 93, vede na urdeni fefeni

soustavy linearnich rovnic hodnosti m, jiz komponenty Z§? vyhovuji.

Po uréeni komponent Z§ sestrojime matici exp {M,(r — R,_;)} tak, %e po-
uzijeme vzorce (22) s funkei f(z) = exp {z}. Snadnymi tGpravami obdrzime
potom kritickou rovnici (20) pro n = N = k. P¥i fefeni této rovnice mohou
nastati tyto piipady. Za prvé: existuje kofen R této rovnice, pro néjz plati
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~
nerovnost 2 > K, ;. Lze potom zvoliti R, tak, aby B, << B, << R, kde ]/\i,‘.
je nejmensi z kotend B, pro néz zminéna nerovnost plati.

Za druhé: Rovnice (20) nemé zadny redlny koifen, takze muZeme voliti R,
fibovolné. V obou ptipadech je zvoleny polomér fysikalné pFipustny. Posléze
je mozny jesté pripad, Ze rovnice (20) ma pouze kofeny R mendi nez R;_;.
Potom uloha nemd Fefeni a reaktor s danymi ddaji nelze realisovati. Pii vy-
podtu reaktoru se vyskytuje velmi casto piipad, kdy pdsma, kterd jsou vné
pasma N-tého. nejsou aktivni (reflektor). Podle jiz feteného vime, Ze potom
Ize §itky téchto pasem D, — R, — R, , pro voliti zcela libovolneé.

Numericky vypodet se zjednodus$i v piipadé, kdy determinant matice A,
je rizny od nuly. Potom plati v disledku specidlniho tvaru matice M, rovnost

exp Myl — B,y = | VA0 R VA&, . (23)

\—l/z,jsin 1/7@7() ~R,_) cos VK,T. (r-—— R,_,)
takZze k uréeni matice stupné 2/ exp {M,(r — £,_,)} staci stanoviti matice
stupné [, vyskytujici se na pravé strané rovnosti (23). Jejich urdeni provedeme
tak, ze pouzijeme zakladni formule pro f(A,), t. j. obdobné formule jako je (22),
kam za f dosazujeme postupné f,(z) = cosl/z, fs(z) = sin 1/57 fo(z) = 1/5, fa(z) =
1

V=

Z pozndmek uvedenych v paragrafu 5 vyplyvé, Ze uziti methody podané
v tomto élinku je vyhodné pouze v piipadé malych I (I < 4), aby se daly bez
vétsich obtizi zvlidnouti nékterd podetni tkoly, jako je ku piikladu ¥eSeni
soustavy linedrnich rovnic a zejména pak fefeni kritické rovnice (20).
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Peswowme

INMPUMEHEHRE MATPUYHOI'O METOIA
B MITOT'OTPYHIIOBOM TEOPUW J[HODY3NKU HEWTPOHOB

HBO MAPEIL (Ivo Marck)

(Hoctyinnio v pegacmuo 23/[V 1957 r.)

B crarbe mpopejieno pelmeiie 3ajau, ¢ ROTOPOI BCTPEUASMCS B MHOTOTPYII-
LOBOH TEOpHMM SIIEPNLIX PEAKTOPOB, T. C. NAHO OUpPeNeIeHne KPUIMIeCKOTO
papmyca ceprueci CHMMOTPIIMECKOTO peakTopa ¢ » 3oHaMu. Maremarmyee-
Kasg QOPMYNHMPOBRA 3AJATH BEET K CUCTCMAM JUTHEAWHIX JEGPHepeHabHpK
ypasrennit (1) wian sxe (2) ¢ MOCTOAHHBEMI KODQHMUWENTAMI 1 ¢ YCITOBUAMMA
(3)—(6). Mur Bocnoas3oBamich MATPUUHON 3aIIHCLI0, P LOMOIIU KOTOPOH
JErKO YHACTCs JIOKA3aTH CYIIECTBORAUUE ¥ OAHO3AAYNOCTL pemenus. Ilpn
TMPAKTHYCCKOM pacyere HPHMEHeHle TaRoH 3almei ynodio B ciayvae, KOIJA
TUCAO HHCPIOTHYeCKUX MPYLIL ne climmuom semaro (I = 4). Il npmHuminmann-
HOW TOYKM BPEHHS YMCIO 300 MOMKCT OBITh HCOTPAHUYCHHBIM, OJ(HAKO, HA
TPAKTUKC YHCIO 30H He DOJBINOoe, TAK UTO OHO e 0YeHh OCTORHIeT INCTeHAME
pacyeTsl.

Summary

MATRIX METHODS IN THE MULTIGROUP THEORY OF NEUTRON
DIFFUSION

IVO MAREK
(Reccived April 23, 1957.)

This article presents the solution of the problem oceuring in the multigroup
theory of nuclear reactors, i. e. determination of the critical radius of an n-zone
spherically symmetric reactor. The mathematical formulation of the problem
leads to systems of linear differential equations (1) or (2) with constant coetfi-
cients and conditions (3)—(6). The matrix symbolism used here (as well as
in the formulation of the problem) is especially suitable for the proof of existen-
ce and unicity of the solution; and also for the numerical computation in case
the number of energy groups does not exceed 4 (I = 4). In the theoretical part
the number of zones is arbitrary. The number of zones oceuring in practice
does not complicate the numerical computation.
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