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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY o

SLO 2

SCHWARZUV ALGORITMUS PRO POLYHARMONICKE FUNKCE

MILAN PRAGER

(Doslo dne 3, gervina 1957.) DT517.046.9

V élinku se dokazuje konvergence Schwarzova algoritmu pro sjedno-
ceni a pranik dvou oblasti pro zdkladni okrajovou tlohu pro poly-
harmonickoun rovniei.

1. V theorii parcidlnich diferencidlnich rovnic je dobfe zndm Schwarziv
algoritmus, dovolujici Fesit Dirichletovu tlohu na sjednoceni dvou oblasti tim,
Ze TeSime tuto ulohu pro kazdou z oblasti zvlast. Existuje analogicky algo-
ritmus pro Fefeni Dirichletovy tlohy na priniku dvou oblasti. (Viz [1].) Pt
dtkazech konvergence téchto algoritmtt pro harmonické funkece se obvykle
podstatnou mérou uzivd véty o maximu. Variaéni metody uzil po prvé 8. L.
SopoLEV k dikazu konvergence téchto algoritma pro rovnice theorie pruz-
nosti [H]. Variaéni metody uziva téz S. (. MicHLIN, ktery se zabyva obecnéjsi
eliptickou rovniei [2].

Cilem tohoto ¢linku je ukézat konvergenci téchto dvou algoritmti pro z4-~
kladni okrajovou tlohu pro p-harmonické funkee, t. j. funkee, sphiujici rovnici
Aty = 0 v n-dimensionalnim prostoru. P¥i tom budeme aplikovat obecnou
vétu z theorie Hilbertovych prostort, vystihujici abstraktni jadro alternujiciho
procesu (viz [6] a téz [7], [8])). Z varialnich metod uzivame vysledkt S. L.
Soboleva [4].

2. Nez piistoupime k formulaci a ditkazu konvergence obou algoritmi, za-
vedeme pledpoklady o uvazovanych oblastech, nékterd oznaleni a dokdzeme
dvé lemmata.

Méjme dvé omezené n-rozmérné oblasti G4 a (5, jeZz maji neprazdny pranik
Gy. Oznatme déle G == G, U 0y, G} — G, — G,. G, = G, — . Budeme pied-
pokladat, Ze vSechny tyto mnoZiny jsou soultem hvézdovitych oblasti (viz
[4], str. 74), Ze jejich hranice je jednoduchal) (4], str. 8$1) a Ze se sklada jen

1) Jednoduchou hraniei rozumi Sobolev, pfibliZné Feéeno, hranici po &dstech dosta-
teéné hladkou.
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7 (n — 1)-rozmérnych variet, Budiz B; hranice ¢; (¢ = 0, 1, 2), B hranice @,
Budiz dale C| ta dast By, jez leii v Uy, tedy C; = B, 0 ¢, a podobnd budiz
C, =B, n G,

M&jme na néjaké (n — 1)-rozmérné variett, lezici uvnitt nebo na hranici ¢/
dany funkce a4, kde 0 = Xx; = p — 1. Budeme Fkat, Ze funkce u e
« W ()2) nabyva hodnot {g., ...} ve smyslu S, jestlize funkce u a vechny

amy, ‘ .
jeji derivace ———-— az do ¥adu p — 1 véetn¢ nabyvaji hoduot ¢, ..
oxfr ... dxgn v e
ve smyslu spojitosti v Ly, ([4], str. 94).%)

Analogicky smysl bude mit réeni, Ze funkee u splyva s funkei v ve smyslu N

nebo Ze funkee « je spojitd ve smyslu S.

Lemma 1. Mépme funker u, definovanou na G, kterd
L. jez WG, a z WP(G,),
2. je spojitd ve smyshy S na C.

Pak je u e W(G).

Pozndmka. V dal§im budeme uZivat i vétu, kterou dostaneme z tohoto
lemmatu zamdnou role oblasti @ a ,. To je ziejms 6% spravnd véta.

Dikar se snadno provede pomoci lemmatu, dokdzaného Michlinem ({31,
str. 162).

Lemma 2. Budif «@’ posloupnost p-harmonickijch funkei, definovangjch
v otevFené mnoiné A, lakovijch, fe ul) ¢ W A) pro kafdé k. Necht posloupnost
s konverguje ve smyslu konvergence ve W(A) k néjaké funkei w®. Potom

1. funkce u™ je p-harmonickd,

2. posloupnost uy” konverguje k funkei w® lokdIné stejnomérné,

o*up . .
- - konverguje pro k — oo k funker

axul?)
. . ﬂx%n )

3. posloupnost pre b . o
n
TokdlIné stejnomérné pii libovolnyeh ~,, ..., o, (& == 2 a;).
I
?) WP(GQ) je prostor funkei, jejich% viechny zobecnéné derivace p-tého Fadu jsou
v oblasti @ integrovatelné s druhou moceninou. Normu v tomto prostoru budeme bréti

takto:
2 P! coPu ’ )
Wy n(e) "Vf Z 1 A (—["".'3 d@ -
(.: Soew 4oyt \dxfr .. dagn

0% ?
PR a—) 1 = %Ay,
* 0= qgep (f()xi‘l ().17;?'( ) @ )

B

l

Hul

3) Funkce % nabyva hodnoty fna (n — 1)-rozmndrné variet® K ve smysla Ly oy, jestlize

integral f(u(P + AP) — /2dP je maly pro dostateénsd malé posunuti AP,
E
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Ditkaz. Jelikoz 7 konvergence posloupnosti u{” ve Wi”(4) plyne podle vt
o vnoteni ([4]) konvergence v priméru v celé mnoziné i na kazdé (n — 1)-roz-
meérné variete, staci dokdzat, Ze tvrzeni 1)-—3) zistanou v platnosti, predpo-
kliddme-li, #e posloupnost «§” konverguje v priméru k w® v celé mnozing
i na kazdé (n — 1)-rozmérné varieté¢ obsaZené v oblasti. Toto tvrzeni dokazme
indukei.

Pro p - 1 se jednd o harmonické funkcee a véta je zndma.

Dale zvolime v mnoziné .4 libovolny bod I’ a n¢jaké jeho kulové okoli K

poloméru R. Funkee uf” vyjadiime ve tvaru

W == hy o (B2 — )l D

kde r je vzdilenost proménného bodu od bodu P, %, jsou funkce harmonické
v celé mnozing, funkee uf? " jsou (p — 1)-harmonické v celé mnozing. Takové
vyjadieni je mozné, viz na pi. [2] str. 14.

Na hranici A tedy plati «® = h,. Konverguje tedy posloupnost /, na hra-
nici K v priméru a protoze se jednd o harmonické funkee, zjisti se snadno, %e
konverguje v kouli A lokalné stejnomérné k néjaké harmonické funkei k.

Odtud plyne, Ze posloupnost «{?- 2 konverguje v priméru na néjaké kouli A,
soustiedné s K a lezici 1 s hranief uvniti K, i na kazdé (n — 1)-rozmérné va-

. ok P — h
rieté obsazené v K’ k funkei YT
je u*=V (p - 1)-harmonicka funkee a posloupnost up-2 konverguje k w(»—0
lokdIné¢ stejnomérné v K’ ise viemi derivacemi. Odtud je vidét, 7e w® — h |-
+ (B? — r2) w7=D je p-harmonickda funkee v K’ a %e uw® konverguji k ul®

lokalné stejnomérné v K.

= u»~V. Podle indukéntho predpokladu

Zbyvi jesté dokazat lokdlné stejnomérnou konvergenci derivaci wf®

slusné derivaci w™. Vezméme nejdiive prvni derivace. Mame

'k pii-

auP  ch,

Aaglo-1y
R (R ), (m’f _

[ (2 LD

Vzhledem k omezenosti vyrazu »* a jeho derivaci, plyne odtud, ze prava strana

o . . . O . NIRRT, . oh

této rovnice konverguje v A’ lokalné stejnomérné k funkei - n (R — ).
ox;

- cu'®

- (= 22wV coZ je oviem rovino Lokalné stejnomérng

o, 249
konvergence vyigich derivacl se pak snadno dokaze indukef, viimneme-li si,

T
Ze - = je opét p-harmonickd funkce.

oy

: Sy \ nadime mnosinu £ e . . -

3. Symbolem /1 oznadime mnoZinu fankel » e B @), které maji tyto
viastnosti

1. na B nabyvaji nulovych hodnot ve smyslu S,

. . . v ’ 7
2. jrou p-harmonické v mnozinach (), G, G,
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V této mnozing je mozno zavést (krom& normy prostoru W) skaldrni
soudin

R p! &P o \
(n, ) T'/ > ; r : " ari .
-

L AU B SO ot R e SN e
Pak bude H, jak se snadno zjisti, Hilbertiiv prostor, jehoz norma je norma
prostoru W{(@). Uplnost prostoru H plyne v toho, #e I je podle lemmatu 2.
uzavieni mnozina ve W{(@).

Budiz dédle H; (i = 1, 2) podmnozina prostoru //, skladajici se z téch funkel,
které jsou p-harmonické v mnozindch (, a (7 — G,. Ztejm¢ H, je podprostor
prostoru H.

Nyni plati

Véta 1. Budif w ¢ H. Bak funkciondl |ju — »|* nubyvd minima, probihd-li
v prostor H; (i = 1, 2) a fohoto minima je dosaZeno pro takovou funkci vy e H,
(i =1, 2), kterd na varieté C'; nabijvd tijchs hodnot ve smysiu S jako funkce u.

Oanaltme-li P, projektor ma prostor H,, je zFejmé v, —= Pu.

(0 ¢ 0

Dikaz. Budiz w libovolny prvek z H; a budiz v, e H,; takova funkee, kterd
na C; splyva ve smyslu S s funket . Takova funkce v, existuje, nebot okrajové
podminky jsou pripustné (t. j. takové, e existuje funkece z W{((7), kterd jich
nabyva ve smyslu 8) a podle lemmatu 1. je skuteéns v, ¢ ;. Pak je
o — aoll2 =l — 2y — w - 0| == - vlf2 - |

b 2(u

wilt - wgll* — 2w — vy, w) -
gy Vo) — 2(w, vy) .

Jelikoz ale funkce w — v, nabyva na hranicich oblasti &; a G — @; nulovych
hodnot ve smyslu S a funkee w a v, jsou v téchto oblastech p-harmonické, nebot
jsou z H,, je
(1 = vy, 10) = (U — 1y, V) =0
(4], str. 118) a tudiz
i — 2w[12 = Jlu — il 1 e — vyil?

coz je ziejiné minimalni pro w — u,.

Odtud plyne ihned dalsi

Véta 2. H == H, + H,.

Duakaz. Je ziejmé, 7o H; 4 H, ¢ II. Kdyby tvrzeni véty nebylo spravng,
bylo by Il = (I, + HI,) + M, kde M je prostor ortogonalni k H, - H,
a obsahujici aspoil jeden nenulovy prvek u,. Vzhledem k ortogonalité je Py, -

= Pyuy == 0, kde 0 je nulovy prvek prostorn J1. JelikoZ i, a Pary nabyvaji na
('; podle véty 1 tyehy okrajovych hodnot ve smyslo S, nabyva funkee u, nulo-
vyeh okrajovyech hodnot ve smyslu 8 na (' Jeliko? je w, ¢ . nabyvi g nulo-
vych okrajovych hodnot ve smyslu S t67 na B3 a proto podle véty o jednoznac-
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nosti feSeni zdkladni okrajové dlohy pro p-harmonickou rovnici je identicky
g = 0. To v8ak zFejmé neni mozné.

4. Algoritmus pro primik. M&jme na hraniei oblasti (¢, t. j. na B, dany p¥i-
pustné okrajové podminky {¢} = {p, .}, 0 = Zx; = p — 1 a nadi tlohou
budiz najit p-harmonickou funkei v @, kterd na B, nabyva danych hodnot
{p} ve smyslu S.

Zvolme na B — B, okrajové podminky {y} = {y, .} 0 = Zo; =p— 1,
libovoiné jen s tim omezenim, aby tyto podminky spolu s podminkami {¢} byly
v A . v ’ ’ Y, s 1 v ’ . v
piipustné pro mnoziny G a G,. Predpokladame, 7e takova volba je moZna.

, v . . 4 PR . ’ 7

Nyni vime, Ze existuje funkee u, ¢ W(Q), kterd je p-harmonicka v Gy, G4
a G a kterd nabyvd na prisludnych hranitnich varietdch okrajovych hodnot
{¢} a {y} ve smyslu S. Tato funkoee splyvé na G, s hledanym TeSenim nasi tlohy.

Definujme nyni posloupnost funkei {u,}, u, ¢ W@(G) takto:

1, je p-harmonickd v @, a (73, na C; nabyva hodnot {¢} ve smyslu S, na B
nabyva pledepsanych hodnot {¢} a {y} ve smyslu S;

2n
Us,rq j€ p-harmonicka v G a G, na C, nabyv4 hodnot {¢} — > u; vesmyslu
i =1
Se=1,2,..);
2n -1
Wy, je p-harmonickd v G, a G, na C, nabyvé hodnot {p} — >, u; ve smyslu

Stm=1,2.). )

Viechny funkee w, pro n = 1 nabyvaji na B nulovych okrajovych hodnot
ve smyslu S, takze u, ¢  pron > 1.
Sechny funkee u, existujf, nebot jim piedepsané okrajové hodnoty jsou
piipustné. Skuteéné, %, mé piipustné okrajové hodnoty {¢} a {y}, u,(n > 1)
n-1
splyvana B a O (vesp. C,) ve smyslu S s funkei (u, — > ;) € W@(Q).
=1

i
n
Véta 3. Posloupnost > u; konverguje k funkei wu, v normé prosioru WP,
i1
k

Dukaz. Budiz r, = u, — Z%: a budiz » funkce, kterd je p-harmonickd v ¢
EE §

4

a ktera na £ nabyva okrajovych hodnot {p} a {y} ve smyslu S. Takova funkce
existuje podle [4]. Pak uy, — v e H a u, — v e ;. Tedy

k k
re= = Dty =y — o) — (= 0) — 2,
E =

Zavedeme-li projektor P, = | — P;, kde | je identicky operitor, bude
Tarer T PUPP: (g — v), k=0,
Vo = (P;P;)k (uy — vy, k=1,

7

Skuteéné, mame
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Ale u;, — v splyvé s funkef v, -— v na C, a protoZe (u, — v) ¢ H a (u; — v) ¢ H;
mame podle véty 1
uy — v= Py, — ),
z Cehoz dale dostdvame
ry = (g — v) — Py(uy — v) = (I — P)(uy — v) = Pi(uﬂ — ).
Podobné se dale dokaze

- r
Toppr = Tap — Uarp1 == Top — PiTop == Pyrgg

’
Par = Palaroy -

Protoze podle [6] posloupnost (PyPy)*(u, — ») konverguje pro n -> oo
k P'(uy, — v), kde P’ je projektor na podprostor H’ == | o Hy (Il je orto-
gondlni doplnék k 11,), stac¢i ukazat, ze H' je nulovy podprostor. To viak plyne
7 toho, ze H -= H, - H,.

5. Zformulujeme jedté Schwarztiv algoritmng pro sjednoceni oblasti G, v
u @, = (@ a dokdzeme jeho konvergenci.

Budtez na B dany piipustné okrajové podminky {¢} a hledejme v ¢ fefeni
zakladni okrajové Glohy p-harmonické rovnice s témito okrajovymi podmin-
kami. Na ), zvolme okrajové podminky {y} tak, aby spolu s podminkami
{p} tvorily ptipustny systém pro oblasti | a 7y, jinak libovolng. Takovéd volba
je vidy moina, nebot za {y} lze vzit hodnoty, kterych ve smyslu S nabyva
funkce v ¢ W3(G) zarudujici ptpustnost okrajové podminky {p}.

Posloupnost funkei, kterd konverguje k hledanému feseni, dostaneme takto:

w, je p-harmonickd v (4 a G, na Oy nahyva hodnot {y} ve smyslu S;

Ugr iy je p-harmonickd v Gy a Gy, na ) nabyva hodnot w,y, vo smysla S;

Ty, j& P-harmonicks v G, a Gy, na €, nabyva hodnot w4y, ve smyslu S.

/Sechny funkee spliiuji na B piedepsané okrajové podminky {¢}.

Nyni plati

Véta 4. Posloupnost w, konverguje k hledanému Fefeni v mormé prostoru
W(G).

Dt kaz. Hledané feseni, o ném# podle Sobolevovy theorie vime, Ze existuje,
oznadéme u,. A oznaéme ddle r, = wy — u,. Ziejmé plati

Tor = PyFarca s Taryr == Py
nebot 1y € H, a 744, ¢ Hy a na C, resp. ) nabyvaji ve smyslu S hodnot
Top—y TESP. Ty
Je tedy
T = Py(PyPo)F 1oy & rypaq = (PyPy)* 7y

A opdt podle [6] dostavame, ze posloupnost (P,P,)* »; konverguje pro & —> oo

k Pyry, kde P, je projektor na H, = H, n H,. H, je viak nulovy podprostor,
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nebot se skladd z téch funkei, které jsou p-harmonické zaroveil na ¢ i na G,,
tedy na celém sjednoceni @, a které splifuji nulové okrajové podminky ve smy-
shy S,

6. Nakonee uvedeme priklad, ktery ilustruje algoritmus pro sjednoceni
dvou oblasti.

Resme biharmonickou rovnici Au = 0 v rovinné oblasti (7 (viz obv. 1), pi
okrajovych podminkich

ou

F F
- w=Ff, —=¢g na B,
on
¢ D c |— je derivace podle vnéjsi normaly). Tyto
on : .
podminky jsou ekvivalentni tomu, predepiseme-li
. o on -, . .
na hraniei hodnoty u, — , — . Musime je ovsem
ox oy

volit tak, aby byly pifpustné.
) (!, budiz obdélnik ABCG, ¢, obdéinik AHEF.
Obr. 1. ', bude pak tisecka D@, (', tisetka HD.

fu s}

A H -

Na (' zvolime libovolné okrajové podminky

{ny je vn&jsi normala k hranici ;) a najdeme biharmonickou funkei u,, splitu-
jiei okrajové podminky:

oy wa GABCD,

wy; = f
LU i

Uy .
w, =, =g na D
on,

Hodnoty funkce u, a jeji derivace podle vndjif normaly n, k oblasti G, na
C, = DH. budou nam predstavovat okrajové podminky pro funkei u,, ktera
mé Fesit rovnici A®u = 0 v ¢, a spliiovat

faP

du ,
wy =1, —= g na DEFAI,

on,
i,
n,

na HD.

Uy = Uy,

Funkece u, bude Teenim rovnice A2y = 0 v (7, s okrajovymi podminkami
3 1 § P

U
Uy =1/, , === g na GABCD
ony
. )
Uy == Uy , 2 =-—F na L0
on,

Podobnym nostupem sestrojime dale funkee uy, u;, .. ..
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Tak dostdvame posloupnost, konvergujici k feseni naseho problému lokélng
stejnomérné. PohliZime-1li na nafi rovnici jako na rovnici pro Airyho funkei
pri fedeni problému rovinné pruznosti, dostdvame podle lemmatu 2 téz lokalng
stejnomérnou konvergenci druhyeh derivaci t. j. napéti.
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Pezowme

AJITOPAGM THBAPITA JIJLEL THOJUTAPMOTUYECKRUX
OYURIAN

MILIAIL ITPATEDP (Milan DPrager)

(Hocrynuao v peguagno 3/VIE 1957 v

ITpoBOIMOE B ¢TATHE JORABATCALETRO 0 ¢XojnMocT adropudma lisapua jun
HOJMLaPMOHUYECKOTO ypasHelua APu == 0 pu 3aJaHHLIX HA TPaHuie paceMa-
TPUBACMOI OONTACTY 3HAMCHHSX (YHRIM G M ee TIPOM3BOAHBIX BILIOTH /10 TOPAAKA
p — 1, oumpaecrcs Ha ujien, Brickasannnie B paborax [6] w [7]. Ha rpaessie
YCHOBMST M HA PPAHMIBLL PACCMATPUBAEGMBIX  0071acTeil Halloykedul  yeToBus,
HOBBOIFIONMC HPUMCHHTL TCOPCMY  CVIHICCTROBAMI LIS PCHICHHA HOJHTAp-
MOUNYCCROrO ypanheins, josasanyto C. /L CoGosenbim (ev. [4]). Do permeunc
JOCTUIART KPACBLIX 3uaucintii 3 onpejaeacnom obodmennom eMoicae [4].

Peaynprar momno cQopmyanponarh cacVIonuine odpasom:

Hocireopareabiioert, GYHRIGHL,  HOAYICHULIX 1P HOMOI U iropigMa
HIBapia 1tais 22 o0/be e s, Tak 11 1B HePeCeUetig YN 00/1acTeli obi
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HEIM CUOCODOM, HATOMITHAIONIM ¢ITocob pemenys 3ajaun JIupuxie ans ypasie-
npst Jlaunaca (c¢m., maup., [1]), exonuTes K TOUHOMY PCHICHHIO IO HOPME TTPO-
crpanctpa W (reopema 3 u 4). Ua cxonumoctn B W prrreraer sroraibino
PABHOMCPIAST "¢XOAUMOCTL 11OCTICAOBATCILIOCTA PYHRKUUIL 11 ITOCICILOBATEN L-
HOCTH BCCX NTPOUBBONDLIX 100010 Hopsaaka (JTevMa 2).

Zusammenfassung

SCHWARZSCHER ALGORITHMUS FUR POLYHARMONISCHE
FUNKTIONEN

MILAN PRAGER

(Iigegangen am 3. Juni 1957.)

s handelt sich um den Beweis der Konvergenz des Schwarzschen Algorith-
mus fiir die polyharmonische Gleichung APy = 0, wenn auf dem Rande des
betrachteten Gebietes die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen bis zur
Ordnung p — 1 vorgeschrieben sind. Der Beweis beruht auf dem in den Arbei-
ten [6] und [7] erwihnten Gedanken. Uber die Randbedingungen und iiber
die Riénder der betrachteten Gebiete sind solche Voraussetzungen gemacht,
die den Existenzsatz von S. L. Sobolev iiber die Lisung der polyharmo-
nischen Gleichung (sich [4]) zu benutzen ermdglichen. Diese Losung erfullt
die Randbedingungen in einem gewissen verallgemeinerten Sinne [4].

Das Resultat kann man dann in folgender Weise formulieren:

Die Folge von Funktionen, die man mit Hilfe des Schwarzschen Algorithmus,
wie im Falle der Vereinigung so auch im Falle der Durchdringung zweier
Giebiete, durch ein analoges Verfahren mit dem bei dem Dirichletschen Problem
fitr die Laplace’sche Gleichung (sieh z. B. [1]) erhiilt, konvergiert zur genauen
Losung in der Norm des Raumes W, (Satz 3 und 4.) Aus der Konvergenz
im Raum W folgt die lokal gleichmissige Konvergenz der Folge von Funktio-
nen sowie auch der Folge der Ableitungen beliebiger Ordnung (Lemma 2).
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