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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY ClsLto 1

ODHAD CHYBY ZAOKROUHLOVANT PRI LINEARNICH ITERACNICH
PROCESECH, ZEJMENA PRI SEIDELOVE RESENT DIRICHLETOVA
PROBLEMU PRO CTVEREC 10 % 10

VACLAV FABIAN
(Doslo dne 8. kvétna 1957.) DT:519.281

V éldnku se diskutuje pouZiti statistickych method k odhadu chyby
pri béZném a ndhodném zpasobu zaokrouhlovini. Jako piiklad apli-
kace obecnych vysledkt prace (4] se poddvaji nékteré numerické od-
bady velikosti chyby ve specidlnim pfipadé Seidelovy methody pro
diferenc¢ni analogii Dirichletova problému pro &tveree 10 x 10.

1. Uvod

V prici [4] jsme studovali vliv zaokrouhlovini na linearni iteradni po-
stupy v pifpadé ndhodného zaokrouhlovani a zminili jsme se o tom, Ze apli-
kace statistickych method pfi b&Zném zplsobu zaokrouhloviani je pochybna.
Nyni si této otdzky viimneme podrobnéji.

V druhé é&asti tohoto ¢lanku-aplikujeme obecné vysledky [4] na piipad
Seidelovy iteradni methody pro feseni Dirichletovy tlohy pro &tverce 10 x 10;
vysledky srovname s odhadem chyby zaokrouhleni pro Rietzovu methodu.

2. Aplikabilita statistickyech method k odhadu ehyby zaokrouhleni pFi béZném
zplsobu zaokrouhlovini

v

Budte L, transformace prostoru p-rozmérnych vektord do sebe, x, budiz
p-rozmérny vektor, v, — Ly 1)
pti zaokrouhlovani se dopoustime na i-tém kroku zaokrouhlovaci chyby &,
tak’e skutedné napoditané hodnoty vyhovuji vztahtim

Ei=L¢&,_y + e (2-2)

vektor 8, = &, — x, nazyvame chybou zaokrouhleni.

22



Mluvime o linearnim ptipads, je-li L = A - y; pro kazdy vektor x
a kazdé piirozené &islo ¢, pii demz yy, ¥, ... jsou p-rozmérné vektory a 4.,
A,, ... matice typu p X p.

V celém ¢&lanku se predpoklada, pokud neni vyslovné uvedeno jinak, e se
zaokrouhluje na celd ¢isla. V linedrnim p¥ipadé to znamend v podstaté jen to
omezeni, Ze se v prubéhu procesu (2.2) zaokrouhluje na stle stejny podet mist;
1 toto omezeni lze viak snadno odstranit.

Piistup k odhadu chyb 9, je, pokud mi je zndmo, v zasadé dvoji. Prvni t. zv.
maximalistické odhady udavaji takové dva vektory @ a b, 7e plati « <6, =< b
(t. j., Ze tato nerovnost plati mezi odpovidajicimi slozkami), nebo takové
tislo K, ze plati ||0,]] = K (kde || || je ndjakd norma vektor®). BohuZel tyto
methody obvykle silné nadeenuji skuteénou chybu, takze se na pi. velmi méalo
hodi ke stanoveni nejekonomiétéjsiho poétu mist, s nimiz se pracuje. Vzhle-
dem k této nesnazi je snahou vyuzit pro odhad chyb o, statistickych
method, pfi dem?Z statistickymi rozumime zde methody zaloZené na pred-
pokladu, 7e zaokrouhlovaci chyby &, jsou ndhodné vektory vzijemné
nekorelované s nulovou odekavanou hodnotou. Vysledky statistickych method
byvaji pijemné v tom smyslu, 7e davaji obvykle zna¢né menst odhady chyb
d,, nez odhady maximalistické.

Z predpokladu nekorelovanosti a nulové otekavané hodnoty zaokrouhlova-
cich chyl: vychazeji na piiklad Apramov [1] v linearnim piipadé, Brawc,
Lixnteer [2] a voN NEUMANN, GOLDSTINE |9] v pifpadé nelinedrnim (for-
malnd se Casto predpokladd vice nez nekorelovanost, predpoklada se nezavis-
lost). Z téchto predpokladi se odvozuji otekavana hodnota a kovariaéni ma-
tice (nebo jeji odhad) chyby zaokrouhleni d,. Autofi obvykle poukazuji na to,
7e v nékterych uméle konstruovanych piikladech nemusi ani predpoklady ani
vysledky podaného matematického modelu odpovidat skuteénosti; tvrdi vak,
Ze v prakticky piichazejicich tlohdch k neshoddm odvozenych vysledku
se skutecénosti nedochazi.

Huskey [7] viak uvadi ptiklad numerické integrace, ktery lze téZko po-
vazovat za uméle konstruovany, v némz se poéitd na mnoho mist (vypocty
byly provedeny na elektronkovém poditadi ENIAC). Huskey zjistil, Ze sta-
tistickd methoda zaloZzena na obvyklych predpokladech silng podhodnocuje
chybu., Vyslovuje zavér, Ze s jistotou lze pouZiti jen maximalistickych a
nikoliv statistickych method.

P¥i konstrukei tabulek ndhodnych é&fsel nebo pii tvorbd ndhodnych disel
pro Monte Carlo methody se ukazuje, Ze nékteré specialni iteraéni aritmetické
postupy vedou k posloupnostem ¢isel, které se chovaji v mnohém ohledu
podobné, jako posloupnosti nezavislych pozorovani néjaké ndhodné proménné.
To se viak tykd specidlnich postupl; naopak u jinych specidlnich iteradnich
nebo jinych postuptdt — zdéanlivé velmi rozumnych — vysledna ¢isla nelze
povaZovat za nezavisla pozorovani jedné nahodné proménné.
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Predpokladejme na pifklad, Ze jsme zvolili néjaké piirozené &islo k a Ze

© o;je Gislice na k-tém desetinném misté logaritmu o zakladé 10 éisla 7. J. FRANEL

ukdzal v [6], %e éisla «; nelze povaZovat za nezdvisla pozorovani nadhodné pro-

ménné, nebot relativni detnost Zadného z disel 0, 1,...,9 mezi isly «y, ...,
ay nekonverguje pro N - c0.

Poznamename, Ze mluvi-li se v konkrétnich pripadech o shodé matema-
tického modelu, zalo%eného na piedpokladu nekorelovanosti a nulové odeka-
vané hodnoty, se skutetnosti, min{ se tim a ovéfuje se shoda jen nékterych
vysledkit — obvykle odhadu kovariatni matice chyby 6,; i v téchto piipadech
sam pledpoklad nebo jiné, subtilngjsi jeho disledky, shodu se skuteénosti
sotva ukazuji.

Jednim z takovych désledkd v linearnim pifpadé je na ptiklad vztah
P{lim —-1-,- NZ 0, == 0) = 1, ktery plati, existuje-li takové m, ze 4,,,, = 4, a

Fow N &
(A, ... A — 0 (tento vztah byl odvozen autorem v praci [3] za predpokladu
nahodného zaokrouhlovani, plyne vsak, jak lze snadno zjistit nahlédnutim
do ditkazu, i z predpokladi nekorelovanosti, nulovych otekavanych hodnot
a omezenosti nahodnych vektort ¢,). Pokud se piedpoklad nekorelovanosti
nahradi siln¢jdim predpokladem nezavislosti zaokrouhlovacich chyb, pak
v prakticky vSech netrividlnich piipadech obsahuje matematicky model sam
v sobé logicky spor.

Pro osvétleni uvedeme piiklad, z néhoZ bude patrné, v jakych pripadech
zejména lze ofekavat nesouhlas modelu se skuteénosti. Pro jednoduchost uve-
deme jednorozmérny piipad; existence analogickych piipadt vicerozmér-
nych je ziejmal

nebof & = 10 a 0,96 . 10 zaokrouhleno dava &, = 10, atd. Je ¢, = 0,4 pro
kazdé i (coz odporuje predpokladiim nekorelovanosti a nulové olekivané
hodnoté), 4, = 10 (1 — 0,96"), §, — 10, coZ odporuje vztahu

1 X '
P(hm ¥ 21 d = 0) = 1,

Z ptedpokladu nekorelovanosti a nulové odekdvané hodnoty bychom dale
odvodili snadno (viz také {4], pozn. 3 odst. (5.9))

1 11
Ed2 < — 0,06 <= . o .
BEg 2 098 =0y oo = H188

Odtud je smérodatnd odchylka ¢(d,) < 1,78571, coZ opét neni v pravé dobré
shodé se skuteénymi hodnotami 6,. PouZijeme-li ost¥ejsiho predpokladu,
_ktery ¢inf na pf. Abramov [1] a Blane, Liniger [2], Ze totiZ ¢, jsou stejnomérné
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%
rozlozeny mna intervalu {— %, 1>, dostivime De; = f 2t dy = ]17 a odtud
2
D6, = ol 1,06292, coZ tim vice ody ’é kutednosti
=131 Toge - LU0 e odporuje skutednosti.

Shrneme-li tedy, pak odhady hodnot ES, a DJ, odvozené z predpokladu
nekorelovanosti a nulové odekavané hodnoty zaokrouhlovacich chyb &
v nékterych ptipadech odpovidaji skutednosti a v jinych nikoliv. Nékteré
jiné dusledky téchto piedpokladit obvykle skuteénosti neodpovidaji.

Priklad, ktery jsme uvedli, nam pies svou jednoduchost ukazuje, Ze nepii-
jemnosti spo¢ivaji nikoliv v odhadu chyby zaokrouhlovani, avSak ve véci
samé, tedy v zaokrouhlovani béznym zptisobem. To vedlo v roce 1950 G. E.
ForsyrHa [5] k navrieni jiného zplsobu zaokrouhlovani, jemuZ vénujeme
daldi odstavec. Toto t. zv. ndhodné zaokrouhlovini nem4 nevyhod bézného
zpsobu zaokrouhlovani, o nich# jsme pravémluvili, a umoziuje dalsi methody
odhadu chyb 6, které jsou pti béZném zplisobu zaokrouhlovani nemozné.

3. Nahodné zaokrouhlovani
;

Z riznych zpisobti ndhodného zaokrouhlovani ([4]) je nejdilezitéjsi ton,
pfi némz se Gislo a z intervalu (0, 1) zaokrouhli s pravdépodobnosti a nahoru
na &islo 1, s pravdépodobnosti 1 - a doli na 0; &slo b = b, -} b,, kde b, je
celé a b, je z intervalu <0, 1), se zaokrouhli zaokrouhlenim &isla b, a pfidtenim
by. K provedeni ndhodného zaokrouhlovani je tfeba a stadi provést experiment,
jehoz dva moZné vysledky maji pravdépodobnost @ a 1 — a. To je skutedns
mo7né, aspont je-li a racionalni éislo. PIi vypodétech na kalkuladnich strojich
bude vhodné pouzit pro zaokrouhlovini tabulek ndhodnych é&isel [10], [11],
[12]. Jak tyto tabulky pouZivat, je vyloZeno na pt. v knize [8], str. 192. P¥i
nékterych vypodtech, kdy zaokrouhlovana ¢isla mohou nabyvat jen urditych
hodnot (na pi. pii feseni Dirichletova problému methodou siti zaokrouhlu-
jeme &isla tvaru a %, a + 4, a + 3, kde a je celé), lze provadét*nihodné
zaokrouhlovani skoro stejné rychle, jako béiné nendhodné zaokrouhlovani.
Pii vypodtech na velkych samoéinnych poéitacich strojich (kde problém
zaokrouhlovani neztrdci sviij vyznam) by pouZivini tabulek ndhodnych é&isel
bylo nevhodné.

Jak doddvat s dostatednou rychlosti automatickému peditadi ndhodnd
tisla, to je otdzka, ktera se vyskytuje a fesi v souvislosti s Monte Carlo metho-
dami. Je moZné pou#it zdroje nahodnych impulst zaloZeného na néjakém fysi-
kainim dé&ji (na pt. na radioaktivnim zarenf; takovy zdroj zkonstruoval Zdenck
Koutsky v matematickém oddéleni Ustavu radiotechniky a elektroniky CSAV),
nebo” je mozné pouzit nahodnych &isel vytvofenych néjakou matematickou
operaci, jejiz vhodnost byla ovéfena. K poslednimu zptisobu mé autor znaéné
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vyhrady, avSak zatim tento zptsob pii aplikacich Monte Carlo method pie-
vlada.

Zaokrouhlujeme-li vektor a, zaokrouhlime kaZzdou slozku bud na zdkladé ne-
zavislych experimenttt (v tomto piipadé budeme mluvit o P° — zaokrouhlo-
vani), nebo tak, %e korelace mezi zaokrouhlenymi slozkami je zdporna (budeme
mluvit o P~ -zaokrouhlovéani).

zaokrouhlime se

TV y r . v v v 1
Prikladem P--zaokrouhleni je postup, pfi némi vektor ?

2

. . , 1 . Tyws .
stejnou pravdépodobnosti - bud na (?) nebo na ((])) Pii P¢-zaokrouhleni

1
bychom tento vektor zaokrouhlili se stejnow pravdépodobnosti i bud na (3)

nebo 1 nebo v nebo ]).
0 1 1 . d

Zbyva tici, jak zaokrouhlime nahodné proces (2.1), t. j. jakym zpasobem
provadime pozorovani ndhodnych vektort &, ve vztahu (2.2). PoloZime &, = ,,
spodteme vektor L,&, a na zikladé ndhodného experimentu &, zaokrouhlime
L&, vysledek bude pozorovani{ ndhodného vektoru &, které oznadime & (w)
(je tieba rozlisovat mezi ndhodnym vektorem a mezi jeho hodnotou, kterou
napozorujeme po provedeni pifsludného experimentu, analogicky, jako je tie-
ba rozlifovat mezi funkei f a jeji hodnotou f(a) v bodé «a). Piedpokladej-
me, %e jsme jiZz napozorovali n hodnot &£i(w), &(w), ..., &,_;(w) nahod-
nych vektort &, &, ..., &,_,, pit ¢emz jsme k zaokrouhlovani pouzili ndhod-
nych experimentt 6, &,, ..., &, _;. Vypodteme vektor 1., &, _(w) a zaokrouhlime
jej podle vysledku nahodného experimentu &,, nezdvislého na experimentech
&y, ..., &, 1 obdrzena hodnota &,(w) je pozorovianim nghodného vektoru &,.

Pii opakovani celého vypottu (vlastné experimentu) je tfeba rozlisit dva
piipady. Jednak je moZno pouzit pii zaokrouhlovdni v obou pFipadech stej-
nych vysledki stejnych experimentd &, &,, ... V tomto piipadd i napoétené
hodnoty budou stejné. Za druhé mutzeme pii opakovani vypodtu pouzit expe-
rimentit #,, %,, ..., nezdvislych na experimentech &,, &,, ..., pouZitych pfi
prvém vypoétu. V tomto piipadé-dostavame obecné riézné hodnoty &,(m,)
a £,(w,), které jsou nezdvislymi pozorovidnimi ndhodného vektoru &,.

Pouzivame-li prabéhem celého vypodtu P°—za,okr611h]_ovéni, fekneme, Ze
proces &, vznikl P°-zaokrouhlovanim; analogicky pro P--zaokrouhlovani.
Piiklad. Proilustraci a srovnani uvazujme opét jednoduchy piipad x; =
= 0,96x, ;, x, = 10. Vektory jsou jednorozmérné, a tedy oba zplsoby za-
okrouhlovani P° i P~ jsou totozné. Zaokrouhlovat bude tteba ¢isla tvaru

%
100°
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Pouzijeme tabulek nahodnych #fsel. Cteme dvojice &islic ~g; zaokrouhlime
dolty, je-li af = 1, nahoru, je-li nfg < 4. Vynatek z tabulek [10] je:

77603 59467 53309
73258 73452 17619
03469 27635 56293
20718 86040 02596
45938 52403 42:
37510 14663

23439 53633 94365
67317 43514 34261

Umluvime se, Ze postupné ¢teme zleva doprava dva radky takto: 77,73, ...,
99 (konec prvého Fadku); 02, 39, ... Dostdvidme tedy postupnd tyto hodnoty
£n(w):

& = 10; 0,96 .10 = 9,60, 77 = 60 =& (w) = 9 ;
0,96.9 = 8,64, 73>>64=E0(0)=8; 0,96.8 =768,
62 << 68 = E(w) = 8; 0,96.8 = 7,68, 05 < 68 = &,(w) = 8

atd.; celd posloupnost je uvedena v tabulce 3.1.

Tab. 3.1
. ] ! | |
n &) |on Ealw) n o) En(w)
0 10 ; \ |
1 9 L6 5 31 3 46 i
2 8 Loy 3 32 3 L7 [
3 8 Lo 5 33 2 48 1
4 8 19 5 34 : 19 1
5 8 | 20 4 35 2 50 0
6 I3 |21 4 36 2 < 51 0
7 7 P92 4 37 2 52 0
8 7 |23 4 38 2 | 53 0
9 i | 24 4 39 2 | 54 0 |
10 7 P25 4 40 2 55 0 |
11 7 L26 4 41 1 56 0
12 6 2T 4 42 1 57 0
13 6 Y 4 43 ] 3% 0
14 6 I 99 3 44 1 59 0
15 5 ; 30 3 45 1 60 0 I

Podstatnou vlastnosti nahodného zaokrouhlovani je, %e vznikl-li proces &,
nadhodnym zaokrouhlovinim, jsou zaokrouhlovaci chyby e; nakorelované
nihodné vektory s nulovou odekdvanou hodnotou (viz [4]). To umoziiuje pies-
nou aplikaci statigtickych method ke studiu vlivu chyby vznikajici ndhodnym
zaokrouhlovanim. Kromé této forméini vyhody mé proces &,, vznikly nahod-
nym zaokrouhlovanim, mnoho vyhodnych vlastnosti od moznosti nezavislych
pozorovani &, aZ po vlastnosti konvergendni dokdzané v [3], [4], které ziejmé
pti obvyklém zplisobu zaokrouhlovani splnény nejsou a které byly demonstro-
viny v pifkladu tohoto odstavce.
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4. Odhad chyby zaokrouhlovani pro diferenéni analogii Dirichletova preblému
pro &étveree 10 < 10

Pii nahodném zaokrouhlovani v linearnim piipadé lze odhadovat chybu
zaokrouhleni §, riznym zplsobem ([4]): nezivislym (aspoii dvojnasobnym)
pozorovanim ndhodné proménné &, (tak dostdvame soudasné intervalové
odhady pro z,), odhadem kovariadni matice DJ, a koneéné napozorovianim
nahodné proménné A, majorisujici d, ve smyslu DA, & kDJ,, kde &k == 0 a
A & Bznati, Ze matice B — A je semidefinitné positivni. (Jestlize 4,>0
pro ¢ =1, ..., n, lze relaci & nahradit relaci =.)

Je-li (2.1) iteraéni proces pro Fefeni systému linedrnich rovnic, nenf cilem
vypottu stanoveni vektoru x,, ale odhad Feseni x = lim z,. Je-i « libovolny

N—c0

vektor, 1ze odhadnout vektor a — x z residua o - Au — y, které je oviem
nezavislé na tom, jak jsme k vektoru @ dospéli. Neni tedy t¥eba znit k odhadu
presnosti piiblizného fefeni &, chybu zaokrouhleni ¢,, i kdyZ neni vylouéeno,
ze by se daly najit methody, vyuZivajici znalosti struktury §, k plesnéj$im
odhadim vektoru &, — x, kde z je Fefeni rovnice. To by se zddlo byt slibné
zvladt v téch piipadech, kdy 6, je velké v porovnani s x — x,. V pripadé Di-
richletova problému se nam nepodatilo vhodnou methodu tohoto druhu kon-
struovat, coZ je pochopitelné vzhledem k malym, jak ukaZeme, hodnotdm 4,.

Zd4 se tedy, ze pfi fefeni systému rovnic iteraéni methodou je tfeba odhadu
chyby zaokrouhlovani piedevsim pro moznost ekonomické volby podtu mist,
na néz se ma zaokrouhlovat. Zde piichazi v Gvahu predeviim pouziti majori-
sujici posloupnosti 4, ktera umoziiuje odhad chyby pied zahajenim vypodctu,
nebo odhad matice Dd,, pro niz pii P~ nebo P°-zaokrouhlovani (na celd &isla)
plati ([4])

n

D5, = i D Ay A My A A (4.1)
kde pro Rietzovu methodu M; = 1. Pro Seidelovu methodu je element 3"
roven 1 a ostatni elementy matice M, jsou rovny 0 (pro ¢ = 1, ..., p). Dile
klademe M; = M, proi=1,...,p a s = 1,2, ... Je-li splnéna podminka
A; = 0prokaidé i = 1, ..., n, mGZeme psit ve vztahu (4.1) misto < =.
Tento druhy zpiisob je oviem podstatné komplikovangj¥, alesport pokud se
nam nepodaii zjednodusit matici D, stojici v pravé strand vztahu (4.1). Oba
zpisoby davaji odhady chyb 4, nezavislé na pravych stranich y, ana poé¢ateénim
vektoru z,. Je mozny jedté t¥eti zplsob, spodivajici v soubdZném dvojnisobném
nezavislém opakovani vypodtu posloupnosti &, &,, ..., ktery odhaduje chybu
az pii prabéhu vypodtu a je zavisly na pravych strandch y, i na. potiteénim
vektoru x, (fim by oviem mohl dét nékdy jesté lepdf odhad).
V této praci provedeme odhad chyby d, pro specidlni pripad diferenéni
analogie Dirichletova problému pro ¢étverec 10 X 10, libovolnou pravou stranu
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(t. j. libovolné okrajové podminky) a libovolny poéateéni vektor x,; pouZijeme
pii tom prvnich dvou z naznadéenych method; tieti methody nepouZijeme,
nebot nemtze dit odhad nezavisly na z, a y,!). Pfi odhadu chyby &, predpo-
kladame, Ze proces je nahodné zaokrouhlovan zptsobem £°.

V dal$im budeme uvaZovat 100-rozmérné vektory, které je vyhodné zapi-
sovat do ¢étverce 10 x 10.

Kazdé uspoiadané dvojici [af] (x = 1, ..., 10; # = 1, ..., 10) piifadme &islo
af (xf =1, ..., 100) podle tohoto schematn:

[xf1 of
112 L: 10 2 S 10
21 22 2 10 12 S 20
0.1 10: 9 o 10; 10 91 92 o 100
Je tedy aff = 10(x — 1) 4 B.
Systém rovnic, ktery uvazujeme, je dan vztahy
(o f3) 1 (-1, 1. (et ,/7) (o, i—1) (@, f +1) 4.9
o) — L [oETR | oo o= - @B (4.2

proo =1, ...,10; 4 =1, ..., 10.

Pritom M pro x=1,...,10; f =1, ..., 10 jsou slozky hledaného vektoru
@ a a@h pro ostatn{ o, f jsou dand d&isla (pravé strany rovnic, resp. okrajové
podminky).

Systém rovnic (4.2) miiZeme prepsat ve vektorovou rovnici
x = Ax + vy, (4.3)

kde 4 je matice soustavy (typu 100 X 100) a ¥ je pravad strana; vypisovat -
explicite matici 4 a vektor y je pro nase tdely zbytedéné.

K fefeni rovnice (4.3) je moZno pou%it jak Rietzovy tak i Seidelovy iteradéni
methody. Rietzové methodé odpovida posloupnost x, (£, pii gaokrouhlovéni)
definovand vztahy (2.1) a (2.2), kde je L,a = Aa -~y pro kaidy vektor a.
Matice 4 je nezdpornd symetricka, (1 — 4)-1 existuje, M, = 1 a lze tedy pie-
psat (4.1) v odhad

(1 — Ay (1 — A2 gi— (1 - A2, (4.4)

co% je vyraz, ke kterému dospél Abramov [1], ktery oviem ze svych piedpo-

1) Treti methody viak pouZijeme v odstavei 6.



kladd odvodil o néco ostiej$i zavér; Abramov té2 ukézal, jak lze pomérné
jednoduse spoéitat nebo odhadnout prvky matice (1 -— 42) (1 — 4®).

Pii Seidelové methodg kazdému kroku Rietzovy methody odpovida tolik
¢astednych operaci, jakého rozméru jsou vektory, v nafem piipadé tedy 100.
Zhruba Ize Seidelovu methodu charakterisovat tim, Ze pouzivame stale posledné
napoditanych souiadnic. Ptesnéji: Definujeme pro ¢ =1, ..., 100 matici 4,
vztahem?)

ACH pro & =1,
ALH) :;\»—/il pro x +i, x = f.
0 pro « £ 1, x * f

Vektor y, definujeme vztahy y{* = 0 pro x + i a ¥ = y® pro x = 1.

Pro kazdy vektor @ ma vektor 4,a + y, viechny slozky aZ na i-tou shodné
s vektorem a; i-tou slozku mé shodnou s vektorem 4a + y. Definujeme déle
Avggsi e = Ai Yrges+: = Y, Pro kazdé piirozené s a kaidé ¢+ = 1, ..., 100. Je-li
L = A,a +y, odpovidaji (2.1) a (2.2) iteratnimu procesu Seidelovu bez
a se zaokrouhlovanim. Vyraz (4.1) by bylo sice moZno ponékud zjednodusit
vzhledem ke vztahu A,y,.; = 4,, avSak toto zjednoduSeni je mélo uZiteéné:
anevede, pokud je mi zndmo, k tak jednoduchym vyrazim, k jakym je mozno
dospét pii methodé Rietzové.

Protoze predpokladame P°-zaokrouhlovani, viimneme si bliZe, jak technicky
Ize toto zaokrouhlovani provadét pii Seidelové methodé. Na kazdém kroku se:
bude zaokrouhlovat vidy jen jedna slozka vektoru (ostatni nebudou zménény),
a tedy oba zplisoby I°° a P~ jsou shodné. Protoze ¢isla, kterd budeme zaokrou-
hlovat, budou tvaru a, @ -+ %, a -+ §, @ + 3 (a je celé), staci na piiklad &ist
dvojice ¢islic ed z tabulek ndhodnych éisel a zaokrouhlovat takto:

nahoru dolt
i je-licid liché je-li aspont jedno z &isel ¢ i d sudé
4 je-li ¢ liché je-li ¢ sudé
e o . e [—
3 Jje-li aspon jedno 7 ¢isel ¢ i d liché jedicidsudé

Pritom se stale pouziva novych dvojic ¢, d, coZ zaruduje nezavislost zaokrouhlo-
véni na n-tém kroku na pfedchozich zaokrouhlovénich.

2) A(xf) je elenent matice 4 v fadku « a sloupei f§; podobncého oznaceni pouzivame i pro

vektory.
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8. Dirichletty problém. Majorisujiei posloupnost 4,
Ptijemnou vlastnosti odhadu (4.1) je jeho nezdvislost na x,, y,, ....v,. Ta
upozorituje na moZnost, odhadnout matici

. 12
Dy=-= 2> A, A, MA.,, . A,
47 )

vypottem procesu &, odpovidajicimu zvlagtni volb& vektort y,, y; tak, aby byl
vypobet podstatné usnadnén a abychom znali vektory a,. Potfebovali bychom
k tomu ovdem opatnou nerovnost nez jakd je v (4.1). Takovy postup je skuteéné
moziny, je popsan vétoun (5.10) price [4] a zde uddme konkretni navod pozoro-
vani 4,, spliujicich podminku

n>

D 1. = D, a tedy ;-}- D.1, = Do,

«

Pozorovini nahodnych vektortt A, ziskdme ndhodnym zaokrouhlovanim
procesu x; = A,x,_; (odpovidajicimu tedy pravé strané y = 0) a s poda-

tednim vektorem 1, == 0. Zaokrouhlovani neprovedeme oviem zpisobem

¥ -

Pe (dostali bychom A, = 0 pro viechna %), ale takto: Cislo b tvaru a J;—i«

(z =1, 2,3), kde a je celé, zaokrouhlime jako pii zpusobu P° — tedy podle
tabulky uvedené ke konei piedchoziho odstavee. Celé &islo o viak také za-
okrouhlime: s pravdépodobnosti § doli na ¢ — 1, s pravdépodobnosti § na-
horu na a - 1 a s pravdépodobnosti § - § zaokrouhlujeme na &islo a.

V kazdém pifpadé pii popsaném zpisobu zaokrouhlovani bude odekavana.
hodnota vysledku zaokrouhlovaného &sia @ rovina 0 a rozptyl D, bude v&tsi
nebo roven % vzhledem k hodnotdm D, udanym v tabulce:

0

D [

5 P

|
|
;f
|

Technicky provedeme zaokrouhleni celého Gigla a takto: Z tabulek nahod-
nych ¢igel ptetteme t¥i dosud v procesu nepouzité éislice ¢, d, e a zaokrouhlime
na a -} 1, jsou-li viechna tfi ¢isla licha, zaokrouhlime na ¢ — 1, jsou-li viechna
ti ¢isla suda; zaokrouhlime na @ v ostatnich pifpadech.

Pozorovani ndhodnych vektora 4, nyni providime analogicky, jako by pro-
‘bihalo pozorovéni ndhodnych vektori &,; pouZijeme ovem pravé popsaného
zptsobu nahodného zaokrouhlovani. PoloZzimed, = 0. JestliZe jsme ji% napo-
zorovali hodnotu 4,_,(w), vypodteme vektor d, = 4,4, ,(w), lisici se od
A;_y(w) pouze svou i-tou slozkou. Polozime A (w) = d(w) = [A;_ ()]
pro x & 1, aviak i-tou slozku (kterd mize, ale nemusi byt celé ¢islo) zaokrouhli-
me (nezdvisle na zaokrouhlenich, kterda jsme provadsli v predchozim priibshu

a

TR
k ; { (5.1)
IR

31



procesu); vysledek zaokrouhleni bude zbyvajiei ¢-t4 slozka vektoru A (w),
hodnoty nahodného vektoru 4,.

Z véty (5.10) price [4] a ze vztahu D, = % plyne D, < 4D4,.

Popsany pokus byl proveden nezavisle dvakrat na sobé a byla tak ziskana
dvé nezdvisla pozorovani {4, (w,) 12" (¢ = 1, 2) posloupnosti ndhodnych vektori
{4,320, Presto, Ze nis zajima jen vybrand posloupnost 4,4, neuvedeme
vi8echny napozorované hodnoty, nebot se jednd o 2 X 50 x 100 = 10 000
tisel; uvedeme viak nékteré charakteristiky, které snad podaji dosti vy-
stizny prehled o vysledeich.

)c

Predevsim uvedeme hodnoty ||4,(w)|? Z (A5 (w))2. Olekavani hodnota

l4,|[* je rovna &islu st D{l a tedy

100

%E A2 = st D8y = > Epe):
- « -1

Tabulka 5.2

n [ g00n 1) H""mon(’“zwg n 11 100m (1) “‘Alllvn(w‘z)”z
1 20 19 26 36 32
2 23 24 27 18 37
3 30 29 28 24 32
4 22 27 29 217 26
5 42 22 30 37 24
6 37 27 T 36 27
7 31 32 32 24 29
8 28 24 33 31 30
9 27 33 34 22 29

10 28 35 35 32 40

11 27 27 36 32 25

12 23 | 31 37 18 26

13 27 ‘4 35 38 30 10

14 26 | 36 39 35 34

15 25 % 39 40 20 32

16 29 ﬁ 39 41 29 26

17 37 i 40 b4 1 31 25

18 25 40 1T 32 33

19 38 35 I 44 37 41

20 24 29 | 45 38 28

21 23 40 i 46 34 24

29 30 43 I 40 28

23 26 35 oas 34 35

24 34 | 29 o 31 36

25 36 | 27 a0 I T3 31

Slozky vektort 4,4g,(®;) jsou vesmes 0, 1, — 1, 2, —2; posledni dva pripady
(2, —2) viak nastaly jen ve ¢tyfech pripadech:

(01, 6, 58) ,  (eq, 47, 48) | (wy, 35, 46), (w,, 44, 63) ,
kde symbol (w,, n, «) znadi piipad |4 (w,)] = 2
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Pro umoznéni piedstavy o tom, jak se lisf ob& nezdvisla pozorovani, uvedeme
v tab. 5.3 hodnoty A, (,), 480 (w,), A8 (w) pros=1,2an=1,2, ..., 50,

Tabulka 5.3

Ao )
Na 1
NlTo 12 38 4 5 6 7 8 9
v\
1 1 1 0 0 0 0 0-1 1 0
2 L0 0 0-—~1 0 0 0 0 0
3 o o0 1 0o 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 11 0 1 0-—I
5 10 0 0 0 0 0 0 0 1 ‘

4T
’1100)(5,4-;-1:)(‘”1)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 1 ] O 0 1 0 1 0 0

(88
4 1(011()5,4+v)(0)1)

¥ 6 1 2 3 4 5 6

-1
@®
@<
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Tabulka 5.3 (pokratovani)

66
A.(lOO)(Sy~{-u)(U)2)
0 1 2 3 4 53 6 7 8
0 0 0-1 0 0o 1 1 0
0O 0 0 0 0 1 1 1 0
0O 10 0 0 0 0 1 0
0 0 1L 0 o -1 1 1 0
0O 01 0 1 0 1t 0
77
/11(00)(5#4-;/)(")2)
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 0 -1 0 -1 1 1 o
0 0 0 —1-1 0 1 1 1
0 0 0 ~1-—1 0 0 0 1
0 0 0-1 0o 1 1 0 0
0.0 0-1 0 1 1 1
(88
Aiwo)(sﬂq v (@)
0 1 2 3 4+ 5 6 7 8
0 0 0 0-1 0 0 0 1
0O 0 0-1-1 0 0 0 0
0O 0 0 -1 -1 1 0 0 1
D0 0t 0 1.1 0 1
101 -1 0 1 0 0 1

9

0

0

34




Konetné uvedeme v tabulce 5.4 vektory A,q(w,), Aig0(er;) & Ageler;) pro
i=1,2.

Tabulka 5.4

AT )

4 O 0 0 0 0 0 0 1 O 0

D 0 0 0 0 0 O 0 U 0 0

9 0O 0 0 0 0 -1 o 0 0 o

10 0O 0 0 1 0 —1 O 0 0 0

A(;@)

1000(®1)
f
] 2 3 4 b} 6 7 8 9 10

2 0 0 .0 1 0 i 0 —1 -1 0
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Tabulka 5.4 (pokratovani)

Ag@(wg)
Y 1 2 3 { 5 6 7 8 9 10
e — e
1 ] 0 —1 0 0 0 0 —1 0o .0
2 0 0 —1 0 1 0 1 0 0 0
3 —1 [ 0 ] i 0 0 0 (1}
4 0 0 0 ] 0 1 0 0 0 ]
5 0 0 —1 0 0 0 0 ] 1] 0
6 0 0 0 —1 0 0 0 i} 1 O
7 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
8 0 —1 0 4] 0 )} 0 1] 0 O
9 0 0 0 0 0 0 -1 —1 0 0
10 0 [ 1 0 0 4 —1 ] 0 1
A 5@1((‘5 2)
f \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
— x> -
1 g 0 0 0o 0 1 0o 0 -1 0
2 0O 0 O o0 0 0 -1 0 -1 —1
3 0 0 1 0 1 0 —1 0 —1 —1
4 0 0 0 1 0 —1 0 -1 —1 —1
5 0 —1 —1 0 1 o 0 0 0 o
6 0 —1 o 0 0 0 0 1 0 0
7 0 -1 —1 -1 0 0 0 0 1 1
8 0 -1 -1 —1 0 —1 0 0 0 0
9 0 -1 —1 0 —1 0O 0 0 —-1 0
10 1 —1 0 0 0 0 0 0 0 0




Tabulka 5.4 (pokratovinj)

A ‘S;(v,gz,((ul)

5 0 0 0 0 O 0 1 ! 1 I
6 0 0 0 1 Y] 1 L 1 ! 0
7 —1 i (r 1 (0 0 [ 1 0 0

8 0 4] 0 0 G 1 () 1 0 ]

9 0O 0 -1 -1 0 1 1 0 l 0

10 0 —1 L o o 0 0 0 0 o0

Z uvedenych vysledkii a ze vatahu iD4, & D¢, se piirozend tvoti pred-
stava, Ze rozptyly jednotlivych slozek chyb o se od sebe lisf pom&rné velmi
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mélo, Ze také Do, s vyjimkou nékolika malo (5 az 10) prvych indexi =,

s rostoucim n jiz dile v podstaté neroste, a 7ze chyba zaokrouhleni d,,, (pro
libovolné n) ovlivni nanejvyse posledni misto, s nimz poéitame.

Verifikace této predstavy formalnim aparitem matematické statistiky
nenj zcela jednoducha. Domnivam se, Ze v piipadé, kdy se pii feSeni konkrét-
niho systému rovnic jednd o stanoveni ekonomicky vhodné zaokrouhlovaci
jednotky, stadi se rozhodnout na zékladé vysledkt pozorovani vektor 4,(w),
a to dokonee s jednim opakovanim a s mensim rozsahem indextt n — podinat si
prosté pii volbé zackrouhlovaci jednotky tak, jako by hodnoty g/ln(m) pred-
stavovaly skutedné chyby, jichz se dopustime pfi vypoctu hodnot x,.

Odhady jsou oviem moiné, zejména pouwZijeme-li zjednodudujieich pied-
pokladi. Nesndze spodivaji v tom, Ze mame, ples rozsahlé mnoistvi dat jen
dvé nezavisla pororovani zdvislych vektordt 4,. Sledovani vyrazu ||A;g.|°
nkazalo, Ze pro n = 10 ji% nezdvisi v podstatd na n; odtud viak plyne, 7e A+
a Ay, jsou priblizné nekorelované vektory pro j = 10. (Tento piedpoklad také

neodporoval vypodtené vybérové korelaéni funkei nahodnych proménnych
1[4 1000n)%-) Dostavame tak piiblizné nezavisld pozorovdind:

A gon(@I2 pro n = 10, 20, ..., 50; ¢=1,2:
28, 24, 37, 29, 35, 35, 29, 24, 32, 31,

Cheeme-li pouzit dalsiho zjednodusujiciho piedpokladu piiblizné normality,
miizeme pouzit i-testu a dostdvime intervalovy odhad
E||4,]]? = 35?) (5.4)
pii stupni spolehlivosti p¥iblizng (vzhledem k pfibliznému splnéni predpokladi
t-testu) 0,99.
Ze vztahu (5.4) oviem plyne-
st DO, = E ||0,,]|? = 46 (5.5)
Z hodnot A4,(w) muzeme oviem odhadovat 1 jiné charakteristiky chyby &,
podle pozadavkt konkrétni situace.

6. Dirichletay problém. Vypoéet D™

Methoda prededlého odstavee nam dala pomérné jednoduchou cestou pfe-
hled o pravdépodobnostnim choviani chyb zaokrouhleni d,,.

Druhou cestou je odhad matice D4, resp. matice D,. Uvédomime si, Ze
matice D, je typu 100 x 100 a je zaddna pomdrné dosti sloZitym zplsobem.
Nejdilezitéjsi oviem jsou pro nds prvky na diagondle matice D,. MuZeme
pliblizng odhadnout, ktery z prvk D& je nejvétsi a omezit se jen na vypodet

2) Vysledek je zaokrouhlen nahoru.
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tohoto prvku. Tento postup bude stile pracny; da sice presndjsi, aviak také
uzsi vysledek, nez methoda majorisujici posloupnosti 4,. V konkrétnim pii-
padé bude tteba uvazit, zda uzitek plynouei ze atanovom prvku DG vyvazi
namahn se stanovenim spojenou. V nafem piipadd poditdime DG 1. pro
ilustraci jako piiklad, 2. pro zdvainost a v praxi asté Feseni Dirichletova
problému. 3. pro moznost srovnani vysledku s analogickym vysledkem pro
Rietzovu methodu; zatim co pri Rietzové method¢ se pomérng snadno zjisti,
7e chyba zaokrouhleni 6, je velmi mald, neni ziejmé (asponnezndme-li vysledky
predeslého odstavee), zda tato chyba neni pii Seideloveé methodé podstatng

VysE.
Nyni je tieba udat navod, jak potitat prvek DGV, Pro kazdé prirozené ¢islo
n tvaru 100s -- ¢ (s prirozené, 7 == 1,2, ..., 100) pidme |n] = . Oznacme

symbolemn e, vektor, jehoZ «x-t4 slozka je 1, mmtm slozky jsou rovny nule.
Pro kazdé piirozené ¢islo n polozime B, — Al . J)ehnu]me vektory z;
vztahem

2p = ey, =Bz (6.1)
Pro n == 100s plati
1 2 )
])(n) " 3(101 B R 9
g2 e (6.2)
Skutednd je [BB' ] — | B'e,|* pro kazdou matici /3 a

D 2 [C 00

kde C; = A4, ... Al M, = BBy . B,’L ML atedy O = MB, B
... B (specialné pro ¢ = n je oviem ', = M ). »
Je tedy

n—i—1

n n
DIV = 2 Cieal? = X0 2, 1
7.1 -1
Vektor M,z ma oviem vSechny slozky kromé [i]-t6, kterd je rovna 2%, rovny
nule, odtud plyne, %e [[Mz, i = [z17 ]2 Mizeme tedy dale psat DS —

n

n
= Z[zﬁfl_tp = Z A0 D simy je vatah (6.2) ‘dokdzdn. Probihd-li ¢ &isla
1,2, ..., prohlha (101 — [¢]) &isla 100, 99, ..., 1,100, 99, ..., 1, ...; zavedeme-li
oznadeni 7 = (101 — [¢]), maZeme piepsat vetahy (6.1) a (6.2) na vatahy
2 = Gy % A;;"zifl s (6-3)

] n
DAY (6.4)

21

])(ma)
pouzitim symetrie dostaneme vztahy pohodlnéjéi pro zapisovani:

D — 2 [u$?4]? , (6.5)



kde = e, wi— Ay (6.6)
Podetni postup dany vztahy (6.5) a (6.6) Ize jests pontkud upravit. Oznatme
pro kazdé j=0,1,... symbolem v; vektor, jehoz slozky jsou definovany
vztahy v = w{(h; ;.1 pro f = 1,2, ..., 100. Lze pak psati
Do = = Z o2 5 (6.7)
toto formalni vyjadieni nabude zajimavosti ditkazem vztahu
Vipr == AgggAgy ... Ay (i=10,1,..)). (6.8)

Dokézeme tento vztah. Upozornime nejprve, #e vektor A”;u mé stejné slozky

jako u, kromé sloaky 7/6 kterd je rovna nule ([4] uj”"” = 0) a slozek ,,soused-

nfch* s indexy y — 1,9, y + 1, , y, 0 — l,y, 6 -+ 1 (samoziejmsé jen téch, pro
néz mé uvedeny symbol smysl), které piejdou v souéet pavodni slozky s jednou
¢tvrtinou slozky w(9).

K verifikaci vztahu (6.8) je tieba dokazat, 7e pro kazdé ¢; y, 6 = 1, ..., 10
plati

"5

| (55 T 15
e R R S R Gl
pii tom zde 1 dale rozumime slozkou s indexem ;’,7(5’ non € {1, ..., 100} prosté
nulu. Oznaéme yd =, y — 1,8 =, 7,0 — L=y, 1,0 + L —=fa, p 41,0 —
= B, (Je fy < B, < B << By << f,); hotfeni vztah mueme piepsat jako

[t

. s s (B, ]
ug@o(inﬂﬁﬂ =7 [ug%g(iﬁ'lﬁr/?l—l -+ u%’a(z‘ﬂnﬁfl + u%(?#,ﬁ 1T u1031'+ﬁ‘—1] . (6.9)

v

V&imnéme si nyni, jak se méni posloupnost &sel u{gh; z.; pro j =0, ...

, 99. Predpokladejme na okam?ik, %e viechna f, € {1, ..., 100}. Z definice vek-
torfl u, az vyznamu operaci A; ihned vyplyvé, %e ulf);, ;= (A;umoﬂﬂ_l)(ﬂ) = 0.
Dalsi operace Aéﬂ zméni tuto slozku na 0 - 2u{f);, s.~1; dal3i zména nasta-
vé az pi operaci A a je u{ihi.s = Luliiig 1 + 1ufedi g1 Operace
Afs,ﬂ, A,;‘”, oy Ao, A, o, A ﬂ ponechava]l S-tou SlOLku nezménénu; ope-
race A‘Lz pricte L ni opét ¢islo ] umu(i 14,1, bakZe wBhei vy 5 = 3,;(%1(,0“[;3~1 -+
+ wiii g1+ B s p,-1). Konetnd dalsi zména nastiva pti operaci Ag,

H RG]

a je ug@u(iuhﬂ—i u%)cn(z FD+F, = (71(1%31+,8 e ulogllﬂ 1+ ”'1013(1';1)4-;91—-1 -+
w1 p,-1); jestlie opét we znaé1 0 pro kady symbol e, ktery neoznatuje
zadné z ¢isel 1, ..., 100, plati pravé uvedeny vztah pro viechna f a vztah (6.9),
a tedy i vztah (6.8) je dokazan.

Vypodet vektorti v, podle vztaht (6.8) je snadné&jsi nez vypocet podle vztahu
(6.6). Protoze viak nam vztah (6.8) nebyl na poéitku zndm, byl vypodet vek-
tor v,, ..., »; provadén podle vztaht (6.6) a didle se postupovalo podle (6.8).
Bylo oviem nutno opét zaokrouhlovat; zaokrouhlovani bylo provadéno na-
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hodné, pracovalo se se 3 desetinnymi misty. Pii postupu podle (6.6) bylo t¥eba
na kazdém kroku zaokrouhlovat ¢étyfi &isla; na pt. vektor

I
4\%‘

-F-H MH »M-A

se zaokrouhloval se stejnou 'pra-vd('»p()dobnost{ na jeden z téchto vektort

i o] ”‘f)i 01
!'0 ‘;1 0l 3\0}
(Ul 110‘ ’ , M
0 0 o 1
Pii postupu podle (6.8) se zaokrouhlovalo P°-zptsobem. Pro kazdé ¢ byl tedy
misto vektoru v, pozorovan nadhodny vektor »; = v, + &, takovy, %e Ed, = 0.
Je m-1 »p m 1 p
E> 2 (0 + 00 = E 2 > [0 + 20707 4 (97)] =
P08 17"17 . i 0a 1 oy -
=2 2 (072 + E[§P] = 2 2 @) = 2 ol
i=0 a-1 01 x-:1 0 1

Polozime-li tedy o

I = Z wall®
je Ed, > D, .
Provedli jsme dvé nezdvisld pozorovani posloupnosti vektor {4,}m -, pro

qpecmlnl hodnotu ~ = 7,7. Pro Rietzovu methodu je DY maximalni pro

= (5, b), (5, 6), (6, ), (6, 6); domnivame se, Ze pro Seidelovu methodu bude
D,‘f‘” nejvétsi opét pro ~ na diagondle, tedy pro « tvaru (y y), aviak zda se
z vysledki predchoziho paragrafu, ze maxima bude dosaZeno pro « = 6; od-
tud plyne nase volba (viz také tabulku 5.3).

Hodnoty pozoravani 4,,(w;) a 4,,(w,) ndhodnych proménnych 1, jsou udany
v tabulce 6.1. Ovéfuje se tvrzeni z predchozich odstaven, Ze pro vyssi m
(5 az 10) se jiz D3l podstatné neméni.
(To, 7e se A,(w) od jistého indexu M (w) jiz neméni plyne z toho, Ze pro tento
index (a tedy i pro dalf) byla napozorovand hodnota vektoru »,(w) rovna 0.

Ptedpokladame-li, Ze nahodny vektor 1, = lim ,, ma piiblizné normaln{

M 00
rozloZeni, dostavdme intervalovy odhad (zvolime-li stupeil spolehlivosti

P = 0,99) EA, < 0,547, a tedy
DTS, < 0,547 . (6.10)
Pri volbé stupng spolehlivosti P = 0,999 bychom dostali
Ei, < 0,784,
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m Ayuleny)
1 0.2887270
2 0,3607665
: 0,3085355
4 0,4239322
b 0,4430680
6 ,45%79552
7 0,4697512
8 0,4789200
4 OASGTET0

10 0,49 18850

11 0,496 148

12 0.5002%82
13 0,5033018

14 0.5058430

15 0730

16 05007242
17 06112130

L8 0,5 124885

14 0,5135678

20 0,5144790

21 D 1LH2455

22 0,51592138

23 06164922

24 0,5169968

25 0,5174235

26 0,5177995

27 0,618045H2

28 0,5183472

29 0,5185670

30 0,6187378

31 0.5188850

32 0,51901056

33 0,5191288

34 0.5192345

35 0,5193320

36 0,56194115H

a tedy

Tabulka 6.1,

Jopitrg)

0,2886770
0.3611622
i 0,3092562
L 04250132
’ 0,4444062

0,4592172
04708042
| 04801402
| 04874098
‘ 0,4933800

0,4482300
| 0,502110638
| 0,5052810
| 0,5079002
i 0,5 100855

‘ 05119015
| 0,5134205
I 0,546
i 0,51575
05166335
0,5173548
| 0.5179602
L 05184702
i 0.5188810
0,5192305
0,5105235
| 0.5197862
! 0,5200125
‘ 0,5202070
| (,5203718
f 0.5205105
}
|

0,5206350
,')2” 7418
),5208305
.f‘.’U!HHlI
0,5209720

DTS .

m

19
a0

3l
H2

hd
ah
H6
a7
58
hHY
64)
61
62
63
64
6d
66
67
68
69
70

‘ Zanltny)

0,5194862
0,5195370
0,5195778
05196000
0,5196375
05196612
05196828
0,5197008
0,5197190
05197320
0,5197452
0,5197582
05197705
05197795
05197902
0,5198002
0,5198070
0,5198100
0,5198110
05198110

0,.5198110

< 0,784 .

G.5210338
0,5210858
0,56211348
0.521 ] 708

0.0212820
0,52130; n\

J~1%“°>
(LF213793
0,5213852
0,5213048
05214048
0,5214152
0,5214218
0,5214270
0,5214335
0,5214370
0,5214405
0,5214440
0.5214485
(JG"Jt’*”

214540
214.)!)_,
1) ’nJl-l )S’

L 5214605
0,5214605H

0,5214605

(6.

|
|

.
|
|
|
o

11)

Pro srovnani uvadime analogickou hodnotu pro Rietzovu methodu. Maxi-

malni je zde element s

indexem 66, 66 a plati

D(ﬁ(i,eﬁ)é"

< 0,637872

(6.

12)

pri femz Cislo vpravo bylo napoditdno vzhledem ke vztahu (4.4) podle Abra-

mova [1] ze vzorce

S R T 1
HRRE cos MUy v |*
A R L
2

42



Zadéme Stenabe, aby si lask. doplnil v literatﬁi"e k éldnku V. Fabiana na str. 43 u ci-
tace [3]: Mathematische Nachrichten, 18 (1957), No 5—-6.
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Peszwowme

OLEIKA OWUBKY SAKPYIIEHUS TP AUHEHLIN

ITEPAIUOHIILIX TPOIECCAX, B OCOBEHHOCTI 11PK

PENEHUN 1O CEMJIEJY TIPOBJEMDI JIMPHXJIE LT
KBAJIPATA 10 x 10

BAIJJIAB ®ABHIAT (Vaclav Fabian)

(IHocryiniao B peparumio 8/V 1957 r.)

B cTarne x‘:lH‘(lJlI/IIillpyeT(‘JI OPUMCHCHIIC CTATUCTHYUCCKNX METOIOB K OTenKe
OIMOKM BAKPYIJIEHHA LPH OOBYUHOM M CHYYAHHOM cmocofe B3aKpyIJeHus.
B xauecTBe mpnMepa npuitoenuii ofuux pesyasratos pabornl [4] mpoBojATes
HEKOTOP®IC YUCJICHHBIC OHCITHKMN BCJINYHUIILI OHHIGNH B ClICHAJILHOM cJiydae Me-
Toga Ceifjiesia Jyisi PasHOCTHOTO amazora npobuemsr [lnpwxie pad KBappara
10 x 10.
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lésumé

ESTIMATION DE L'ERREUR DUE A L’ARRONDISSEMENT DANS

LES PROCESSUS ITERATIFS LINEATRES, EN PARTICULLIER DANS

LE PROCEDE DE SEIDEL POUR LA SOLUTION DU PROBLEME
DE DIRICHLET DANS LE CARRE 10 x 10

VACLAV FABIAN
(Regu le 8 mai 1957.)

Dans cet article, on discute 'emploi des méthodes statistiques d’estimation
de I'erreur due & 'arrondissement pour les procédés d’arrondissement habituel
et aléatoire. A titre d’exemple d’application des résultats généraux obtenus
dans le travail [4], on a évalué ici quelques estimations numériques de I'erreur
pour le cas spécial du procédé de Seidel appliqué & I'analogie en différences
finies du probléme de Dirichlet, dans le carré 10 x 10.
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