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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

0 ODHADU PRAVDEPODOBNOSTI PRECHODU

FRANTISEK ZITEK

(Doslo dne 4. prosince 1956.) ) DT:519.217

Préce se tykd odhadu pravdépodobnosti pfechodu v homogennim
Markovove Fetézei o dvou stavech pomocei riiznych method odhadu.

1. Uved

V préci [6] se O. LANGE zabyvd m. j. problémem odhadu pravdépodobnosti
piechodu v homogennim Markovové fetézei (viz [6], § 8). Jeho vysledek lze
struéné shrnouti takto:

Pribéh procesu sledujeme po dobu N piechodi. Necht z celkového podtu N
prechodi je m;; prechodii ze stavu ¢ do stavu §. Oznadéme n, = Zm” NV = Zn

Nestrannymi maximalné vérohodnymi odhady pravdepodobnostl prechodu Pis
jsou pak vyrazy :
Pu=—". (1.1)

i

Pro varianci odhadu (1.1) uvidi Lange vyraz

/ 1
D(py,) = — pu(l — pis) - (L2)

2. Vlastnosti Langeova odhadu

Podstatnou skutednosti ovliviiujici charakter odhadu (1.1) je ten fakt, Ze
jak mg;, tak také n; jsou nahodné proménné; jde tedy zde o t. zv. odhad poms-
rovy (viz na pi. [3] a [4]). Variance (1.2) je tudiz jen podminénou varianci
odhadu (1.1) za predpokladu, Ze n; je pevné dano. P#i praktickém usporadani
experimentu viak mame pevné jen dislo N a matici pravdépodobnosti
prechodu P = (p,;). Na tuto dileZitou skutednost vSak patrné v Langeové
praci nebyl vzat zietel. : -
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Nepodminénou varianci odhadu (1.1) dostaneme, vezmeme-li stiedni hod-
notu variance {1.2) vzhledem k rozlozeni ndhodné proménné n,. Toto rozlozeni
je v obecném piipadé znadné slozité. I kdy?Z se omezime jen na nejjednoduss
piipad homogenniho Markovova fetézce o dvou stavech, budou formule pro
pravdépodobnosti P(n; = k) velmi komplikované. Spokojime se proto s asymp-
totickym Tfesenim.

Budiz

P11 Pz
P = s DuPizPaPas ¥ 0, 2.1
('[’21 ng) P1Pi2P2aP (2.1)

matice pravdépodobnosti prechodu daného Fetézce {X,}i°.o jako pocatedni
rozloZeni pfijméme

P(XU = l) = i;’ ’ (2-2)
kde p je fefenim rovnice
P=1p.py+ (L —p) v, (2.3)
t.J.
poem P 2.4
P P12+ P (24)

Potom ovsem plati P(X;, = 1) = p pro viechna &k = 0.

Je-li N dostateins veliké a nelisi-li se p piilis od jedné poloviny, pak n,
méa piiblizné normalni rozlozeni s primérem Np a varianci Np(l — p), (viz
na pi. [7], § 14, v&ta 2), a m,, ma (pfi daném =) také piiblizné normalni
rozloZzeni s pramérem n, p,, a varianci %, Py P11

V dalsim postupu uzijeme methody navrzené E. C. FiunLerem [2]. Oznaéme
Y1 = Myg — Prafy & Yo == My, — Py By. Ziejmé E(y,) = O = E(y,). Krom¢
toho plati

D(y,) — Nppipn (2.5)
a
D(y,) = N(1 — ) P21P22 - (2.6)

Vyuzijeme-li normality ndhodnych proménnych y, a y, muZeme psati
intervalové odhady pro pravdépodobnosti pfechodu p,, a p,; ve tvaru

e My toy

Moy to,
P1z = P

S - 2.7
7 1+ . Pe1 n, + ny (2.7)

kde ¢ = D(y,), © = 1, 2, a t uréime z tabulek normalniho rozlozeni.

Variance ¢ jsou ovSem, vyjadteny ve tvaru (2.5) resp. (2.6), funkcemi
odhadovanych pravdépodobnosti p;, a p,,. Fieller zde navrhuje pouzit bodo-
vych odhadf (1.1) dosazenych do (2.5) a (2.6) misto skuteénych hodnot p¥i-
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sluSnych pravdépodobnosti. Timto obratem dostaneme z (2.5) s pouzitim
(2.4) vyraz
2 . TSI NI
0] — 4)\ FURIDIRAARE AAe2 bt SO
Ny (4000, -+ 0 1My)

(2.9)

a obdobné mzeme prepsati téz (2.6). Ziskali jsme tak soucasné oba intervalové
odhady zalozené jen na vyhérovych charakteristikach.

3. Haldanetiv odhad

Slozitym tvahdm a vypodétam paragrafu 2 se miZeme vyhnouti jestliZe
misto (1.1) pouzijeme jiného odhadu pravdépodobnosti p,;. Jednou z moznosti,
jez se tu naskytaji, je pouziti methody, kterou pro nezdvislé pokusy propra-
coval J. B. S. Haupane v praei [5] a kterou lze bezprostiedné pienésti i na
nis pifpad odhadu pravdépodobnosti prechodu v Markovové fetézei.

Pro zatatek se opét omezime na Fetézec o dvou stavech s matici pravdé-
podobnosti piechodu (2.1). Podstatny rozdil Haldaneovy methody odhadn
oproti odhadu (1.1) spodivd v tom, %e neni pfedem pevné urdena délka pozo-
rovaného tseku fetézce, nybrz podet piechodid ze stavu 1 do 2 a naopak. Co
do pocatedniho rozlozeni predpokladime tentokrite

PX,=1)=1 (3.1)

a rozhodneme, Ze pozorovani skondi, jakmile dojde k m-tému piechodu z 2 do 1.
Nastane tedy v prabéhu pozorovani také pravé m prechodit z 1 do 2, nebot
vzhledem k (3.1) zacal proces ve stavu 1. Ddle oznadme §,, hrnnou ,,dobu
pobytu‘ ve stavu 1 a obdobn¢ T',, dhrunou dobu pobytu ve stavu 2. (Dobou
pobytu ve stavu 1 rozumime podet jednidek v posloupnosti {X,;},7 = 0, 1, 2, .. ;
podobné pro stav 2. Posledni jedni¢ka -— po m-tém piechodu z 2 zpét do 1 —
se do této doby nezapoditava.) Snadnou avahou pak zjistime, Ze S, resp. 7',
jsou soutty m nezavislych ndhodnych proménnych s Pascalovym rozloZenim,
takze

7 k -1 m m
P(‘Sm = /(I) = (k o m) P12 pl]:l (32)
a :
P(T, = k) — k=1 o pas ™ (3.3)
m L —m 21 22 -
Haldaneovym odhadem pravdépodobnosti p,, je pak vyraz

o M % . 15
P12 == S, —1° (3.5)

podobné pro pravdépodobnost p»; dostaneme
oo m— 3.5
Par = T (3.5)



Poznimka. Qdhady (3.4) a (3.5) jsou -— na rozdil od odpovidajicich odhadt
typu (1.1) — stochasticky nezdvislé a také ,sobéstaéné v tom smyslu, Ze
k uréeni vlastnosti jednoho z nich neni tfeba znat hodnotu pravdépodobnosti
odhadované druhym odhadem. Tato ,sobéstaénost je uréitou vyhodou
Haldancovy methody, nebot umoziiuje provésti samostatné odhad i jen jedné
z pravdépodobnosti Py, & ps;.

Vzhledem k prive uvedend vlastnosti se miZeme v daliim omeziti jen na
odhad (3.4), vlastnosti odhadu (3.5) json zcela analogické. Pritom pro jedno-
duchost pifeme p misto p,.

Nestrannost odhadu (3.4) lze snadno ovefiti ptimym vypoétem (viz [5]), jako
varianci odhadu (3.4) pak Haldane uvadi

D2(p*) = P ) . S (k i [)‘;)z' (1 — p). (3.6)
m i (k 4+ m)
Dosadime-li do (3.6) za p odhad p*, dostaneme priblitny vyraz (viz opét {5])

D) ;; (N, — ) . [1 T 2(N,, — m)(S,, — 3m) O( 1 )} e

w2y AT m3
A 1) mASE m

V obeeném piipadé Markovova Fetézee o vice stavech lze Haldaneovy
methody pouzit na pi. k odhada diagonalnich prvkia matice pravdépodobnosti
piechodu. Pozorovani slouziel k odhadu p,, probiha tak dlouho, pokud nedojde
k m-tému vystupu ze stavu ¢; doba pobytu ve stavu ¢ ma opét rozloZeni typu
(3.2). O jinyeh moznych aplikacich Haldaneovy methody vizna p¥. [8],str.114ssq.

Misto Haldaneova odhadu (3.4) by bylo moZno pouziti téz bodového odhadu,
sestrojeného pomoci methody maximélni vérohodnosti. Dostanenme tak odhad
' m
S,
ktery vsak neni nestranny a ma dosti slozité charakteristiky. Kromé toho by
ovien bylo mo/né uvazovati i jiné typy odhadt, na p¥. odhady pomoci maxi-
malni doby pobytu (misto jejich souétu S,,), odhady medidnové atp. Jednodu-
chym ale mélo ekonomickym odhadem je odhad

p = (3.8)

A Mqa
Pre = — (3.9)

ny
kde n,; je pfedem pevné zvoleno, t. j. kdy pozorovani kondme tak dlouho, a%
nastane n,-ty pfechod (+ vystup) ze stavu 1. (Pro 5\921 pak pottebujeme novou
serii pozorovini.) Odhady 7;12 a Pu jsou stochasticky nezavislé, binomické,
s varianci (1.2).

Zajimavé by rovnéz byly problémy testovani hypothes tykajicich se pravdeé-
podobnosti p,;.

Pozndmka. Numericky je hodnota odhadu (3.8) tdz jako hodnota odhadu
(1.1) p¥istejném m, aviak v (3.8) je m konstanta a nikoliv ndhodn4 proménna.
Proto také odhad (1.1) miize byt nestranny, 1 kdyZ (3.8) nestranny neni.
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4. Tntervalovy odhad

Pro parametr Pascalova rozlozeni lze snadno sestrojiti intervalovy odhad
pomoct intervalovych odhadit parametru binomického rozloZeni; postup si
ukdzeme na piiklad¢ odhadu pravdépodobnosti p = p,. 4 (3.2) vyplyva piimo
rovnost

P(S,, = k) = Bin - 1;p, k), (4.1)

kde jsime symbolem B(wm; p, k) oznadili hodnotu binomické distribucni funkee
s parametry p a k v bodé m, tedy

Bm; p, k) = > (lj) (1 — p)ed (4.2)
30

Funkee B je klesajici funkel argumentu p,

- m definujme si
1, takové, 7e

Budiz ddno redlné ¢islo x, 0 << x <2 1. Pro celd disla
dvé funkee P,(s) a P,(s) takto: P,(s) bude nejvétsi p, 0 =< p =

Blin — 1ip,8) =1 — : , (4.3)

kdezto P,(s) bude nejmensi p, 0 < p = 1, spliiujici nerovnost

(4.4)

Obé funkce jsou ztejmé klesajicl v s, plati P,(s) == £,(s) a kromé toho
PPN v = PySp) =1 — . (4.5)
Nerovnost (4.5), jez je ptimym distedkem definice funkei P, a P, a rovnosti

(4.1), neznamend pak vlastné nic jincho, nez Ze nihodny interval

<1)1(Sm)f I)Q(SM)> (4~6)
je konfidendéni interval pro p s kocficientem gpolehlivosti 1 — ~. Zbyvi jen
urdit funkee P, a P, explicitn¢. To je viak jiz snadné, nebot hodnoty téchto
funkei najdeme piimo v tabulkich konfidendénich intervallt parametru
binomického rozloZeni, na priklad v [1] (tabulka X1X str. 520 529). Musime
oviem ponckud upraviti oznaceni. Tak [?;(s) nalezneme jako doini mez konfi-

najdeme jako horni mez konfiden¢niho intervalu pro x =m — lan — x =
=8 — m.

5. Priklad

Pro ilustraci uvedenych method odhadu byl pomoet vrhi minei realisovan
Markoviv fetézee s matici pravdépodobnosti prechodu

P (i) (5.1

o 00
403 COj



pi dem# za pocdteini rozlofeni bylo vzato (3.1). Zvoleno m = 8. Vysledkem
pokusu byly hodnoty 83 = 50, Ty = 36, takze pro skute¢né hodnoty Piz ==
= 0,125 a p,;, = 0,25 nam davaji

a) odhady (3.4) a (3.5) hodnoty

Ph— 0,143 a pf = 0,200; (5:2)
b) odhady (3.8) hodnoty
P = 0,160 a Py = 0,222 (5.3)

¢) intervalové odhady (4.6) jsou pfia = 0,05
Pro€ <0,051; 0,241> a  p,, € <0,068; 0,314 . (5.4)

V zdvéru chtél bych jesté podékovat s. dr JarosLave HATROVT 2a cenné rady
1 za mofnost sezndamili se s rukopisem dosud newvefejnéné prace [4].
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Peswwme
OB OILEHKAX BEPOSITHOCTEN MEPEXOJA

OPANTUHIIER SBUTOK (FrantiSek Zitek)

(Hocrynnio B pegaxnuio 4/X 11 1956 r.)

B pafore gam 0030p HeCKONBRUX METOJIOB HAXOMACHUS OTCHKU BOPOSTIOC-
Teir Tepexoia B oHopoiHoi tenr Maprona ¢ ABYMST cOCTOAIUAMU. Y iganana
ommGouocts gopmynst (1.2) war gueuepenu ouenru (1.1) (em. O. Jlanre [6)),
M BOCTPOCHDL COOTBETCTRYIONUIC jloBepuresibibie narepsaist. B § 3 pacemarpu-
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pacres oneura Nodjeiina [5]0 3§ 4 nocrpoedsl JOBEPHTENLHBIC HHTCPBAILI
(4.6) Ang OTUX BEPOATHOCTCH ICPCEXOAA HPH HOMOULN JOBCPUTCILHBIX. HTCPBA-
J0B U HapaMerpa p OMHOMIAJBHOTO [)El(‘lll)(‘j[(‘JlL‘lllH[. B3 waucerpe HpHMepa
B § 5 BLITHCIICHDE paceMaTpPUBACMBIC OTCHRIT B O1HOM TACTHOM ¢JIyVUac.

Summary
ON ESTIMATING TRANSITION PROBABILITIES

FRANTISEK ZITEK
(Received December 4, 1956.)

The paper contains a review of several methods of estimation of transition
probabilities in a homogeneous two-state Markov chain. The error of Lange [6]
taking (1.2) for the variance of (1.1) is corrected and corresponding confidence
intervals are given. In § 3 the method of J. B. S. Haldane [5] is considered.
In § 4 confidence intervals (4.6) for the transition probabilities are constructed
using confidence intervals for the parameter p of the binomial distribution.
A numerical example is calculated in § 5 in order to illustrate the different
methods of estimation.
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