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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 3

JEDNODUCHY NEPARAMETRICKY TEST ROZDILNOSTI POLOHY
DVOU POPULACT

ZBYNEK SIDAK. JIRT VONDRACEK

(Doglo dne 31. srpna 1956.) DI:519.27

V ¢clanku je zdokonalen Rosenbaumiiv |1] test nulové hypothesy
totoZznosti dvou populaci proti alternativni hypothese jejich vzajem-
ného posunuti. Vyhodou testu je jednoduché provedeni. Pro praktickd
pouiivani jsou uvedeny tabulky.

1. Testova charakteristika a jeji rozloZeni

Budi# o, < @, < ... < 2, usporiadany ndhodny vybér rozsahu n z rozlozeni
F(x) a y;, < 9y < ... < Yn uspofadany nihodny vyhér rozsahu m z rozlozeni
G(y). Distribuéni funkce F(z), G(y) necht jsou spojité. (Timto predpokladem

jsou tedy vyloudeny rovnosti mezi vybérovymi hodnotami.) Ukolem je testovat

smérem k vétsim hodnotam vzhledem k F(x).

Jako testové charakteristiky uzijeme @ = R -1 N, kde R jest potet prvka
7 vybéru {z,}, které jsou mensi ne 7,, a S jest podet prvka z vybéru {y,}, které
jsou vitdi ne x,. Piedpoklidejme totoinost distribuci a odvodme rozloZeni
testové charakteristiky .

Oznaéme P*(r,s) pravdépodobnost, Ze mezi x, a z, bude m — 8 prvka
z vybéru {y,} a nad z, bude s prvkil z téhoz vybéru. Podle Wilksova [2]
obecného vzorce dostaneme

(m+n—s—r—1)
PHr, ) — o m—s / pro r =

m+n\ 8
n

Pravdépodobnost P(r, ), Ze nad x, bude s prvkit z vybéru {y;} a prvek y,
bude mezi , & %, 1, Je zfejms

, 2, ., —1,
1

|

|
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(m+n——s~7~» 2)

P(r,s) = P¥(r,s) — P¥(r 4 1,5) — >~ 5 1

(m —’,—57,) (1)

n

pror=1,2,..,n—2,8=0,1,2,...,m — 1.
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Lize snadno dokazat, e vzorec (1) plati celkem pro r =0,1,2,...,n — 1
as=20,1,2...,m-—1 a jest ‘

P(n, m) == L (2)

) m +n
)
Pfipad r <= n, s = m nebo r = n, s <7 m nemaze nastat, tedy pro tyto ptipady
P(r,s) = 0.
P(r,s) je tedy pravdépodobnost, Ze R = r, S =s, a pravdépodobnost,
Ze () = g, je rovna

> P@r,s) pro q=0,1,...,m fn—2, m+4n. (3)
14-8=:q
m.n
Je-li 0 << x << 1, oznaéme k, nojmendi celé ¢islo takové, ze > P(r, s) = .
r4s=ky

Kdyz testova charakteristika ¢ = k,, zamitneme nulovou hypothesu rovnosti
obou distribuci na hranici vyznamnosti menéi nebo rovné «. Postup vypodtu
kritickych hodnot k, je uveden v Sdsti 2.

Pozndamka. Pravdépodobnost P(r, s) lze snadno odvoditi kombinatoricky.
Za predpokladu nulové hypothesy mzeme vybéry {x,} a {y;} sloudit a vytvorit
tak jediny vybér z; <<z, < ... <2y, Kaidé uspofaddni prvka vybéri
{x;} a {y;} ve vybéru {z;} odpovidd tomu, Ze n prvka vybéru {z;} oznadtime
znakem x a zbylych m prvkt znakem ¥, t. j. vybirdme kombinace n-té ti“idy

zn - m prvki. Kazda tato kombinace m4 stejnou pravdopodobnost

+ n\’

)

Mé-li byt nad @, pravé s prvka v a pod y, pravé » prvkit x, musime od konce

vybéru {z,} oznadit ¢ prvkid znakem y a dalil prvek znakem x a pravé tak

od zagatku r prvkd oznadit x a dalgi prvek y; ostatni prvky muazeme oznadit

libovolné. Tedy ze zbylych n -}- m — s — r — 2 prvkid mame jedté n —»r — 1
s

-m -8 —r — 2

. . N E
prvkia oznadit znakem x, coz dava ( * 1
| n—r — |

) ptiznivych moZnosti.
Odtud vyplynou opét vzoree (1) a (2).

Vypotet tabulek kritickyeh hodnot a asymptotické kritické hodnoty

Pro pevné rozsahy vybéri n, m oznaéme P, (k) pravdépodobnost, Ze

b
m=2 05k =n-+m-— 2plati

I

. 0
@ = k. Kdyz dodefinujeme <a) = 0proa < b nebod <0, (0) = 1, potom pro
n -

1

1R

m+n

— D o\ 1 I" ‘(’;” ey — P — 2) ‘
Prinl) = r-;s::/c Plr,5) = m+ n {rz:lr \ m — 1 T
"
-1

n Z (m+n——r—3)_4_..‘_‘_721(7}1-}‘n_7~.4k1)+

Pt m — 2 m — k
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F( m — 1 ) ( m—k 1] "
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Piteme-li P,,,, (k) = (m ,{ 72)
7

A, »(k) rovno vyrazu ve svorkové zavorce v (4). Pro krajni hodnoty plati
47},,177(” "%A (’”) == fq'n.m(n 4’ m o — 1) = 1.

Pomoci zndmych kombinatorickyeh vzorett dostavame pro 17 h Zn |-

+m — 2
m |on ok m oA n — kb — 1 n — A -1
-4 | I +
n Bl — v
— k

A, k), potom pro 0 = k = n -} m — 2 jest

(88

24, (k)

( ) (r b — k& l\( \ ;2‘/'):?.— - l‘) n
@ / m — 1 / -4 ’ \ n
e — fo— 1 m4n-—k—1 ) SN N A k-t I)
+( m ) + ( m o= kol ) Ftle —1) ( n o

mo--n— b — 1 b ko] -
= Auall = 1) (m . n ) ‘, (” m ) ' )

n -

Jelikoz A, ,,(0) = A, ,(0) = , ze vzoree (5) indukef plyne, ze 4, (k) =

7
= A, ,(k), tedy také P, (k) = P,,(k) a tabulka kritickych hodnot bude
zfejmé symetrickd podle diagonaly n = m.

Kritické hodnoty v tabulkich byly vypodteny pro hranice vyznamnosti
x = 0,01 a & = 0,05 a pro rozsahy vybéria n, m =1, 2, 3, ..., 26 tim, Ze bylo
nalezeno nejmensi k takové, ze

o fm - n)
*4'7:.7”(]6) = ( ,”‘, } -

Ke kontrole vypoétu tabulek bylo uzito vzorce (5). Dald kontrolu tabulek
poskytuji nésledujici nerovnosti.

/

Kdyz n je pevnd, m roste, potom:
je-li m << m 1, pie prechodu od m k m -~ 1 kritickd hodnrota nevzroste, l
je-li m = n — 1, o plechodu od m k m -+ 1 kritickd hodnote je tdZ, ‘
je-li m > n — 1, pri prechodwu od m k m + 1 krilickd hodnola neklesnce. |

(6)

V disledku symetrie platt obdobné vztahy pro m pevné, n rostouci.
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Tvrzeni (6) dokdZeme ve dvou krocich.

Pomocné tvrzeni.l) Pro m = n — 1 plati

et f(" ]") S k)} = (m tn ) {(m S
1 (m 4n—k— l)i‘

m |
Ditkaz. Upravou a pomoci kombinatorickych vzoreh dostaneme ekvi-

. [n— 1
valentni nerovnost (7;;) = (n s ), ktera jest podle predpokladu spravna,

Tvrzeni. Prom =n — 1 plati P,,, (k) = P, (k).

7

Dikaz. Uvedend nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

(m’ Jv— 1) A"n.mfkl(/”') ;é (/IL + n + 1) Anm(k) N (7)

Pro &k = 0 nastdva ve vzorei (7) rovnost, tedy plati < a soucasné =. Piedpo-
kladejme, %e (7) je dokazano pro k& — 1. Dosazenim vzorce (5) a pfidtenim
nerovnosti z pomoceného tvrzeni plyne platnost vzoree (7) pro £.

Timto tvrzenim je ziejmé také dokazino (6).

RovnéZ je mozno dokdzat, Ze pro stejné rozsahy vybéri m = n p¥i prechodu
po diagondle k m +- 1 = n - 1 kritické hodnoty neklesnou.

Ponévadz ndm nebyly dosazitelné tabulky binomickych koeficientt pro
vétsl hodnoty m a n, nemohli jsme rozsitit tabulky pro tyto vétsi rozsahy.
Avsak s pomoci hotejiich nerovnosti jsme zjistili, Ze pro stejné rozsahy vybéra
m = n = 27, ..., 50 je kritickd hodnota na 19, hranici vyznamnosti 9 a na 59,

hraniei je kriticka hodnota 7.
v R v (2
Kdyz rozsahy vybért n, m rostou nade vSechny meze tak, Ze -— — 1, pak
: m

snadnym vypodtem dostaneme
(m -+ n-—s—r— 2} n!m! -

him Plr,$) = hmw (m —s — Din —r — 1)l(m ++n)!

7, M—

n,M—>w0
1 2 r 1 2
(1 — ’;’L)(l — E\'...(l —_— 7;,) (l — ;7—7)(1 — ;})...(1 — S)
] % m
o SRR N T L 9—(rvs+2)
o .. =2 :
1 n p n S m
S R I I IR I I T SR ”
Bom ( + )( 7 m)( 1 m + m m) (] + n
. st
é;tw) “(1 g stk 1)
n n n
Jest
@ k2
D, 2t n
ris=k “

1) Symbolu = v nésledujicich vypoétech jest rozuméti tak, Ze plati bud ve vech

nerovnostech < nebo ve viech nerovnostech _>.
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odtud plyne, %e
pro « = 0,01 jest asymptoticka kritickd hodnota?) &k, = 10,
pro « == 0,05 jest asymptoticka kriticka hodnota k,

I
=

3. Zavér

Podnétem k této praci byl Rosenpaumiv élanek [1], v kterém jest jako
testové charakteristiky uzito pouze § (podle nadeho znadeni). Je nasnadé
myslenka, Ze test se zlepi, uzijeme-li misto Rosenbaumovy ,jednostranné«
charakteristiky & ,,oboustranné* charakteristiky @ = R + S, jak jsme to
uéinili v tomto élanku. Je vidét, Ze Rosenbaumv test je velmi citlivy na riznost
rozptyli. Uvedeny test tuto citlivost zmen3uje. Jsou zndmy nékteré nepara-
metrické testy tohoto druhu, které jsou mohutnéjsi, oviem za cenu zkompli-
kovani vypodta. Test navrzeny v tomto dlanku ma proti nim vyhodu znaéné
jednoduchosti.

Tabulka kritickych hodnot & pro 19 hranici vyznamnosti
i |
Ml1d2 3415|6718 |9110[11{12(13 /141516 |17 |18 19|20 |21 |22 |23 |24 |25 |26]
PN ‘\\
NE T
2z . |
3 |- [ i !
4 -l Pl | !
5 o|—l—1—]8]8 | |
6 |- | sl sls L |
7T =1 9109|888 | o ‘
§ - 1099|988 ‘ j
9 — 1 —110[10{ 9] 9| 91 99! | ' [
10 |—|—{11{10{10] 9] 9] 9] 9, 9, |
11 |— — [12[11110(10] 9] 9 9 9] 9
12 |— = |I2|1L{11{10| 919/ 9/ 0, 90 9 !
13 |—|14]1871211]10j10| 9] 91 91 9] 9! 9 ;
14 |—{15]14]13|i2|11(10{10{ 9] 9, 9! 9 9 9
15 |— |16|14 13|12 (11|11 10 |10 949]9;909 | I
16 | — 17[15/14 (13112 {11 1010110 91 9/ 9, 9| 9 9| l |
17 | — 181614 (13|12 |11 {11[10[10/10| 9/ 9] 9+ 81 9| 9 [
18 |— (19|17 15|14 |13 |12 11 |11 10110110 9 91 9| 91 9| 9 1
19 |—|19l17\18 /14 131212111010 1010, 9| 9| 91 9| 9l 9 ‘
20 |- |20 {18{16 |15 14 (1311211 11{10 (10|10 {10| 9 9]9 91919 |
21 |— |21{1917 1514 |13 (1212 11‘11|10§10 1010|9999 9,9 i
22 |- [22120 1811615 (1413|1211 11111 (10{10{10{ 9] 9| 91 9, 9] 9! 9| }
28 |— 23|20 (18 |17 |15 1413112 12|11 |11 [10 {10 |10 10‘9 919191999 [
24 . |— (24121 119 |17 |16 |15 |14 13 12 {12 11 [I1 1010 10/10| 81 91 0 & 9 5 0 |
25 |— |2522 (20 |18 (16 1514 {13 1212 |11 11|11 {10(10|10{10| 9| 9 9/ 9| 9| 9| 9 }
26 | — 126(23(20 (18 |17 1514 (13 13]12f12|11 1110 10}10 10101 9/ 9 919199
i | | i

5 Pro & = 9 jost *2 _ 0010742, pro k — 10 jest ©T2 — 0,00586, P
) Pro k=9 jes —é%:»f = 0,0] , pro k = Jes,?ﬁ—l-f ,00586. Pr1m, n -+ o0

prok = 9 uvedeny soucet tedy jen o malo prevysi 19, hranici; tim se vysvétluje, Ze i pro
dosti velké rozsahy vybdri m = n = 50 je kritickd hodnota stédle jen 9, atkoli asympto-
ticky jest rovna 10.

219



Tabulky kritickych hodnot & pro 59 hraniei vyznamnosti

™ ! T
N
\’" Ll2[ 814 5]6(7]8 |9 |10|11{12{13 141516 17|18 19!20 21222324 (25 (26
| | i i |
|- . e 1‘
9 _— | H i i
° e ‘ o
R R J‘ |
4 |~ 8|6 \
5 |—~|6]616 6
6 |- 7]616 66
7 — | 8 7;11 G 6,6
8§ |~ | BRI TITI66]6 6 :
9 [—qoj8| 7/ 7/6|/6 66
10 109 81776, 6 6] 6
11 — 1L 98y 8771716616
12 —hijololsl7l7i7]7/6l 6|6
13 |—h2pol ol s/ 8| 7|77, 7/ 6|66
14 [—nshljloloy sl 8 7/ 7{7|7/6|6 6
15 |—haf12fof 9| sis|7lal7|7 70616 6
16 |l—japzptfiol ol sislalal7]1]7/7] 6|6
17 |- js{3prjrol of 8l 8| 7l 7l 7 |7l 7|77
18 |-~ 16 (1811210 91 9| sy 8| 7|7l 2t 7|7l 7l 7] 717
19 (1917141210 9] 8| 8|8l 777|777
20 2017 (1A 11 (10 9j 9| 88| 7| 7|77l 7|77 q 7
21 (2118 (t3(13)12(1tl10] 9| 8| 8| 8l 7| 7 77l 7t vl Tl 7|7
22 (22119016 14 12011110 9| 9| 8| 88! 7 7| VT 7|7 7| T} T| 7
23 [23(20(16 14 13001,10(10| 9| 8| 8 8y 7 7| 7| 7|77 1{ 7|77
24 (24(20017115 1312110 9t 9| 8| 8|8l 7l rj 7l vl 77l al
25 252118 isjigli2fatjlo| 9 ol 8| 8! slsi7| 7|7l 777|777 7]|7
2626122 118 (16|14 1211 10(101 91 91 8 81 8| 7 7|77 7|7/ 77 717/ 7|17
{ ‘l | .

|
i
|
|
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HPOCTOW HEINAPAMETPUUYECKNTT KPUTEPUIT PA3HOCTU
HOJOMENNS ABVX PACITPEAEJIEUUNA

S3BLINEK MUIAK, UPKY BOHAPAYEK (Zbynsk Sidalk, Jifi Vondratek)

(TMocrynuao s penaxuuio 31/VIIT 1956 r.)

DTa CTaThs ABIACTCS IBYCTOPOHHAM yIIyurmenueMm kpurepns Posenbayma [1].
Oyerb 2y << ... < @,y Yy < oo < Yy ~— HBE YHOPANOUYSHHLIC HE3ABMCUMDIC
cnyuaiusie BLIGOPKY N3 HOIIpePbIBHBIX paciipenenenuii F'(x),coorsercrBenno G(y).
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Hameii 3agavweil Oyaer npoBepuThL HYJICBYI0 THUOTE3Y O PABCHCTEE pacnpeiie-
nenult F(z), G(y) upotms ambrepuaTwBHoil runoress, 4ro G(Y) noapuuyra
K GONBIUM 3HAYCHUSM.

Kpurepuem caymur @ = B 18, e R osuawaer wwmcso Habmopeunii n3
HepBoit BEIOOPKY {X;}, KOTOPLIE MCHEBIIe, TeM ¥, 1 § 03NaUaeT YHCI0 HABTI0/0-
HUH U3 BRIOOPKY {¥;}, KOTOpBIe HONEINE, YeM T,

Brpejena GyRyigsa pacnpefeseHna 9TOW CTaTHOTHRH, XBOCT 9TOI0 paciipe-
Jenenua faH B gopmydie (4).

Tatumuer 19, u 59, kpuruveckux upepeson k jpaunt jin m, no= 1, 2, ... 26,
HNag m = n = 27,..., 50, 1%, wpurnuecknit nupepea k = 9, pas 5% k = 7.
Iiag m A~ 7 — o0 acHMOTOTHYCCKAMM KPUTUYECKMMU TPEICNAME  ABIAIOTCH
k=101 1% wk = 7 mnst 5%, ypOBHST 3UAUMMOCTIH.

Ecau @ = k, nynesas rumoresa oTBepracres.

Summary

A SIMPLE NONPARAMETRIC TEST OF THE DIFFERENCE
OF LOCATION OF TWO POPULATIONS

ZBYNEK SIDAK, JIi{ VONDRACEK
(Received August 31, 1956.)

This paper appears to be a twosided improvement of Rosenbaum’s test [1].

Let z; << ... <, ¥, <...<¥, be two ordered independent random
samples from populations with continuous distribution functions F(z), ((y)
respectively. The problem is to test the null hypothesis whether these two
samples come from the same population against the alternative hypothesis
that G(y) has slipped towards higher values in comparison with F(z).

The test characteristic is @ = R 4- S, where R denotes the number of
points from the sample {x,} which are less than ¢,, and § denotes the number
of points from the sample {y,} which are greater than x,. The distribution of
this characteristic was determined and the tail of this distribution is given
by the formula (4).

Tables of 19, and 59, critical values k are given for m,n = 1, 2, ..., 26.
Form = n = 27 ..., 50 the 19, critical value is k = 9 and the 59 one is k=1,
while for m ~ n — oo the asymptotical critical values are k = 10 for 19
level of significance and k = 7 for the 5%, one.

The null hypothesis is rejected if @ = k.

o
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