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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ElsLo 1

CLANKY

ODHAD CHYBY RUNGE-KUTTOVY FORMULE

OTTO VEJVODA

(Doslo dne 16. dubna 1956.) DT:517.925:518.61

V &lanku jsou uvedeny tfi nové odhady chyby Runge-Kuttovy for-
mule pro numerické FeSoni soustavy n diferencidlnich rovnic 1. F&dn
pri jednom kroku, Déle jsou odvozeny dva vzorce pro odhad chyby téie
formule po s krocich.

Uvod

Odhad chyby (nepfesnosti) Runge-Kuttovy formule pro piiblizné feeni
soustavy n obytéejnych diferencialnich rovnic 1. fadu se v podstaté skladd ze
dvou ¢asti: Z odbadu chyby pii jediném integraénim kroku (,,Integrations-
fehler“) a z odhadu zvétseni této chyby po s krocich (,,Fortpflanzungsfehlere).

Odhad chyby Runge-Kuttovy formule pfi jednom integraénim kroku byl
dosud publikovin pouze BIEBERBACHEM a to v [1] pro jedinou rovnici a v [2]
pro soustavu diferencidlnich rovnie. V tomto &ldnku odvozuji nové odhady
této chyby pfi tfech rlznych zplsobech odhadu velikosti pravych stran dife-
rencidinich rovnic a jejich derivaci. Viechny i odhady maji jednu spoleénou
myslenku, Ze totiz vySetiuji rozvoje presncho a piiblizného feseni az do 6. tadu,
takze rozdil prvnich élent rozvoja, jez se od sebe 1isi, t. j. ¢lent 5. ¥adu, ktery je
,,0becnd“ rozhodujici pro velikost chyby, je odhadnut velmi piesns. I kdyz
viak tyto odhady chyby davaji v mnoha piipadech podstatné lepsi vysledky
nez vzpomenuté odhady Bieberbachovy, zdaleka jedté nejsou uspokojivé. To
spodivé v zdkladni nesnazi adhadu ehyby u Runge-Kuttovy methody. Mame-li
totiz soustavu n diferencidlnich rovnic 1. fadu a jdeme-li v rozvojich do ¢lent
6. fidu, pak mame obeené odhadnout velikost P funkei, kde

n -0 n+1  (n-2 n -+ 6
el ) ) )]

Je z¥ejmé, 7e se vzristajicim » tento podet funkei velmi rychle roste. A velikost
viech téchto funkei, ma-li byt koneény vzoree pro odhad chyby prehledny a
snadno vyéislitelny, musime odhadnout pomoci jen nékolika mdlo konstant



»

(prakticky jedné az t¥1). To je oviem velmi obtiZny ikol, nebot viech téchto P
funkei se mze velmi podstatné 1isit jak charakterem svého pribéhu, tak svou
velikosti. K této obtizi dobrého a jednoduchého theoretického odhadu pii-

: : v vy wr s L n -1
stupuje v praxi oviem jesté daldi potiz, a to, Ze P' = n [( i )~}» -

-+ (n h “)J funkei vlastné musime teprve najit jako parcidlni derivace pravych
stran. (Jak je patrno, nafe aloha by se podstatné nijak nezjednodusila, kdyby-
chom v rozvojich §li pouze do ¢lenti 5. Fadu jak bylo dosud zvykem.)

Odhad chyby Runge-Kuttovy formule pro numerické fefent soustavy n dife-
rencidinich rovnic po s krocich nebyl myslim zatim v literatufe explicitné
uveden. Kxistuje viak BukoviesUv odhad chyby Runge-Kuttovy formule pro
numerické Feseni diferencidlni rovnice n-tého fadu [3]. Bukoviesova methoda se
dé celkem snadno prenést na odhad chyby v naSem ptipade. Kromé tohoto
odhadu odvoznji jesté jiny odhad, zaloZeny na jedné vété o zdvislosti FeSeni
na pravych strandch a na pocatecénich podminkach. Tento odhad je sice jedno-
dussi, aviak vysledek pro velké honoty nhK a s podstatné horsi.

Na tomto misté bych vad podékoval prof. VL. KNICHALOVT za pomoc a rady,
které mné pii psani této prace poskytl.

1. Odhad ehyby p¥i jednom kroku

Budiz déana soustava diferencidlnich rovnie
dy, . .
a;ﬁft(lv Yo Yae ooos W) (v=12...n ‘ (1)

s potateénimi podminkami
YA%o) =9,y (v=1,2,...,m). (2)

O funkeich f,(x, y;, ¥a, .- -, ¥) predpoklédejme, ze maji v kvadru @ = {xy XD X
X (Yro = b tro + 0> X oo X g — by ng + b (B> 0, X > x,) spojité par-
cialni derivace az do 5. Fadu véetns. Funkee [,(x, ¥, Ys, - - -» ¥n) Pak v § samo-
ziejmé také vyhovuji Lipschitzové podminee s jednotnow Lipschitzovou
konstantou K:

lfv(x5gl’ :[j2: e yﬂ) - fr(m7 yl’ .7/27 R yn)l :g_ ]{ Z \’?/J - 7/3% ('V = 17 2: [AAS] ’”’) . (3)

j=1

Kazdd z funkei f, nabyva v @ svého maxima A,. Oznatme A = max 4, a pfed-

0svEn
poklddejme, Ze je splnéna podminka |X — z,) 4 <X b.
Podle existenéni véty vime, Ze integral soustavy diferencidlnich rovnie (1)
prochédzejicl podatetnim bodem (%, Y14, Yaos ---» Yno) €Xistuje pro viechna
x € (x4, X> a md derivace do 6. ¥4du vetné.



Jak je dobie znamo, mame-li v intervalu {z,. X> konstruovat pfiblizné Fefeni
soustavy (1) s potdteni podminkou (2) pomoci Runge-Kuttovy methody,
postupujeme takto: Rozdélime interval {z,, X> N — 1 délicimi body z; =

=wy - kh (k=12 ..., N —1), kde A = m’if (X — a,) (oznadme jesté X =
4

= xy), na N podintervali a piibliZné Fefeni definujeme jako spojitou kiivku,
kterd je v (r - 1)-vtém intervalu {z,, ,,> ddna pFedpisem

~ ~ 1 . .
Yor2{X) = ¥, (2,) + 6 (@ =@ )i + 2%, 000 1+ 2%k, 00y 1+ 0]

r=12 ..,mr=01,..,N—1), (4)
pii demz

lkv,N»l = fv(xn glr(wr)> Lo .{/‘n'r(xr)) >

. 1 . 1 : . ,
~kr.r+1 = fv (xr ’* 2 (x - i&,) ) ylr(mv-) ‘}" 9 ('T - xr) lkl,r+17 [RRS) ?/nr(‘rr) e

1

-+ 5 (x — x,) lkn,rﬂ) g

3kw,r+1 =
-+

1

1 . 1 -
fr (:CT + 9 (x — ), Yo(,) + 9 (¥ — ;) Yy pi1s - Ynol®r) +
2 (x — ) an,r+1) s

By = fler + (@ —2), Yule,) + (@ — ) Fovsrins <o Yur(@y) +
+ (%) "k ria) - (5)

(Jelikoz ¥, ,.,(x,) = ¥, (x,), je ptibliznd integrélni kiivka vskutku spojité.
Snadno se také mlzeme piesviédéit, Ze leii celd v @)

Kazd4 z funket ¥,,,,() je volena tak, aby jeji rozvoj podle zobecnéné véty
o st¥edni hodnoté souhlasil az do élenu 4. ¥adu véetné s rozvojem funkee Y, .,
kterd je »-tou komponentou integralu Y, .= (Y1, ;, Yy, 41, .-, Yo rq) Proché-
zejiciho bodem (,, ¥,,(x,), ..., ¥..(x,)). Integrdl Y, ., budeme nazyvat , lokalng
plesnym‘* integrilem v (r + 1)-tém intervalu, nebot sice vyhovuje soustavé
(1), av8ak neprochazi bodem (x,, y;(x,), ... ¥,(2,)) jako piesny integrdl, nybrz
bodem (%, 4, .(2,), -, Yur(x,)) jako piiblizny integral.

Jako chybu (nep¥esnost) piiblizného Fefeni ¥ = (4. 9,. ..., ¥,) na intervalu
(o, B> € {xy, xyy definujeme vyraz

(s B) = max > |yi(E) — §,(6)] .

Eela,p> j=1
Vezméme za {x, f> specidlné interval (z,, ,>. Jelikoz y,(x,) = Yze) (1 =
= 1,2, ..., n), je chyba pfiblizného Fedeni v 1. intervalu ddna vyrazem

n

En(2g, @) = max > 17,8 — ¥, (&)

Ee{xy,it> j=1



Obdobny vyraz

Wy rpq = MAX z [0 41(8) — YJ',T+1(§)|
Ee ity Bp 41> j=1

miiZeme ubtvorit pro kazdy dalsi interval, t. j. pror = 1,2, ..., N — 1. Tento
vyraz ndm udava, jaké chyby se dopoustime p#i kazdém kroku uvaZovaném
isolované vlivem integra¢ni methody (ten ndm tedy udavd chybu Runge-Kut-
tovy formule pfi jednom kroku). Pro r = 1,2,..., N — 1 piistupuje oviem
k této ,,integradni chybé jesté chyba zpisobena tim, Ze pro tato r jiz obecné
nevychézime ze spravného podatedniho bodu. Odhadem této chyby se budeme
zabyvat az v dal$im paragrafu; nyni se obratme k odhadu vyrazu w, ;..

K tomu potfebujeme zndt rozvoje funket ¥, ,,, 2 ¥, ,., a% do 6. ¥ddu vietns,
Jelikoz vyrazy pro derivace téchto funkei se stavajl se vzristajicim ¥ddem
velmi rychle sloZitymi, zavedeme nékteré operatory, které ndm je dovoli napsat
v piehledngjsi formé.

Budiz ddna v @ mnoZina M funkei proménnych z, y,, ..., ¥, spojitych i se
svymi parci‘rﬂnimi derivacemi az do 5. ¥adu. Na mnoziné R definujme operatory
D, (0 < m =L 5) rovnostmi

l)o(p = (p .

O m\ — Oy
D’"(p ’)xm _{-( ) Zl axm 18?/ f(’ *’N

¢

m L am
.»}’(l) 771 2 10y, - 'a*“fgl...fé‘-]—_”,J[_

l

n
am
+ Z 2, - fafn"'fu M ’ (6)
e =1 om==1 ay“l * al/[)m e "
Snadno se presvédéime, Ze plati vztah

I acp dfe l
de Dy + m u; ])m—l('é}/_g) g (7)

d , . .o 1ot pows
((T zde znamend derivaci ve sméru integralni k¥ivky soustavy (1)) .
®

Budiz dale ddna v Q mnozina N funked ¢, ., definovanych vztahem

Gy, r+1( = fv( """"" Z.), glr(xr) + & Rl,r+1(x)5 [REN gn.r(mr) + x Rn,1r+1 (x))

kde « je libovolné realné dislo a R, ,., jsou libovolné realné funkce proménné
x, pti demz funkee R, ,,, maji spojité derivace az do 5. f4du véetnd. Na mno-
zing N definujme operatory F,, (0 = m < 5) vztahy

Epgv,Hl = Pore1s

. " amf dRQl,"+1 dRQz,r+1
Bolfyrss = >, Z Z i oy, fg, dw o da o (8
0 Z o= %




a -~
kd ?f" f ]mdlo druhé atd. Opét se
snadno presvédéime, Ze plati
dEm v, < F v, d -Rn T
*‘-dgxr-};1 - (xEm*l—l.]:M +1 —l m 241 Em‘l ( (181 +1) df“ﬂ[ . (0)

Nyni jiZz ma¥eme snadno napsat jak derivace funkei y,(») (t. j. komponent
presného fedeni soustavy (1)), tak derivace funkeisk, ,,, (1 < pu < 4;0 v <y
0 < r £ N —1). Jelikoz derivace funkei #k, ,,, jiz snadno dostaneme z deri-
vael funkel g, ,,, pfisludnymi specialisacemi (t. j. x = 0, R, ,.,; = 0 pro &, , .,

1 ]
&=, B,y = (@ — ;) Yy ppy PrO 2k, oy, x = 3 R, = (x — )%, pro
2
Yy 86 =1, R,y == (x — x,) *k, ,y Pro *%,,.,), neuvadim derivace funkei
2k, -y, explicitné.

Plati tedy

L1,

e

e 25 ’
T YRS WA LT ST

i%ﬂwwmmzﬂq%1ziq”%”+

da®  da? Y, 5 A oyoy, da dr

o, | &/, of, &,
T4 z D( )dac2 t zlm/edxw

deyv _ ds f o f © 1
T = ag = Dshy + 10 2 D (Byg) 10 2 D (

&2,
) da? +

D e L " &, @, df,
'+’ 15 Z z]_ (de(j;/u) dx ax _} OQ \ 1&7&7” a}g d.’L {
N AL A A
‘Z 1(9% da? @zl Jy, dat (10)

dg, ,

"%;i = ‘XElgv,r!-l >

dq L1 ag 'r+1dR r+1

i L T v [
dz? = &Ml v -+ o‘ggl aJa dz? ’

A% 1 g, r+1 d*R, ' Q 0y ri1 AR, r+1
d® o2 Eagv T QZ1 B, C.?/g d + o QZ,I __”]0— dr



SGrris g s S g, (o) Py
5By oy + b Z] F“( v, dz? ‘

9.9 & iz]:r d-RH dR,»;- qur dRﬂT
e LZI 2'l (/";;78?/% d;_2~—1 Wﬁa%__] I e * z E - d.’/l:'ai : +
) a 3
"‘ a(], T-ild“RQF-il

o L

¢ aye det

dsg, .. ! ,
-——gh’——ll = (xslgsflv_r;l L T0xt z E( Foors 1) dRQT‘] -+

dab ) Y, dxz

+

+ 15 “\ " ?l(/urildRuﬂld][’uzil 3 " i CQVTel gl_!ier o
o 4‘ 2 a 97/,,- d.’L‘z dxz A0a 12 1 aJ(] (‘lx* !
“ 10x2 S & (/(/17‘»1(11%@7 1(1/\,(,“1 i

(Cgv,‘r-‘.—l) d R(]\? +1

921 02‘1 ED ‘/Qayg da? da? oy,

dzt

Lx 2 agv r+1 d Rg TH1

oy, das (11)

oy rir _ [0l ) _ ]
( Jav;l = [af ] v bOd(" (xr ‘i" N (CII - ‘xr)7 yl,r(xr) + “Rl,m-l (ﬁ?), R ] yn,r (xr) +

Ye

4 ocRn,H.1<x>) .

Umluvme se jesté na tomto zkriceném zptlisobu zapisu:

|u(w’ Yoo Yoo -5 ?/ﬂ)]r = /I,L(QJ,., Z/l,r(xr)? R ynm(xr)) -
= ’Ll/(w,., .’[/1,9"1'1(',1;7')5 A yn,r+1(xr))
resp.

[v(@)], = v(=,) .
V&imnéme si, ze

[D'mfv]r = [Emgv:r+1]r . (12)
Plati tedy

[lkvnu{»l]r = [fw];‘a [lkllz,r—ﬁrljr - = 1k””7‘+1] - O
] 7
[2 v, +1]r - [.f ]r: [ k v,r 1-1]1‘ = E)J [lev]r) [gk’y,r Il}r = Z [D2fw]r ’
" 1 Py R4 1 1 ’
[2k 7’+]]r = g [D3f1v]rs [zky)r»ﬁ— 1Jr = TG [])4/1'])‘ )

[aku,rntl]r - [fv]n [3]0;;,1‘»}- l,]r == ”flé [D1f¢]; 3

L& o,
Lk,mJ,—[ D.of, + = Zaygnfo]’

o 1 3o 9,
[‘%;’rnjr - [ 2 D ( )1) f Z f\i I)ng] s
=1 cjl (47}

0 Jo r



'\gf

- R 3L L8
l.ikv,r'tll*' :l: j)‘lf 2 2(7} ) [)f 4 Z i lful lfrr |

vl oo | r7/g(7/(r

4
) fn + 4 ﬁf} D 3]‘,)]4 s

0= 1 (?/u

”) "\)

F i zl ])1(‘
T
“ - 1 - [f ]' V’r + 1] — [I)lfr']rv [4l‘:,; il = [I)‘Jju + Z] ?(‘?I/i’ [)IIU:I B
i Y 3 7 ’
[, ], = [ 321) ((’f)[)f 4ch Dof, + ‘

o & oy,

} - <« of, of,
\ v
g ] rZ 8./” q’l/rr 1!(f] r '

WT,J~4DJ-|621>(f)”n%“Z S Sk by,

o1 g- nf’/,, Yo

n ,g”zll” (af)/ ot 63 Zl l(f)ﬁ[‘“f'f i

&) el 9”17 (”/rr

30 L, e
13 2, Z -ifl D (5) Dy 423 S L. f»f»" /)zz{,} :
&) [ .

a4 !(fl(l/_: Yer

a1

‘—Jﬁfr I)/
(

(13)

Rozvoje funkef Y, ,,; a #,,, se zbytkem 6. Fadu nyni zni (u funkce 7, , .,

rozvinujeme vyraz £, . 4 22k, - 2 3%, -+ Y 0):

1

nmm:%mwﬂwwm« w) b LY G )

| - 5 7
T U@+ e — 2)) (@ = 2)" = gow) + 5l
o el df ‘
b= ID.] (2 - )2 S da —wP
5 [ Difde @ ) [DJ *(fnfygdxlfx "

‘ + =
7:1
+;pmwgszg¢;ziﬂgﬁ_muu

da o1 0y, da?
] df, . < &, df,df,
g [])J +6 QZI D, )d c 3y .

' 01 o=1 al/L,,)’l'/ﬁ d$ dE

< 1 i} 13 o
++2MHN£+<z$hwww
o 4 o

_{._ = Ymril (@, + d{r —x,)) (x — x,)8,

4

ﬂv,,»“(év) = .{/v,'r(x'r) + _é (JL - ;17,‘) {[1 VTF1]I . Z z/(’(z;\)r 3 l‘ - ;I/‘")(\l ‘}‘

+ZZWﬂm-x+zM%mmwm+
50

1
(e = P2, (g Dl — @)+ 28, Tyl

il

Lty — o)

(14a)

~1



! 4/") ?"1(7:1 '“1* 194(1‘ - x;))} =
= Por (@) + (L] (2 —2,) + 5 [D fole (@ — @) +
e o+ 3 Ly o = e+ [‘nwsznl(ﬁi) Dify +

1
+ 3
< o, . of, @
nZ M + z a? (:{/ ,}7};" le,,J (x — x,)4

J
1 n
+6 41[ Duf, + OZDZ('»? ) lf"+9 Z Z LJ"? ]f])lfcr
9 K n n f f 1
—1 2 azl [)1( /'7——9) Zf ‘f 6 QZL £ ( /Q) ayi_ le(r 7’ & q? Dng +
cf, i ) 1

(Porovnmne—h oba rozvoje, presvéddime se snadno, Ze se vskutku shoduji do
glent étvrtého Fadu, tak jak jsme to Zddali.)
ba wpre J€ ddna vyrazem
y n, T+ Y

Z.
Wy pp1 = max Z lYt',‘r+l (&) — "/v Tl (é)l =
Ee K%, %y py> v=1

= 1 “
= max [ﬁ?’:SSU 4,,~~ Z ( )le

Ee <y ;L”) y=1 : F}?/e
L33 Dl(aiﬁ:) 5 ok S
+ 5.2 5 (3 o w—riziﬁfi Do+
v Z S 5T L e e —wr s

1

+ 6' { 7,741 ( B ’ﬂ](CL - x?)) - 2210;5,)111(%'7* + ﬁa(m - x?)) -

—2 Bk(ya,)rn(w + By(x — x,)) = i, + Oyl — 2,))}(E — 2,)°

1
— max ) -+ o B, (§) (§ — x,)° (15)
feda, 2,y > v=1 i 6!

(koeficient B, u (& — w,)® explicitné nevypisuji, protoze je prili§ sloZity).
Vzorec (15) pro chybu w, ., j& Pro praxi bezcenny, jednak proto, Ze je piilis

tézkopadny a jednal proto, Ze nezname funkee J,(x — =,). Jest proto tfeba se

spokojit ndjalym odhadem veli¢iny w, ;. K tomu viak op&t potfebujeme znat

8



odhady shora absolutnich hodnot funkei f, a jejich parcidlnich derivaci az do
pétého ¥adu. Zptsob odhadu téchto funkei je, jak jsme uZ shora uvedli, omezen
pozadavkem jednoduchosti odhadu chyby w, 1.

Qi it ..‘J—j"fv

Jak je zndmo, Bieberbach odhaduje velikost funkei |f,| a swidgi L oy

pomoci dvou konstant M a N a predpoklada, e

Qitivte - tinf N

v <

| oxi dyi ... cyinl M1

Ll =M,

pii ¢em% AN < 1 (jeho druhd podminka zahrnujici M je za nasich pfedpokladi
automaticky splncua,).
LorkiN [5] navrhuje, aby bylo uZito konstant L a M, které vyhovujt
nerovnostem
Ditditet j,,fv L’“‘ A dn
T Oy | = A e ()

=M,

Oba autori uzivaji tedy dvou konstant. V nékterych ptipadech viak vystadime
Pt fadove stejné dobrém odhadu s jedinou konstantou.

Jednou takovou mo#nosti je, Ze uzijeme konstanty M, kterd vyhovuje ne-
rovnostem

Qi+dvt---+3

It < 31, < Mivr, ®)

Je ihned patrno, Ze predpoklad (8) je vlastné specidlnim p¥ipadem predpokladu
(o) & to pro L = M = M. Nevyhodou tohoto odhadu je, Ze je nepfesny v téch
pripadech, kdy se nékterda z parcidlnich derivaci znaéné méni pfi zméné
Y Yoo -5 Y-
Jinou moinosti je udinit piedpoklad (jak navrhl Vi. KNicEAL), Ze vy-
getfované veli¢iny vyhovuji v r 4+ 1-tém intervalu nerovnostem
Oi+iy+- +J',.f

=0, ILIZT, | St Gy Oy < Meviveeiin, (v)

Prvé dvé podminky nerovnosti (y) nemusi byt oviem od zadatku splnény.
MZeme viak snadno docilit, aby splnény byly a to tak, Ze provedeme trans-
formace

Ny = yv - [fv:]r(x - xT) (’V - ]'3 27 i 4 n) *

Soustava diferencidlnich rovnic pak nabude tvaru

(311‘71:’ = % - [fv] f (Q), Y1 + [fl]r (Q? - xr): e Yn + [fnL '7 — .Z‘,, U Jr —

= FV,T (x: /SVR/FTRERR nn) . (16)

9



Ziejmé je | F,,], = 0 a stadi zvolit jesté dostatedné malou délku kroku A, aby
byla splnéna také druhd podminka. Lze snadno dokazat, Ze chyba Runge-
Kuttovy formule pro soustavu (1) je taZ jako pro soustavu (16).

V dalgim provedu podrobné horni odhad chyby za predpokladu (x) a dosaze-
nim L = M = M dostanu odhad za piedpokladu (8). Pro odhad chyby za
predpokladu (y) uvedu pouze koneény vysledek.

Budiz tedy splnén pfedpoklad (o). Pak postupné najdeme
\Dopfyl S LmM(1 4 n)™

W | <y

A ::/\: IJM(I 'i” 7") 3
=22 < JRAM(T - m) (1 - 2n)

22 < IAM(L - n)(1 4 6n -+ 6n2)

—=0 < DAM(1 + a)(1 + l4n + 36n2 L 24n3)

——iJ S LASM(L A+ n)(L - 30m 4 1502 + 240n3 + 120mn4) |

Phypisl M, MRy ] <AM, AR, | < M, R, | == ... = 'R)

Mﬂ\ = 0,
‘Pm AFM 1! ;-::? Lm 7”( | ,n)m ’

‘I{‘Vl}l! \, -‘71[
Bl ] < 5 LML | ) KLl g M| g
PRl 55 L2 B a) S g LML+ m)e,

1

2],(5) < I5] s

‘ k"ﬂ'"'l‘ S 39 L 7"1—(1 - ’lb) »

R, ., = hM, PR, | < M( S L)

PR .o < LM(1 + ) (1 i+ 1_+_£ kL)

“MhJ?%UMU+n%3+1+WM»

R ]S 1 L M(1l 4 n)? (] + 1+m hL) ;
R® 4 . 1+n,,
R, < g MOy (54 2L
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77 |
I‘Emaktxr—kll

‘3]511, r+1

”

L
PkV,l"H[ i\;

3 1 /
1 k’v,r 1] =

3
+ 5

i QZGZZ’H 1 ‘ =
4

‘mkj(lﬂr)* )] s

|3—Ru.r+ll f);

"

PR, |[=
+

-

1ir
l3Rv,7 +1] =

PRyl =

1
[

+
y2163
RN

+

<

8
1
i
5

| o

w

l H
LmM((L + n)m ( L+ n]e.,[,/) ,

1 .
5 nhL) .

>

1 . 1
1 L2M(1 -+ n) [1 + 3n -+ j n(l + n) bl - 1 731 4 n) /17~’L{|

1 )
5 M7 - 13n) AL 4

1
g 1AM + n)? [l + 10n -+

§ |
(L o) BRLY 4

<

731 -+ n) izF’L:‘] ,

1
o LML [4. £ 120m + 16402 + 0 (1 4+ 0) (30 4 126n) AL 4+

4 1
nA(1 (25 + 3T0) BRLZ 4 5md (1 4 n) LY 4 (L + )2 h4L4] ,
LT o w3201 4 7T+ 196m2) 1

= 7024 :

16n(31 + 3120 + 341n2) AL + 240n2(1 + n)(3 L Sn) B2L? |-
20m3(1 + m)(13 -+ 1in) B3L3 4
30n3(1 + n)2 LA + n3(1 + n)2 hOLA

.y . 1 1
RM, PR, | M [l +5 (1 +n) Rl + 1 n(l 4+ n) hz]_ﬂ] ,

Tlé LM (1 4 n)[16 -+ 4(1 + dn) AL + 6n(] + n) R2L2 +
n¥(1 + n) AL,

;%LZM(I + n) [6 + 18n -+ (1 + n)(1 + 19n) AL + }) n(l + n).

: ) 1
(7 4 16m) BRIP4 5 mo() 4 m2 IO & < (1 ) k‘*lﬂ] ,
1
L4 e Lem [4(1 +10m) + 5 (1 + 8 + 93m%) AL |

1
n(l 4 n) (15 + 87n) BLE + & n¥(1 + n)(25 + 41n) BL? +

nd (L + n)? hALA - 319 ni(l 4 n)? 7L5L5] ,

2

(1 + 1520 + 511n2) L +

LM+ n)2[10(1 + 30n + 41n2) - (1 + 7).

I
5 (L + n)(31 + 487n - 526n2) kL2 |-

11



5

o n‘( - )2 (9 + 29n) A3L3 + i (1 4 n)2 (13 + 18n) AtLA +

_l_ lo (1 + n)3 WLS -+ :}72 n5(1 + n)? hs‘[/s],
|E ey yiy| X LM (1 + n)m [ —5 nhl 4 = nzhl]/] ,
[EE), ] < LSM(1 + n)2[64(16 + 373n 4 179802 + 1741n3) +

1024
+ 32n(211 4 3483n + 1017302 + 7381n%) AL +
4+ 16021 + n)(1351 + 108170 + 15346n2) A2L2 +
+ 16m3(1 + %)(1900 -+ 103200 -+ 10220m2) R3L® +
+ 4nd(1 4 n)(6605 + 24735n -+ 19330n2) RALL +

» + 2n5(1 + n)X(T131 + + 13551n) hSL5 +
+ n®(1 + n)2(5211 + 7171n) ASLS +
+ (1 + n)2(1265 - 1425n) A7L7 +
+ 206081 + n)3ASLE +
-+ 20n°(1 + n)3 BPLY +
—+ -n“’(l -+ m)? RIOLO]

]A | < oo L“M(l 4+ n)(1 + 190 4 9502 - 101n3) .
Nyni jiZ muZeme dokonéit odhad o, ,,,. Dostaneme

Wpryy = O = 5oe=hM(RL)* n(l + n) [1 4 19n -+ 9502 + 101n3 +

1
+ 5 (17 4 476nm -+ 2464n® + 3926n° 4 1929n%) AL +

1
+ Z n(l + n)(121 + 1913n + 5413n% -+ 3861n3) A2L2 4

+15 w(l n)%(1441 + 11147n + 15586n2) h3L3 |-
+ % 731 + n)2(3865 + 20790n -+ 20526n2) hALL +

1
gz WAL F 0)X(6620 + 24765n + 19345n%) BLS

1
4

53 1°(1 + n)*(1783 + 3388n) AOLS +

1 5
1 556 " S(1 + n)3(5211 - 7171n) A'L7 4+



et

+ 256 n'(1 + n)3(1265 + 1425n) A8LE

e

]

. ns(l + n)4 thLlo + )17( 7’21“(]

256

256

+ n)t }L”L“] .

05
+—n8

(1

T n)ROLS 4

(]7n)

Pro soustavy o jedné nebo dvou diferencidlnich rovnicich dostaneme spe-

cidlné

Ol

144()

+ 5647,5RA L4 + 3170,625R5L5
+ 84,0625h8LF +

2= 150

RM(hL)¥(1227 + 36548,5hL + 84730,5k2L -

BM(RL)H(168 -+ 4406hL -+ 5654h2L2 - 7043,583L2 4

+ 1292,5h8L° - 386,9375h7L7
12,8125R8L° -+ 1,25R10L10 + 0,0625R1 L) |

193677,75h3L° -

+ 286976,25h4L* + 300442,5R5L5 + 231093R5L8 + 131982,75A7L7 +
-+ 55552,6n8L% 4 16605R°L° -+ 3240R10L10 - 324p11 1) |

(Pii striktni specialisaci vzoree (17,) pron =

(17,)

(17,)

1 bychom dostali v (17;) jako

prvy clen v zavorce 216 a nikoliv 168. ZlepSeni je mozné proto, Ze pro n =
lze v A, n&které vyrazy sloudit a tak je lépe odhadnout.)

Ovsem i tyto odhady jsou pro praxi pf'ilié tézkopadné a uvadim proto nize

v tabulce 1 hodnoty vyrazi

hL

0,16

0,18
0,19
0,20

- 4y
YhM 0 i

Tabulka 1

|
|

5

hM

C 10°

2hM

C,a

1,48.10~4
0,0029
0,0172
0,0629
0,175
0,409
0,845
1,594
2,806
4,672
7,436
11,398
16,929
24,472
34,559
47,814
64,974
86,891
114,553
149,094

0,0033
0,0664
0,406
1,513
4,287

10,18
21,38
41,00
73,33
124,06
200,6
3126
471.8
693,4
995,6

1400,9

1936,4

2635

3535

4682

hM

C, pro razné hodnoty soudinu hL,
Tabulka 2

hit - x 1

3 Y - 1k ~6
J CcF . 107 O3 =10
0,01 0,0005 0,0092
0,02 0,0126 0,2186
0,03 0,0855 1,7633
0,04 0,3402 7,2413
0,05 1,004 21,866
0,06 2,448 54,269
0,07 5,227 117,56
0,08 10,117 230,44
0,09 18,166 418,44
0,10 30,732 715,21
0,11 49,537 1.164,02
0,12 76,720 1.819,32
0,13 114,884 2.748,48
0,14 167,163 4.033,64
0,15 237,276 5.773,83
0,16 | 329,597 8.087,17
0,17 | 449,217 11.118,33
0,18 | 602,026 15.016,21
0,19 794,780 19.986,82
0,20 1035,185 26.246,47
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Vyrazy, které odpovidaji velitindm (', C,, (), za predpokladu (v) a kterd
oznadime O, %, %, zni:

LI

oF ;@5 hoMen [ 4 16n - 60m2 | 24n?
1 ‘
+ »4 hM(34 -1 981n + 57100 1 11150n3 4 9025n1 L 2622n3)

-}— = 77 M~17( ++ 4230n | 15160n% 1 1972003 + 978004t | 1551n8)

o+ ]b I3 M 21441 -1 138650 - 36510n2 -1 3451003 + 1249501 4 1410n5) +
n
-+ 3% 4?[4717(17‘3 b 6316m 4 9870n% 4 6778n% + 1746nt + 132n%) -

+ 614 PO MonA(1324 4 62100 + 833002 - 405205 | 70804 - 3205) -

3 T;a BSMOn(T132 - 23915m 4 22500m2 |- T480n5 4 S00m4 - 1675) 1
+ 535_6 DEM™RS(5211 - 12090m 4 7800m2 1v600n,3 4 80n) +

+- 2%} PSMEni(217 1 414n + 1840% - 160%) —

=

+ —)?:6 h"ﬂlgns(éll + 40n + 8n?) -+ 2 7L101|[10n9(‘) -+ n) + - k“]ll”nm],

(18,)
ox - 7-2(_) I M4[ 191 41845 :; WL 1 .ms /12M~ 1 1566 *w[a +
403
n %1 114M4 1403 /z’*M» 120 S5 S 4 26 /mvv i
45 o 15 \ - _
4 4 88 979 o hWOMre L T 1111 g
Ly m=>4 hears o el 1) CRRE Y R0 1024 pdr J (18,)

CF = ‘;ﬁ },,5]1’3[4 {232% + 4>/t)>_ hM + .)4151 lﬂjl/[2 + 87041 gnt“u\[* -+
- 85791; BN 4 57395 RSM5 - 2726441 kﬁjl%ﬁ + 9333 g hM
+ 2281-} WeMs o+ 3%23 OIS + 40 h1oJf10 1 2 kﬂ]fln] : (18,)
(Také zde je prvy élen v zdvorce ve vyrazu pro O ponékud mens{ — 191
misto 254 — ne# jaky bychom dostali dosazenim n = 1 do vzorce (18,) a to ze

stejného dirvodu jako u C,.)

14



e 1 1 . o "
Hodnoty veli¢in - C¥ a = OF jsou pro riizné hodnoty soudinu 2M uvedeny

h v b
v tabulee 2.
Piiklad 1. Porovnani odhadu chyby za raznych predpokladii provedeme na
jednoduchém piikladé )

Y=t by, y(0) =0, (*)
pro kA = 0,1 (t. j. piiméfend délka kroku vzhledem k tomu,ze K == lazch
zpravidla volime tak, aby soutin Kk lezel v intervalu {0.05; 0.155).

Jeliko# y(0,1) = 0,000 341 836 a §(0,1) = 0,000 341 875 je

-~ y(0,1) — y(0,1)] = 0,000 000 039 == 4, 1073

K odhadu velikosti funkee f = 2? - y musime nejdiive zjistit, v jaké oblasti
probiha integral y(x). S jiston obezfetnosti bychom mohli predpokladat, ze tato
oblast je ddna pritbdhem piiblizného integralu g(x). Tim se také v praxi vétiinou
spokojujeme. Jelikoz v nagem ptipadé mazeme snadno vymezit uvedenou oblast
precisni methodou, které lze s modifikacemi uzit i v jinych piipadech, prove-
deme odhad oblasti ptimo. Snadno se presvédéime, Ze Taylorav rozvoj fedent

. . P L .
rovnice (x) v okoli bodu (0, 0) zadind ¢lenem 3 2% Uréeme nyni interval, ve kte-

rém lezi y(x) pod kiivkou yp(x) = é x% (v okoli (0. 0) tomu tak ziejmé je). Jelikoz
funkee 2% + y roste s rogtoucim y, je ziejmé, ze y(x) bude lezet pod y(x) pii nej-
mensim potud, pokud bude kiivka ¥(x) = (0) -+ j[é’ (&)] d& lezet pod
ktivkou y(x). Snadno zjistime, Ze vztahu ¥(x) < z/( ) je vyhovéno pro 0 <
L=< A; atedy,q/g%xiipro 0:;2;4} .

Pii Bieberbachové odhadu chyby musime urdit konstanty M a N tak, aby
v oblasti 0 < 2 < 0,1; 0 < y < b byly splnény nerovnosti
If| == ja® + y| < M, J’le = [22)| £ 02 MN,
V”| = 2 _MN, RN LT, (),1M <b
(ostatni derivace jsou rovny nule). Nejvyhodnéj§i volba konstant M, N a b
v nagem piipadé je ziejmé M = 2, N = 1, b = 0,2. Bieberbachiv vzorec pro
odhad chyby davi

1y(0,1) — §(0,1)] < 6MNhS -

S;'Z\TJ

| Ve X
L Y06 .
| e ] ; - 0,0006

Za piedpokladu («) mame volit konstanty L a M tak, aby byly splnény ne-
rovnosti

fl=l+yl <001 <M, |f|=22]<02< LM, |f,| =1ZL,
ool = 2 < LPM ,

5
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Nejvyhodné&jsi je zvolit L = 1, M = 2. (V tomto piipadé jsme tedy nic ne-
qb tiide ot dn
ziskali tim, Ze pii odhadu velid¢iny o) f

S m/’ bereme v &itateli konstantu

Lov (i 49 + ...+ 7,)-t6 mocning na rozdil od "Bicherbachova predpokladu,
vV némz je konstanm N v prvé moenind. Aviak na p¥. u diferencidlni rovnice
Y = a® + 2y by se jiziv tomto sméru vyhoda piedpokladu (x) objevila.) Odhad
(17,) nyni déva
[7(0,1) — §(0,1)] = 1,01 . 105 .

Odhad je tedy 55-krat lepsi odhadu Bieberbachova.

Za predpokladu (f) mame zvolit konstantu M tak, aby byly splnény nerov-
nogti

) < 0,011 = I, 1) = |22 =< 02 I ol = U JL, (foul = 2 < B3

Nejvyhodngjsi je ziejmé volit M = V§: 1,26 a vzoree (17,), v némz polozime
L = M = M ndm dava
ly(0,1) — (0,1)] == 2. 10~5,

Koneén¢ provedme odhad za pfedpokladu (y). Podminky £(0,0) =0 a
If(x, ¥) = 1 jsou v intervalu (0; 0,1> od poitku splnény a zbyva uZ jen urdit
konstantu A tak, aby byly splnény nerovnosti

fol == |20 < 0,2 5 Jll, ol = 1< M [faul = 2 <5 M“’

Nejvyhodngjsi ztejmé je poloZit M= /2 = 1,42. Podle vzorce (18;) a tabulky 2
dostaneme

ly(0,1) — (0,1)} = 1,8.10-5,

Jak je patrno, v nafem piipadé dostdvame nejlepsi odhad za piedpokladu
(«). Ackoliv vSak je tento odhad piiblizné 55-krat lepsi nez odhad Bieberba-
chtiv, zistava piesto témét 250-krat vétsi skuteéna chyba.

Uvedme jesté pro zajimavost, e kdybychom provedli odhad za upiné obdob-
nych predpokladii jako v (8), av8ak 8l bychom v rozvoji pouze do &lentt 5. stup-
ng, dostali byohom pro n = 1 obecné vzorec

y— 1= 1 531 (1820 4 1845KI + 17908232 + 117827@3]173 + 520%#174 +
+ 159‘116 K55 + ‘;3 hﬁMG + 4 M -2 ths) (19)

V nagem piipads odtud dostaneme, %e
ly(0,1) — g(0,1)] < 9,2.10-%.
Porovnime-li tento vysledek s odhadem Bieberbachovym a s odhadem za pred-

pokladu (B), vidime, %e v tomto pripad¢ ziskidvime piiblizné stejné tim, Ze

16



volime vhodngjsi omezeni pravych stran (odhad se pfibliZné Sestkrat zmengi)
jako tim, Ze jdeme v rozvoji az do ¢lenu 6. Fadu (odhad se zlepsi piiblizné pét-
krat).

2. Odhad ehyby po s krocich

Prejdéme nyni k odhadu chyby Runge-Kuttovy formule po s krocich
(s < N).

V celém tomto paragrafu pro jednoduchost vysledného vzorce predpokla-
dejme, #e konstanty L, M, M a M z predchézejiciho paragrafu a Lipschitzova
konstanta K byly zvoleny tak, aby vyhovovaly pfisluSnym nerovnostem v ce-
1ém oboru . V téch piipadech, kdy délka kroku £ je mala proti délee intervalu
{my, x> a odhadované velid¢iny se pomérné rychle méni, se tim odhad ovsem
muze podstatné zhorsit. Tomu v praxi delime tim, Ze nebereme za konstanty
maximalni hodnoty funkei, nybrz néjaké jejich |, primérné hodnoty.

Nejprve uvedu odhad chyby, ktery snadno odvodime na zdkladé Bukovieso-
vy mySlenky [3], které uzil k odhadu chyby Runge-Kuttovy formule pro pii-
blizné fefeni diferencidlni rovnice n-tého ¥adu.

Oznaéme "y = (y, .1, ..., Ynr1) Vektorovou funkei definovanou na inter-
valu (z,, #,,,> a majici na ném stejné hodnoty jako funkce y = (yy, %3, -+ Yn)
(t. j. plesné Yefeni soustavy (1) s poddtednimi podminkami (2)). Oznadme ddle
Myrrr & #2,,,, vyrazy, které jsou utvofeny zcela analogicky jako ¥, ,., &
#kyr41 Jen s tim rozdilem, e na viech p¥isluinych mistech stoji hodnoty presné-
ho Feseni y(x) a nikoliv priblizného Feseni (z) (t. j. Runge-Kuttova formule je
utvofena tak, jako by piiblizné feSeni vychizelo v kazdém intervalu z bodu
(@0, ¥10(2,), - o, Yo r(x,) & nikoliv z bodu (), 1 ,(2,), - .., Fur(@,). Je tedy

1 . .
Dra(®) =y, () + 6 (=2, p g1 + 2%, 000 & 2%, 000+ el

kde
1’%r,"‘—kl === fp(x’N :’/1:7-(x'r)a sy ?/mr(xr)) H
Y 1
vty == [, | @, + E) (x — ), Yy () + 9 (® — @) %y p1s -0 Yo (B0) +

+%@~xw%ﬂ+
S (x,- . % (@ — &), yoo(z) + % (X — 2, 2ty s oo Y o)) +
+ % (* — x,) 2?'5‘;7,,1'11) ’
Yo = [y (@ (@ — 2,), 510() (8 — 2,) 1o Yn(0) + (@ = B,) i) -

17



Odividné plati

Z] [y, (2) = ’/. )] = Z |’/v r(® 771-,r+1(x Z 0,41 ( y" re1 (@)].

=1
Jelikoz odhad (17,) resp. (18,) plati pro libovolny bod z @, je zfejmé

n

max Z ‘Ilsril(s) o 771),7‘«#1(5)! </ (jn .
1

e {lpsp 4> w=

Dale plati
llkp,rrvl e 17{1/,r-i-1f 1/* K Z ;?/v,r(x‘r) - :’}v,r(xr)l 3
pe 1

. B 1 ”o
|2’Cv,r [ I u%uﬂ*lﬁ &= K (l + TZ ’I’Lh,K) uZl l? r',r(w'r) Jv r r)}

‘ Y R L E S N _
|3kv,7'i1 - ﬂ;fr,fr#‘l{ §< K ('-1 ’2“ nh']\ ‘1" ;1_’ -n,'h'Kz) Z [?/v,r(mr) - ll/:?(xi)[ ’
. .01 , -
|4k’v‘rlrl - 4”1/,7'1—1] ; K (] + nhl\ + 2 nZhZ]{'Z “';‘_ o ;’lsﬁs) Z ]l/i ‘r r ?/u,r(wr)l N
Odtud plyne
max Z [ Tvri 5 - ?71-.7—)—}(5)! §’-
Ee vy > v il
‘l n
( + nhK + 5 n2hK? + 71%3[\3 + 3 n‘lh‘llﬂ) Z [t A2,) — (@)
w1

Je tedy
P(Xy Tpi) S (1 + nhK + ; n”th” - tl; n3heK3 - '2}1 n%“.k"‘) o, 1, 2,) +0,.
Odtud jiz snadno najdeme

(1 t nhK -+ —1~_n2h2K2 | --[~ n3h3K3 - 1 vn4'h4K4) — 1
» 2 24

_ 6
¢l z) <

1 I 1 N
_ 27,2 T K3 sy
( {nhK+2n]zfs —+6nh]x —6—24%%]{) 1
= 0,0, (hK). (20)

Koeficient @, ,(hK), nepiihlizime-li ke zméné konstant K, L, M atd. se zmé&nou
délky intervalu, udava, kolikrat se zvétsi chyba, zvét§ime-li podet krokt. Pro
vétsi ndzornost je jeho velikost pro n = 1,2, AK = 0,04 resp. 0,1 a specialni
hodnoty s uvedena v tabulce 3. '

Odvodme nyni jesté jeden odhad chyby Runge-Kuttovy formule po s kro-
cich, ktery snadno plyne ze specialisace jedné obeené véty z theorie diferencial-
nich rovnic ([4], str. 152, véta 5), aviak pro velké hodnoty nhK a ¢ ddva pod-
statné hordi vysledky. )
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Uvedme bez dikazu vétu, o kterou se budeme opirat:

Necht funkee f, (v = 1, 2, ..., n) jsou v @ spojité a ohranidené a necht v @
spliiuji Lipschitzovu podminku s jednotnou konstantou K. Budtez ¢(r) =
= (@1 Pos -+ ) TSP 9(2) = (91, Py, ... ) dva integrély soustavy (1) 5 POda-
tednimi body (&, 0y, 9, ..., 27,) TESP. (&, :71, Nay + oo 7). Potom plati

Tabulka 3

\ n =1 no= 2
s | [(0,04)] &y (0.1 D, [(0,04) W, ((0,04) ], (0,1) W, 4(0,1)
10 12,051 16,338 14,715 14,715 28,857 28,857
20 30,030 60,749 47,462 47,463 242,07 242,084
30 56,851 181,472 120,343 120,345 1817,529 1817,632
40 3,86 509,629 282,541 282,547 13458,36 18459,443
50 1401,653 643,519 643,635 99471,1 0948 1,44
60 3826,426 1446,887 1446,928 735009,0 735102,8
70 &m 445 | 10417.643 3234,800 3234,913 5430934 5431744
80 | 576,626 | 28334,429 7213,871 7214,146 40128635 40135496
00 | 872,276 | 77037,308 || 16069,36 16070,091 20650587 . 101 | 206563466
100 | 1313,833 | 209425, 44 35777,71 35779.359 21908491 . 102 | 2191324075
n n
O - n( -
> @) — (o) = z Hestl
Y &

Jelikoz f, spliinji v @ predpoklady véty a "y resp. Y,,, jsou dva integraly
soustavy (1) prochézejici body (x,, ¥, (@,), --., Yn..(2,)) TESP- (Tp, Yy.(2),
Yn(x,)), plati

n n

S @ = Vorn@| D arl@r) — Gorlay) € (21)

peal ro-l
Ztejmé plati

2,1 o r 12 (®) — Yy ra(2)] < 21 Wy ria@) — ¥, paa@)] +

£ 3 Y@ = gl (22)

Z rovnic (21) a (22) opét snadno plyne nerovnost

emhl\‘ — 1

QV(iL'n, x~) :/t: C’n W’j - (]n 7Z'F,n,s(h]() : (23)

Ngkteré hodnoty funkce ¥, (hK) pro n == 2, hK = 0,04 resp. 0,1 jsou opét
zaneseny v tabulee 3. (Hodnoty funkei ¥, ,(0,04) a ¥,,(0.1) souhlasi pro
s zachycena v tabulee 3 a pii stejné presnosti s hodnotami funkee @, (0,1)
a nejsou proto v tabulce uvddény.)
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Priklad 2. Na tomto mist® se uz nebudeme zdriovat odhadem chyby zpiiso-
bené vlivem integradni methody, nybrz si veimneme pouze toho, do jaké miry
funkee @, (hK) spravné zachycuje vzrist chyby vlivem nepfesnosti v pied-
chazejicich intervalech. Za tim udelem porovname funkeci @, (hK) s vyrazem

n
Zl [yv,s(ws) - ?711,3('273)’

- . Tim sice zanedbame zménu integracéni chyby vlivem
z i?/v,l(a“l) — 1 (1)
p=1

zmény velikosti pravych stran a jejich derivaci, ale pro nase Gdely toto hrubé
srovnani Gplné postadi. '

Vezméme opét rovnici

y =2 +y, y0) =0

a integrujme ji na intervalu {0, 4) p¥i délee kroku 2 = 0,04. Z tabulky 4 vidime,
%e funkece @, (hK) zachycuje v tomto piipadé az do s = 50 fadové celkem
spravné vzrist chyby.

Uvedme pro vétsi ndazornost jesté obdobné vysledky pro jednoduchou sou-
stavu dvou diferencidlnich rovnic.

Piiklad 3. Najdéme piibliZné YeSeni soustavy

dy
7<iltl' =2y + ¥, Y1 (0) == 2
% =yt 2, Y(0)=0

na intervalu {0; 5) p¥i délee kroku b = 0,05.
Z tabulky 5, v niz vedle presnych a pribliZznych hodnot y, a y, pro
s == 1, 10, 20, ..., 100 jsou také vyneseny hodnoty vyrazu

2

(310l = s |12 [ sl — ealen]

a funkce @, ,(0,1) (v nafem piipadé K = 2 a tedy AK = 0,1), vidime, Ze
D, ,(0,1) zachycuje v tomto piipadé rast chyby celkem spravné az do s = 80.
(To, Ze s potatku je podil

[,}:ll?/,v,s(xs) — Yool : [21]?/,‘1(;701) — @)l

vét&l nez hodnoty funkee @, ,(0,1) nas nesmi piekvapit, nebot tento podil .
udava vzdjémny pomér skutecnych chyb, zatim co funkce @, uddva maxi-
malni pomér maximalnich odhadi téchto chyb.)

Snadno lze oviem najit p¥ipady, u nich# vzhledem k nikoliv monotonnimu
chovani komponent Fefeni, je chyba po nékolika desitkach krokt #adové taz
jako po jednom kroku. V takovych piipadech udava funkece @, (hK) hodnoty
zcela nespravné; to je oviem prirozeny dusledek toho, Ze pfi odvozovani

funkee @, (hK) vychizime z nejhorsiho mozného piipadu.
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Peswwve
OINEHNKA ONINBKU ®OPMYJILI PYHTE — HYTTA

O1T10 BENBOIA (Otto Vejvoda)

(Moerymuao B peganuio 16/1 1956 r.)

Peun mper 06 oneunxe ommOrn nspectnoid Qopmyis Pyure-Hyrra (4) ja
YHCJGHIOIO pelicnust cueteMbl 12 idipepenninanbuplx ypasuenuii (1) ¢ navamn-
pevy snavennavu (2). Jaworvest Bepxuane Tpamnnsl omubum gopmyasr Pywure-
Hyrra mast ogroro mara npn TpeX PasnwyHEX Opeauoroxenudx («), () win
(v) 0 peanwume wpassix wacreil cweremst (1) wowx wacrrwx npomssojunx. pn
npesmonoennax () coors. (y) aro semwannst C, (17,) coors. Cp (18,). Tpu
npemnomosKenuAX ((3) MLl HOTYUNM BEPXHIOWN IPAHANY MIf OWNOKH, ecin Tmo-
anoswurh B (17,) L = M = M. Ocuonnas yiaest sBisgeTcs obmieli Al Beex Tpex
HOBBEIX OIEIOK OIMMOKM I COCTOMT B TOM, WTO MBI leM B pasiosKenuax Taitmopa
TOYHOT0 | UPUGIMIKEHHOTO PEIIEHAA JI0 YJIeHOB 6-0T0 MOPALKA BRIOYATEIBIO
(taxmm 06paBOM BO3MOMKHO PABHOCTHL WIEHOR 5-0ro HOpHJKAa, KoTopas ,,B 00-
niem’’ sipAgeTCA pemawiueil s OWHOKN, OUeHUTL TOPAa’3mo TouHee). Iompexn
TOMY, 9TO HOBBIE ONEHKH JAIOT JIyUIINe Pe3yibTars, Yem crapas oieHxka bn-
fepbaxa, OHI OCTAIOTCS UEVIOBILETBOPUTeNbHEIMI. CYIB lesta B 10M, 9TO MOYTH
HEBO3MOKHO WBITATHCA ¢ MOMOIIBI0 HECKONBKHX KOHCTAHT XOPOWIO OICHHTH
MHOTO (YHKOMH, KOTOpHe MOryT OBITH BIOJIHE pPAa’NWYHOTO - XapaKkrepa
1 BEJIMYIHbI. )

Hpome Toro malores omenwu ounrOrm (20) u (23) dopuyas Pyure-Kyrra
nocjie § IHATOB, BO TEPBBIX II0 OMHOMY METOLY, KOTOPBIM BOCIIOILIOBAJICH
Bywxosmy [3] jama omenxm ommOxm dopmynsr Pyure-Kyrra npm oumom
JuddepenumasbHOM YPABHEHMN N-0TO HOPHIKA M BO BTOPHX HA OCHOBAUWN
onEoi obmielt TeopeMEl u3 Teopmu Auddepenuuanbunix ypasuenuil [4].
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Zusammenfassung
DIE FEHLERABSCHATZUNG DER RUNGE-KUTTA-FORMEL

OTTO VEJVODA

(Eingegangen am 16. April 1956.)

Es handelt sich um die Fehlerabschitzung der bekannten Runge-Kutta-
Formel (4) fiir die numerische Auflosung eines Systems von n Differential-
gleichungen (1) mit Anfangsbedingungen (2). Die obere Grenze des Fehlers der
Runge-Kutta-Formel bei einem Schritte ist unter drei verschiedenen Voraus-
setzungen (), (B) und (y) tiber die Grosse der rechten Seiten von (1) und ihrer
partiellen Differentialquotienten abgeleitet. Fiir die Voraussetzungen («) resp-
(v) sind es die Gréssen (', (17,) resp. CF (18,). Bei den Voraussetzungen (p)
erhilt man die obere Grenze fiir den Fehler, wenn man in (17,) L = M = M
einsetzt. Der gemeinsame Grundgedanke, der allen diesen drei neuen Fehler-
abschatzungen zu Grunde liegt, ist derjenige, dass man in den Entwicklungen
der genauen und der angeniherten Losung bis zu den Gliedern sechster Ordnung
geht (so ist die Differenz der Glieder fiinfter Ordnung, die im allgemeinen fiir
den Fehler massgebend ist, viel genaner abgeschitzt). Obgleich diese ncuen
Abschitzungen bessere Resultate geben als die alte Bieberbachsche Abschiit-
zung, sind sie doch noch unbefriedigend. Das liegt darin, dass es fast unmiglich
ist, nur mit Hilfe einiger Konstanten viele Funktionen, die ganz verschiedener
Grosse und verschiedenen Charakters sein kénnen, befriedigend abzuschiitzen.

Ausserdem sind zwei Fehlerabschatzungen (20) und (23) der Runge-Kutta-
Formel nach s Schritten abgeleitet, und zwar erstens nach einer Methode, die
Bukovies [3] zur Fehlerabschitzung der Runge-Kutta-Formel bei einer Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung benutzte und zweitens nach einem allgemeinen
Satze aus der Theorie der Differentialgleichungen [4].
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