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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY

CisLo s

ANULARNI LOPATKA V OSOVE SYMETRICKEM PROUDOVEM POLI

JAN POLASEK

(Doglo dne 13. fijna 1955.) DT:621.63

Je podéna obecna teorie potencidlniho obtékani tenké anuldrni

lopatky v osové symetrickém proudu. Je vypracovano feSeni piimé-
ho a nep¥imého problému. Vysledky jsou dany ve tvaru trigonometric-
kych fad.
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Prehled zakladnich oznateni

potencial rychlosti osové symetrického proudu

proudové funkee osové symetrického proudu

rychlost primérniho, osové symetrického proudu
radialni a azimutalni slozka priméarni rychlosti

radidini a azimutdlni slozka rychlosti indukované virovymi krouzky
povrchova rychlost na lopatce

axidlni a radidlni slozka rychlosti

cirkulace virového krouzku

hustota cirkulace spojitého rozloZeni virovych krouzka
na anularni lopatce

polomér virového krouZku

valcové souradnice,

polarni soufadnice,

polomdr nahradniho oblouku

rozeviené lopatky (stfedovy thel ndhradniho oblouku),
soufadnice meridianového fezu anulérni lopatky,

thel nastaveni anuldrni lopatky,

parametr,

uplné eliptické integraly,
modul eliptickych integrald,
Fourierovy koeficienty v rozvoji hustoty cirkulace,

A L - dy
Fourierovy koeficienty v rozvoji funkee e
de

Fourierovy koeficienty slozek primarni rychlosti.
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Uvod

Mezi hlavni zdroje ztrat u bubnovych i jinych ventilatortt patii ztrity
vznikajicl nehomogenitou proudu vstupujiciho do obéinych lopatek a odtr-
hovanim proudu, resp. zpétnym proudénim na obliné vstupniho hrdla venti-
latoru. Proudové poméry ve vstupu k ventilatoru je mozno zlepsit vhodnym
tvarem obliny vstupnibo hrdla a spravné zvolenou vstupni vodici anuldrni
lopatkou. Z tohoto divedu jsme v praci [2] vybudovali teorii obtékani tenké
anularni lopatky v osové symetrickém proudu. Tato teorie byla vybudovana
jako teorie prvého #adu v tom smyslu, Ze v ni byly poklidany za malé veli¢iny
jednak pomér délky lopatky k jeji vzddlenosti od osy symetrie, jednak odchyl-
ky meridianového fezu lopatky od kruhového oblouku; velidiny druhého fadu
byly (byt ne dasledné viechny) zanedbavany. Pozdéji v praci [4] jsme vybudo-
vali, nejprve pro roviuné proudéni, pesnéjsi teorii, v niZ jsou uvaZovany
viechny velidiny az do druhého Fadu.

V predloZené prici podavdme zobeenéni této teorie na osovd symetricky
plipad. Za malé velidiny prvého fidu pokladime v tomto piipadé jednak
odchylku merididnu lopatky od kruhového oblouku, jednak pomér délky
lopatky k (osmindsobku) jeji vzdalenosti od osy symetrie (viz velidinu 4,
rovnice (4,13)); viechny veli¢iny, vznikajici nasobenim dvou veli¢in prvého
tadu, je$té respektujeme. Logaritmus malé veli¢iny nepokladame za ,,velkou*
velicinu, jejimz ndsobenim se 1ad veli¢iny snizi.

Jako v rovinné teorii piedpokldddme i zde, Ze vedle uvedenych ,,malych
velidin prvého Fadu je také st¥edovy thel w kruhového oblouku, nahrazuji-
ciho lopatku, maly; konkretné to znamend, Ze rozvijime podle mocnin w
a ve vyslednyeh vzorcich zanedbivdme moecniny w od étvrté podinaje (bez
ohledu na to, jsou-li ndsobeny ¢lenem prvého nebo druhého fadu). Pro 2 = 0,
t. j. v rovinném piipad®, podriujeme pii takto voleném zancdbdvani tytéz
¢leny jako v [4] a dopoustime se tedy 1 pii @ = & chyby jen asi 2%; u ¢élend
s faktorem 2 klesaji koeficienty u prvnich moenin o pomaleji, takZe neni mozno
spokojiti se mensim poctem clend, prestoze jejich chyba se objevi ve vyslednych
vzorcich nagsobena malym faktorem A.

Podobné jako v roviuné teorii obtékani tenkého profilu v nehomogennim
silné zakiiveném proudovém poli [4] pokliddme anularni lopatku za osamoce-
nou, t. j. superponujeme pole rozlozenych virovych krouzk ekvivalentnich
anularni lopatee na osové symetrické pole primarniho proudu. Osovd syme-
trické proudéni je zpravidla vytvofeno pevnymi sténami. Superponované pole
rozloZenych virovych krouzki porusi obeené okrajové podminky na téchto
sténach. Abychom toto porufeni vyrovnali, musime k obéma uvedenym polim
pridat jessé doplitkové proudové pole, které nema singularit v prostoru vyplné-
ném proudénim a vyrovna porudeni okrajovych podminek, zplsobené super-
ponovanym polem lopatkovych virovych krouzki. Aby vzorce, podané v této
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praci, platily, musime si myslit toto doplitkové pole zahrnuto v primarnim poli
(a tedy znat je dfive nez zacneme poditat anularni lopatku). V daldi praci [5]
je popsano, jak je toho moino dosdhnouti v pfipadé vstupniho hrdla odstre-
divych lopatkovych stroja.

1. Potencialni, osoveé symetrické proudeéni

Budeme se zabyvat potencidlnim, osové symetrickym proudénim idedlni,
nestlad¢itelné tekutiny. Nejprve si zavedeme vileové soutadnice x, i, & (obr. 1).
Osa x je osou symetrie. Soufadnice v libo-

volné merididnové roviné pak budou =z, y.

Vzhledem k predpoklddané osové symetrii

je proudéni Gplné urdeno, je-li znamo rozlo-

y zeni rychlosti v pllroviné — « < < o0,
[ ¥ 0. Ponévad? proudéni je nevifivé, exi-
0,

stuje potencial rychlosti @, ktery hovi tii-
rozmérné Laplaceové rovnici. Protoze se
viak jednd o osové symetrické proudéni,
bude potencial rychlosti funkei jenom pro-
ménnych x a y. Laplaceova rovnice pro @(z, y)
ve valecovych soufadnicich se pak zjedno-
dudi na tvar:

d oD 0 s
P (?/ ”’) - B (.’/ (U) =0. (1,1)

Zavedeme si dale t. zv. ,,Stokesovu proudovou funkei*

Obr. 1.

Y(x,y) rovnicemi:

oo L oP
- [ pe— PR —_— == Y — . 1,2
ox Y ay oy Y ox (1,2)

Z rovnic (1,1) a (1,2) plyne, Ze vyraz

1y /3 ot}
aw = Vg
ox o)

je uplny diferencidl. Vylou¢ime-li funkei @ z rovnic (1,2), dostaneme diferen-
cialni rovnici pro proudovou funkei ¥(x, y):

o (1 &V o (1 oW
ST ) =0 (1,3)
or\y oJx Y ?/ oy .
Proudova funkee W(z, y) nabyvd na kazdé proudnici v merididnové roviné

konstantni hodnotu. Veli¢ina 2z'¥ udaw, tok tekutiny ]ednot;kove hustoty
mezi danou proudnici a proudnici ¥ =
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Slozky rychlosti v, a v, ve sméru osy « a y v merididnové roviné jsou dany
rovnicemi:
ob 1Y
Vy == —— =
ox Yy ooy
) . 1,4
oD 18V (1.4)
oy

Vzhledem k linedrnosti a homogenité Laplaceovy

y v

rovnice plati pro potencial i proudovou funkei priu- \y
cip sauperposice, t. j. potencial i proudova funkee r
proudéni, které vzniklo slozenim nékolika poten- 5
cialnich proudéni, rovna se souctu potenciali, res- >
pektive proudovych funkei piisluényeh jednotli-
vym proudénim.

Zakladnim proudovym elementem v této pra- 0
ci je, jak bylo jiz feteno v tvodu, virovy krou-
zek. Proudovd funkee virového krouzku poloméru

2
r 8 cirkulaci I, leziciho v roviné x = 0 a majiciho -
osu v ose ¥, je
i+ g2+ Obr. 2.
Yz, y) = WV( ,,,,, ‘);i Yo —
47T
T T

k2 S e
- T)V[ﬁtjﬁ == — ]/1 — k?sin?y dn] , b (1,5)
< /1 — k2 sin%y

0 0

kde

4ry

Nar s Y

2

Zavedeme-li si pro uplné eliptické integrily prvniho, resp. druhého druhu

obvyklé oznaleni:
7T

ko[ S
1/1 — k%sin?y
0

T e (1>7)
V= [ V] — k?sin?ndy,
o
miZzeme vyraz pro proudovou funkei pevného virového krouzku napsat také
ve tvaru:

N TRy A k2 .
Wz, y) — ri Ly ;”T . [(1 ~ 2) K — 1«)J. (1,8)

1) Proudové funkee virového krouzku jo uvedena na pt. v [ 1], str. 85, odvozeni je na pt.
v [2], str. 8—11.
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2. Rychlostni pole pevného virevého krouzku

Pro daldi Gvahy, které budeme provadét, je vyhodnéjsi zavést v merididnové
roviné (x, ¥) polarni soutadnice (o, #) s pélem v bodé (0, r) a zakladnim smérein
v ose y (obr. 3). Rychlost indukovanou virovym krouzkem v bodé (o, ¥) rozlo-

zime na slozky v, w, jak patrno z obr. 3.

v Pro transformaci plati rovnice:
v ) x=—psind, y=r-+pcosd
- a 2,1
w € r (2.0)
ool tecosd)
: 472 |- % - drp cos O
¥l F o T - ¢t
Slozky rychlosti v a w, indukované vi-
. rovym krouzkem, jsou:
a 1 ¥
Vo= - —
S
yo o0 (2.9)
oV ’
W= — = .
y 0o
| Pii derivovani proudové funkee viro-
vého krouzku uzijeme znamych vzor-
Obr. 3. ci pro derivace uplnych eliptickych
integrali:?)
dK 1 1
@n Kk R
dkz 2k ' 2621 — k) ’ 2.3)
dE 1 =
— = - (F — K).
dk? 2k ( )
Derivace modulu eliptickych integrali jsou:
ok? 4ro(2r -} p cos D)
do (472 o o* - 4rp cos 9)2
2 ~ (2,4)
okr drp? sin ¢
o9 (4r*  @* + 4rpcos 9)F°
Zavedeme-li si jestd oznadeni
rp=y=1r-4pcosd, : (2,5)

dostaneme po provedeni prisluinych derivaci a po jednoduché upravé:

I'r sin ©
rp = 7S ? 1 (K —B),

27 (472 4 p* — 4rjp cos )l

%) Viz [3], str. 78.
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—r k
) = - s P — 2 2 —— —
ru (@ T oF — drig cos Oy .{(Q |- 2r, cos ¢ 0 €os 0)[(1 )K

- E] — (21— Brig cos 9 g2 eos? ) [B— (1 — 7«1’-)1{]}. (2,6)

V dal$im budeme pot¥ebovat hodnoty proudové funkece ¥ a slozek rychlosti »
a w jen pro mald p, t. j. k? blizka jednitce. Pouzijeme znamych rozvoja:?®)

i

9
K =4 +AT}' (1= k) + (A — _(’;

1 1 3 13
B +»§(An§) (1—162)+~(A_~E) (1— 22 -

kde

Dosadime-li rozvoje (2,7) do pravé strany rovnice (1,8) a zanedbdme-li &leny
Fadu o®, dostaneme:
0 cos &

- I"rl[ .
gj“gnlA 2 —

e* L os2o) —
—2) + o [A (1 5 08 219)

— 4 cos 2 ]} (2,8)

Derivovanim vyrazu (2,8) nebo dosazenim rozvoji (2,7) do pravych stran
rovnic (2,6) a zanedbanim élent fadu p? dostaneme vyrazy pro slozky rychlosti
indukované virovym krouzkem:

I'r {sin @ 0 sin & cos &
v _37[ {»‘)r-— (/l— 1) ] **’4“772* (A —_ 1)}
2 2r,
Ir ‘ 1 cos 1 5 (2,9)
=] — — 2) — ¢ 2 cog? #) — - — b cos? .
W ing 2 —— (A4 — 2) S zl: (3 - 2 cos? &) 5 — Deos ﬂ]}

Polozime-li jesté v souhlase se zanedbavanim ¢lentt fadu e?

A =log

cos ¥,

8, |
2

3) Viz [3], str. 76; symbolem log se rozumi prirozeny logaritmus.
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dostaneme:

I'r sin 9 sin @ 1 sin 29
rw = — -] Zlogpo + - |log — - 1|+ ~0logp
! 27 { 2r, ge 2r, ( g 8ry { L% - g0
sin 29 ( 1 )}
Lo " log — - 2
0 og R
8r2 S
E " ) (2,10)

rr IJ cos 9 cos o 1 4 - cos 29
L log o 4 ——{log — 2] -} ——— ——plog o 4
L 25 IQ A 2r, gen 2r, e 87y " } 87y eloge

81y 2

1 3
RN sos 20 o ob 921 2 ans 29
| ¥ (4 + cos 20) (log o ,) 2 -} 5 cos 0}}

3. Nahrazeni anularni lepatky v osové symetrickém proudu spojitym rezloZenim
virovyeh krouzkii

V dalsim se budeme zabyvat tenkou anuldrni lopatkou. Obdobné jako v dvoj-
rozmérné teorii, kde tenky profil je ekvivalentni spojitému rozlozeni virovych
vldken, je 1 tenkd anularni lopatka v osové symetrickém proudu ckvivalentni
virovym krouzkiim spojité rozloZenym po lopatce. Uloha nalézti intensitu
virovych krouzki z daného tvaru lopatky nebo naopak vede na singulirni
integralni rovnice se slozitymi jadry. Zde se spokojime, jako v dvojrozmérné
teorii nosnych virovych ploch, piibliznym tefenim dlohy. Nejprve piitadime
k anularni lopatce éast povrchu anuloidu, majici s uvaZovanou lopatkou
spolecnou ndbéznou a odtokovou hranu. Z davodu osové symetrie mizeme
viechny tdvahy provadét v jediné merididnové ptlrovingé; merididnovy fez
této anuloidové plochy je tedy kruhovy oblouk, jehoZ podateéni a koncovy
bod jsou totozné s pocatednim a koncovym bodem merididanového Fezu anuldrni
lopatky a jehoz polomsér R je zvolen tak, aby tento, t. zv. ,,ndhradni oblouk®,
aproximoval pokud mozna dobie merididnovy fez anuldrni lopatky (obr. 4).

Pro dalsi dvahy si v merididnové palroving zavedeme novy systém polarnich
soufadnic (2, ¢) (obr. 4 a 5). Pocatek tohoto systému polozime do stiedu O
kruznice nahradniho oblouku a za zakladni smér zvolime spojniei stiedu O
s prusecikem N nabeézné hrany lopatky s merididnovou rovinou. Uhel ¢ podi-
tame kladné ve sméru naznadeném na obr. 5, t. j. ve sméru od nibézné k odto-
kové hrané. Stiedovy tihel nahradniho oblouku oznacime o a piedpokladame,
ze w -7 7. Rovnice merididanového fezu anulirni lopatky v této soustavé bude:

t = Rl +n(p)

, O0Ce< o, (3,1)
pri cemz

7(0) = n(w) = 0 . (3,2)

Poloha ndhradnilio oblouku v meridianové pualroving je uréena polohou
stfedu O a dhlem f sevienym tétivou ndhradniho oblouku MN a kolmici
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na osu symetrie. Uhel # m&time od kolmice na osu symetrie k tétive M N kladns
ve stejném smyslu jako thel ¢.

Oznadime-li y(@) B dg?) intensitu cirkulace virovych krouzki na elementar-
nim oblouku kolem bodu P[R(1 -+ %), ¢,
budou slozky ,,ndhradni rychlosti (nazev
nahradni rychlost zavadime v této praci pro
soutin rychlosti a vzdalenosti od osy syme-
trie) indukované v bod¢ Q) R(1 + 7,), @]
podle (2,10):

M
Obr, 4, Obr. H.
ry (1 cosd [ p . 0 o o .
7 dw = G {_L; + o log o, o2l - N (4 + cos 29) X (3,3)

X (log :’“;— -+ 2) — 2 —})- cos 2[)}}. R de,
< 1 -~

kde ¢ je délka spojnice bodii P, @ a ¢ thel seveny touto spojnici a kolmiei
na osu symetrie (obr. 4). Cirkulaci virovyeh krouzkd poditame kladné ve stej-
ném sméru jako bereme kladny smysl tihlu ¢.

1) Lincarni hustota cirkulace virovych krouzkit v bodd [R(1 4- ). ¢] je rovna
— 1
yip) = v(p) T == (L—n) y(p) -
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Uhel, ktery svird spojnice bodt PQ s t&tivou Py, na nahradnim oblouku,
oznadime ¢ (obr. 6). Uhel ¢ méiime od spojnice PQ k tétive P,¢), kladné ve
stejném smyslu jako tGhel . Pro elementy radidlni a azimutalni slozky induko-
vané nahradni rychlosti dostaneme:

rydo, = - [7‘1 dw cos (f}j % _ 8) — 7, dv sin (ﬁ t)q)l — a)} ,

5 )
& P

(3,4)
rydo, = 4 [rl dw sin ((p»:\(p}» — er) + 7y dw cos (L; VA r)] ,
kde znaménko + resp. — plati pro
0 ¢1 < @ Tesp. @y > .
Funkei #, jeji derivaci iil a hus-
)
y-¢ 4

totu cirkulace y povazujeme za malé
veliéiny prvnfho ¥adu a to v tom
smyslu, Ze v této teorii budeme je-
jich soudiny, jakoZto vel &iny druhé-
ho Fadu, jestd uvazovat, kdesto sou-
éiny tfi velidin prvniho f4du budeme
zanedbdvat.s)

Z obrazku 6 je ziejmé, %e plati

e = BH(L - m)* + (1 + ;) —
= 2(L + (1 + ) cos (9 — @)} =
= R2(1 + 9 + 7, + 9m)[1 —
—cos(p — )]+ (n—m)?}.

V tomto vyrazu muzeme zanedbat
malé velidiny druhého f4du, nebot
tim vznikld chyba ve vyslednych
Obr, 6. vzoreich bude Fadu tretiho a tedy

v nadi teorii jiZz zanedbatelna.

2

lro

— 4sin25p—; P14+ ),

5 =

=

a tedy

Sl

B ) — @ 1
=2 gsinq 2'[]} : [1 15 771)]

dy . . R -
%) Malosti funkef p a ™ rozumime na pi. to, Ze v jejich trigonometrickych rozvojich
¢

P

(4,2) a (5,8) jsou velitiny g,, n2g,, ntB, malé pryniho ¥adu.
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nebo (3,5)

0

Rovnéz pro thel ¢ plati s pfesnosti malych veli¢in druhého fadu
! ¢ P .
¢= (n — n,) cotg " R (3,6)
Zavedeme-li si je§té oznadeni:

& — { &, pro @ <, 3.7)
¢ —m, Ppro @, >,

dostaneme po dosazeni vyrazi (3,3), (3,5) a (3,6) do rovnic (3,4) a po zaned-
bini ¢lent tfetiho Fadu:

1 1
rdo, = & {d[ -5 — m)] cos 77 "’lwndw[l — 5 O ) X
x cotg? -2 ] sin £ (h} = T;: {4 (1 — ) cotg L= (!11_
ok P 4 P wk
4 . co (1) —*ZM) [1og o - sin log 16, +

1 Y 1
+ 245+ 771)] - é,— sin 9 sin 5 #1 [1 — 5 (n—m) X
2 7y 2 2
Y — ol @ — (p1 ar . ,
X cotg? = 4 — (n — 9;) cOS — . feos ¢ — sin 9 X
8ry 2
win $ T Tt
n=— 4

R
1 log - + z] +

. @ — @ ol . 3 oar
X (leg|Zsin"—,—2| 4 log =, - - 2 2 — —cos 29| X
( &l 167, ) ( 2
os L= i)l de 3,8
X cos 3 ]} et (3,8)

rydo, = |- {'r, dw[ - —}* (n — n1) cotg q’ ] sin ¥ _) 7 +-

1 — * ! 1
+ ry do [1 4 5 (n — 771)] cos fp_,j ‘fl} .- %’ {I [1 ) -+ ) —

1 ¢ — oR . oy 90
. _ 2t . —r
5 (1 — m) cotg ] el ( ) *

4 R: R .
Ssin LT o log T2 42 +y Ot m]~+— iy S Y
1

X [lng
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) ¢ ol ) o — @
X COs ,_,:.__ [1 + — 5 (n — 1/1)] S (7 — n) cos z-l X
X (sin @ -1 cos @' cotg ¢ i)ﬁ) . (log [ sin 7 E e 4+

 wR ol o —q [}/, . p—¢

log —— 4 2} -~ sin & 1 [{4ein T2 _
+ log 167, | ) 1 s sin "~ 5 l(4 sin 5

. — [ N p—
— sin (2@9" e 2—77({'})) (log w -~ sin 7 H-—q—fl -+ log ﬂfi 2) —

3 ) Y 1 )
— (2 — —; cos 20’) csin 1 5 (‘[1]} . ((Z (3,9)
Pro dalsi vypocty je vyhodné zavésti pomoeny tdhel 8, (obr. 4)
Bi=f — Yo + ¢y, (3,10)

ktery nezavisi na poloze virového krouzku (¢), ale jenom na poloze vztaZendho
bodu (). Velmi snadno se mtZeme piesvéddit, ze plati:
) 1 P -+ ¢ ) » — ’
P o= — =+ L — ]1 e = fi; T—j~-[1 e (3,11)
Az dosud jsme neucinili Zadny predpoklad o poloméru anuldrni lopatky (r,).
V dal§im vSak budeme pFedpokladat, Ze vzdilenosti bodd na lopatee od osy
symetrie (r;) jsou proti délee ndhradniho oblouku wR tak veliké, Ze veli¢iny

R

T (3,11a)

-
jsou malé prvniho iddu ve smyslu diive uvedeném. Uzijeme-i oznadeni
(3,10) — (3,11a) a zanedbdme-li malé veliciny tietiho Fiadu, zjednodusi se
rovnice (3,8) a (3,9) na tvar:

z

rydo, = v {4 (I —ny) (‘OTg - )(“ - 22, cos Sy [l(‘g “gin T 7][ -+

7T 2
+ log {:)! - :2] — 27, sin & 4 f),(/'l [ain f; cos 4 ;--7{‘/ -+

g — g ]) do ‘ 5
1 cos By sin 5 Y——‘Jl r, (3,12)

I o

) 1 1
7y du, = -T’}/ Jﬂ [I oy o) — 5 (g — ) cotg? v (/)]

4 . o — ¢ A
— 24y sin i, []og o sin r'b——»_,—A Li + log 5 4+ 2] +
J. A—l
— , — l
4+ 27, cos ({{———-VZ—% [sin B cos v R ! 4 cos f, sin ({72 e ]} %{ . (3,13)
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Integraci vyrazt (3,12) a (3,13) podle thlu ¢ v mezich od ¢ = 0 do ¢ = o
dostaneme radidlni a azimutalni slozku nadhradni rychlosti indukované v bodé ¢).
Pokud se v téchto vyrazech budou vyskytovat singuldrni integraly, budeme
jimi rozumst jejich hlavni hodnoty.®)

4. Vypotet slozek indukované nihradni ryehlosti

Pii vypoctu integralt z vyrazi (3,12) a (3,13) si zavedeme nové proménné y
a ¥ rovnicemi:

(p:fg-(l — cos y), %:%)(1 —cos ), 059,y m,
- (4,1)
«
dp = 5 sin g dy.
Rozlozeni cirkulace y predpokladdme ve tvaru:
] o
ry = 2.V, (__ Jo cObg & 1 + z Gy SIN n,g) (4,2)
= no 1

. . R . Wy w w .
kder,V,jehodnota nahradnt primarni rychlosti v bodé []1’,(1 4y —))) , 2] meri-

didnového Fezu anuldrni lopatky.”) RozloZeni cirkulace je zvoleno tak, aby
byla gplnéna Zukovského podminka hladkého odtokunazadni hranélopatky, t. j.

y{z) = 0. (4.3)

Z rovnic (4,1) o (4,2) plyne:
ry dp = wrgV{— g,(1 1 cos y) 2 galcos (n — 1)y — cos (n 4+ 1) 4]} dy .
(4,4)

Ve vyrazech (3,12) a (3,13) si dile rozvineme kotangens v radu:

) ¢ -— @ 1
i cotg -/ 2"71 E— [,,4_ﬁ ,,,,,

COS y — CO8 &

(cos y — cos J) 4+ ] . (4,5)

(konvergujict pro o << 2x), v niz budeme pii vypoctu uvazovat jen prvni dva
dleny. Za siny a kosiny, vyskytujici se jen v korekénich ¢lenech, polozime:

. 'y ) 3 .
sin P o ¢ (cos y — cos &) + - (cos y — cos ),
2 4 354 - (4.6)
) — w* ’
cos {5772771 =1 Ji; (cos y — cos 9)?

dy - . .
8) Pii definici malosti tunkei y & -— podle pozn. 5, str. 342, existuji tyto singulirni

integraly z malych funkei prvniho (druhého) Fadu v rovnicich (3,12) & (3,13) a jsou velidi-
nami malymi prvniho (druhého) Fadu. Singularni integraly ze zanedbanych malych funkei
vy&Sich Fada jsou malymi velicinami vyssich fada.

7) Volba 7V, je konvenini; cely vypoéet ziistava nezmdéndn, klademe-li vude za rV,
jakoukoliv jinou nahradni rychlost.
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V rozvoji (4,5) a v rozvojich (4,6) zanedbavime ¢leny obsahujici moeninu w*
a vyssi. Stejnym zplisobem budeme postupovat i pii upravé integralu (3,12).

"y 1 - 1 w2 o
;;,V(; - nf{(l ) [coq ¥ — “cos 4% (cos g — cos 29)]
0

-

A 7
— 24, co8 5, [l()g [cos y — cos & 4 log Tl 42 — 56 o?{(cos y — cos 19)2] —

2 ' 1
— /11{,3 sin ff, [ cos y — cos & — @ (cos y — cos #)? 1 Jo — = G1 I
. 24 f 2

2
1 | G \
+ {9 — 5 J2) COS X + 5 Z (Jnes =~ Gns1) cOS Y| dy, (4,7)
U w 1 1 . 1 2
e 47f[7° — 5 ht (90 - 59;) cos x + - zz (1
gL
(4,8)

— ni1) €OS %x] dy .

Podle zavedené klasifikace malych veli¢in budou hlavni ¢leny slozek indu-
kované nihradni rychlosti veli¢iny prvniho fidu a uvazované korekéni éleny
Fadu druhého. Pii dalsich vypodtech budeme pouzivat azimutalni slozku ndhrad-
ni rychlosti nasobenou malou funkei prvniho fadu. Korekéni ¢éleny by pak da-
valy jiz zanedbatelné korekce tietiho Fadu, a proto jsme se v integralu (4,8)
omezili jen na hlavni ¢len.

Hodnoty singuldrnich integrali:

1 cos ny sin nd
— ] T dy = . n=40,1,... 4,9
cos y — cos ¢ x sin ¢’ " ’ (+,9)
4]
a nevlastnich integrala:
1 n
——flog lcos y — cos 9] dy = — log 2,
7
n (4,10)
1
w‘/‘cosnzlog [cos y — cos ] dy = — (‘-f)‘s_“nv?, n=12 ..
7 ' n
jsou odvozeny v dodatku. PouZijeme-li téchto vysledkd, dostaneme:
740, nm? 5
iV; = (1 — 7, f" Ur/n cos ni — 98 [(( gz) — (2¢y — g;) cos 1?]} -+
L 24, cos fi I 1 LA 1 L. 29 :
-+ 24, cosf3, l og )'6 o -+ 5 COs Jo— 5 4=
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!
-

7 q‘ I T2
cos 19(1 ~ 55 w ) (go — 5 g:) -+ 763 (g,

1 )
2
k3

.

\

w? . 1
et 3(g1—gs)cos® — 5 (7. — ) l ;
192 2 J
Ty W 1
e 4 Jo— 5 Y1)+

V rovnici (4,11) zavisi hodnota parametru 2, a
thlu $, na poloze bodu Q. Tuto zdvislost si nyni
vyjadiime v takovém tvaru, ktery by byl vhod-
ny pro dalgi vypodéty. Predevdim si zavedeme
parametr

ol?

e, ‘ (4,13)

kde r, znadi vzdalenost sttedniho bodu ndhrad-
niho oblouku od osy x (obr. 7).
Plati tedy:

T,

Ay =A%

1
v M v T oqens . v .
a ponévadiz pomér —-li8i se od jedniéky jen o
8
malé velidiny prvniho fadu, miZeme v rovnici
(4,11) psiat viude A misto A;. Chyba tim vznikla
bude tietiho Fadu a tedy v nasi teorii zanedba-
telna.
Podle (3,10) je
fr=p 1o+

Uzijeme-li transformace (4,1), dostaneme

«
pr=p— é cos & .

In-1 — Inin N L‘) ar £ ,
Zz e cos m}} Ay 3 sin f, {[ 8

1 1 1 3 RN
5 08 37?)] (go — 5 !]1) — I‘E ~ 5 (.2, + cos j;))J

— ) +

)) (3 cos ¢ —+
1
(.(]0 Y .(]1.) -

w3

Obr, 7.

(4,14)

Sinus a kosinus thlu 3, rozvineme v fady v cos nd a zanedbame, jako viude
v této praci, ¢leny obsahujici ¢tvrtou a vysst moeniny o:

2 192

2 D 2
. " . (0] 3m ) ®
sin fy <= (l - ‘l'(Ai) sin ff— (7-— — ) cos i cos & — - ; 8in peos 29 -}

w? ¢
4 eos feos 30,
192

1(



3w
cos fi, = (1 — it;) cos ff - ((3 l:ﬁ) sin § cos & — ”, cos p eos 29 —

w
~ 153 gin ff cos 39 . ‘ (4,16)
Dosadime-li tyto vyrazy do pravé strany rovnice (4,11) a uspofddame-li sou-
¢initele u A podle kosind Ghlu 9, dostaneme:

0, ~ . - . w? o 1 .
= (1 171){2 Jn cOs N %[( 5 g) (290 — 1) cos 19]}+

n=0

- lz o, cos nd, (4,17}
n- 0

kde

w? 4 13w? 1 w?
Gy = {[(z — T) log o — 4 + Tﬁf] (go -5 (1;) 1= 557 (9 gg)} cos f§
‘ (1)7 B | ? 1. .
B [(1 — —(ﬂ;) (.‘]o Y g:t) 06 (92 — 94)J sinff,
[ Ho? 2
0y = (_) — ——2‘4) ({/0 — 'H

> 4
29w 1 1 w? w? .
— 3+ *1*973_] (go ) (/1) + (‘;‘ - Tig) (91 — ga) — 763 (g5 — gs)} sin f§,

1 ) (i ()2
,,) — -;% (g2 — 94)] cos f§ -+ (g {[( - ) log T

| -

[ w2 4 19 1 1 w?
Oy = | — 5 1057 ~ 13 (.’/o ) g:] -+ (? — ‘32) (9, — ¢3) —
P 5w? 1 1 w?\
BN (g — gs) {cos f + - [( _W) (go -592) + (ﬁ —]@) (92 — 9a) —

1 n? w? m?
0= [-— 76 0 — 0) + (1 - 1'—*) (@5 — g5) — 45 95 — yﬁ} cos f

D) 0> 1 o\ (g, — a1 — G
TG VLGN LS T ) R AT Ja__Te}
! [ 43 (g" 2 g-) ' ( 5") ( R )
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w? In-3 — Jn w? In1 — Ini1 m? Iny1 = Gnos .
o = [‘ 5o ! T ae | sB

4@ [_ ﬁ s = Gne o (1 ~ ) (/~ 9o
J0O

4 n— 3 32 n—1

2
(O ¢ Gusal .
Gnra - ‘7_‘.‘_] sinfi, pro n 5. (4,18)

96 n -3

Koeficienty o, jsou podle zavedené klasifikace veli¢iny prvniho iadu.

b. Zakladni vztahy mezi tvarem anularni lopatky a sloZkami primarni a induko-
vané ryehlosti. RleSeni priméhe prohlému

Tvar tenké anulirni lopatky je urcen pozadavkem, aby smér rychlosti
(primdrni -+ indukované) v bodech lopatky byl rovnobézny s povrchem lopat-
ky. Vzhledem k osové symetrii mazeme se omezit jen na proudové pomeéry
v merididnovém fezu. Oznadime-li V', a V' radidlni a azimutalni slozku primarni
rychlosti v bod¢ @ na lopatce a ¢ thel, ktery svird teéna k lopatee v bodé @
s te¢nou k nahradnimu oblouku v bod8 ,, plati

v, -V, .
tgo = ————. (5,1
go = e (D) .
7 obr. 8 je zicjmé, ze \
1 R
Sho (1) tge. (5,2) S
dey Q(\
v . dn, N u
V dal$im budeme u %, a 3
T Q
vynechavat index 1, nebot zi- :
ména je vyloudena. Wl
Z rovnic (5,1) a (5,2) dosta- ]
neme: Bk +h
dn v, + T, Obr. 8.
(14 ) (5,
d(]) ( + }7) UT ’f" I//T ()’ 3)

)
Uhel, ktery svird smér primarniho proudu s tednou ke kruznici R [1 + 77(;,')]

N w\\ o] . , c e ; 1
v bodé [R(] + "7(5)), ;;] si oznadime ~ a nazveme jej Uthlem nastavent

Cy g . , . , , ., . ca W
lopatky. Radialni a azimutalni slozku nahradni primérni rychlosti vyjadiime
v bodech na lopatee trigonometrickymi fadami:
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T‘V o o
}T;‘ = Z v, CO8 nd Z (— )™y, = sin x; (5,4)
or o 0 m -0
V. < -
S =1 D pgcosnd, 14 D (— 1) gy, == cos & (5,5)
7oV, n_0 m_0

O koeficientech p, a v, predpoklidime, Ze jsou malé prvniho Fadu.®) Rovnéi

tak i derivaci funkee # si vyjadiime trigonometrickou fadou:
dy S -
e/ - 2 B, cos nd . (5,6)
d(f’ n.-0

Integraci rovnice (5,6) dostaneme:

n= oy 'lBﬂ(l — cos ) + "zl (I — cos m?)}- . (5,7)

”
Poditedni a koncovy bod ndhradniho oblouku je totozny s pocatednim, resp.
koncovym bodem merididnového fezu anularni lopatky, t. j.:

7(0) = n(x) = 0, (5,8)
z ¢eho? plyne podminka pro koeficienty B,:
- B
By, — > Mo () (5,9)

gt 4dm? — )

Dosadime-li uvedené rozvoje do rovnice (5,3), dostaneme s pouZitim vyrazi
(4,12) a (4,17):

z : 1 - '
{ z B, cos nﬁ} {1 — »Z (gﬂ — 5 gl) -+ Z Uy, COS m?} = Z (¢n -+ Aoy) cos nd —
M=) ~ n 0

7 =1)

0?2 )

1 i
~ 9 [go — 5 9. — (290 — 1) co8 0] + {1 + 7 [Bu(l - cos ¥)
< B,y — B -
A4 > sl TR — cos n{))}} . {Z ¥, COS nﬁ} , (5,10)
= n o
kde 0., jakozto algebraické vyrazy v g, jsou diny rovnicemi (4,18), Srovnanim
koeficientit u cos ndl na obou stranich rovnice (5,10) dostaneme nekonetny

systém rovnie:?)

o = By — vy — doy — %} I:B()(Qro — G1) -+ By(2yy — 1) +

. . .
. B, , — B, » 1 1 <
i—1 741 b , ¢ ., !
w3 P B ey ) 2y, g | L B LS B,
il 7 Z Z o
8) Na pf. v tom smyslu, Ze pg, 1, 72, & 7?2, jsou mald veli¢iny prvniho Fidu; ve skuted-
- . .. . konst
nosti ovdem klesaji kocficienty i, a », rychleji nef ———e .
2
nt

9) O Gpravd rovnic (5,11) viz [4], dodatek T1,

350




] w|
g1 = By — v — doy - é [(230 = By) vy — (g + Bl) (290 — 91) +
0 B . )
+ Bylvg — 20y 1) Z l:L’i' FH’I (g — 2vg - VH»I)] + 512 By -
.

1 - .
+ 5 2 (Bu + By ey s
=0

i

Gn == Bn — Vp — Aan *} T ’)?/7 ) Bt:(zg() - .(ll) +

<

o) 7B,h1— B, .
B e H,
)

% B,y — B,
+ By(vay — 2y, - vq) -+ Z = :,,,1,__7:.__,,7'1 (Fiom) — 20 - 1;“,”)] e

i1 .
1 1 , :
Ty By + 32 (Bisn + By i pro m = 2. (5,11)

Resime-li ptimy problém, t. j. hleddme-li rozlozeni cirkulace virovych krouzki
nebo rozlozeni povrchové rychlosti na tenké anularni lopatee, prifadime nej-
diive meridianovému ¥ezu anuldrni lopatky nahradni kruhovy oblouk, majici
pocatetni a koncovy bod totozny s pocatetnim a koncovym bodem meridiano-
vého fezu lopatky. Polomér K nihradniho oblouku zvolime tak, aby odchylky
oblouku od merididanového fezu skuteéné lopatky byly co nejmensi. Tim je
dano rozevieni w a koeficienty B,; ze zndmého primarniho proudéni uréime
koeficienty v, a u, rozvoji (5,4) a (5,5) slozek ndhradni primarni rychlosti
v misté lopatky. Nekonedény systém rovnic (5,11) ndm pak predstavuje neko-
neény systém linearnich iiehomogennich rovnic pro neznamé koeficienty g,
Fourierova rozvoje hustoty cirkulace virovych krouzkt rozloZenych na anu-
larni lopatce. Za danych piedpokladi o malosti koeficientd B, u,, », a para-
metru 4 ma tento nekonelny systém linedrnich rovnie pravé jedno ohranic¢ené
fodeni. Toto Feseni je mozZno ziskat na pf. metodou postupnych aproximaci.1?)

6. RteSeni nepFimého problému

Druhd zakladni Gloha v teorii anuldrni lopatky v osové symetrickém prou-
du, t. zv. nepfimy problém, spoéivd v uréeni tvaru a uhlu nastaveni anuldrni
lopatky, kterda ma pledepsanou délku, vzdalenost od osy symetrie a rozloZeni
cirkulace virovych krouzki. Pro fefeni je viak vyhodndjsi predepsat délku
nahradniho oblouku a rozloZeni cirkulace virovych krouzka predpokladat ve
tvaru (4,2) (srov. pozn. 4 na str. 341). Polomér R nahradniho oblouku zvolime
tak, aby co nejlépe aproximoval hledanou anulirni lopatku. V prvém pribli-
Zeni mazeme vziti polomdér ndhradniho oblouku roven poloméru kifivosti
proudnice primdrniho proudéni v misté lopatky. Tvar lopatky je dan rozvojem

19) Ditkaz tohoto tvezeni je obdobny diakazu uvedenédmu v [4], dodatek 111, Z rovnice
(5,11) je dile patrno, Ze jsou-li dané veli¢iny B, i, a v, malé ve smyslu pozn. 5 a 8, plati
totéz 1 o vypotitanyeh velitindch g,,.
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(5,7) aproto je nepfimy problém fesen, jsou-li uréeny vsechny koeficienty B, roz-
voje (5,6). Prifeseni této dlohy vyjdeme, jako v ptedeslé kapitole, z rovnice (5,3).

Vyrazy pro slozky primarni ndhradni rychlosti v misté hledané lopatky
dostaneme rozvinutim radialni a azimutalni slozky primdrni ndhradnf rychlosti
v okoli ndhradniho oblouku v Taylorovy fady, v nichz budeme uvazovat jen
prvni dva éleny. Piitom budeme slozky nahradni rychlosti i eirkulace vztahovat
k hodnoté nahradni rychlosti ve stfedu ndhradntho oblouku (r,V,). Budeme
tedy misto (5,4) a (5,5) psat:

rV z oy

Ty < ’ “Pn 6.1
V. Py (vn - ?77 77) cos nd, (6,1)
"V, @ " ‘

LAGIN T pl L 77) cos nid . (6,2)
TJ/ $ N=() (’l]

Koeficienty u, a v, spliiuji podminky:

oo
(— Lymyy =sina’, 14+ 2 (= Dmpg, = cosa’,
m—( m=0
kde «’ je, jako v predeslé kapitole, tihel nastaveni anularni Lopa‘[kv (méfeny
v ; . ; T AP -

ve stiedu nahradniho oblouku). Hodnoty koeficientt p,, »,, e a =2 urdime

n oy
z hodnot a derivaci sloZzek nahradni primarni rychlosti v bodech néhradniho
oblouku. Cédrkované oznadeni zavadime proto, abychom tyto koeficienty
odligili od koeficientti v rozvojich azimutalni a radidlni slozky primarni ndhradni

rychlosti (5,4) a (5,5), poditanych piimo na lopatee (a vztazenych k hodnoté
2

primarni ndhradni rychlosti v bodé [I{(l - *r,(%))), SU] na lopatce).

Dosadime-li rozvoje (6,1) a (6,2) do rovnice (5,10), dostaneme:

- ] W )
{z B, cosm?} {1 —— (qﬂ — §g1) + Z (/“n+ (5;7" r)cos m‘)j =

N=0 LRV

- z (gn + Aoy) cosnd — gy — =g, — (29, — g,) cos ¥ | +-
n=0 96 2 7*

+ (1479 {nio (v; Cji;;,‘ ) cos m’)} . ‘ (6,3)

Po zanedbani malych veli¢in tfetiho fadu milizeme rovnici (6,3) napsat ve tvaru:

{Z B, cosm?}{ i (gn 71 1) + Z i, COS m’}} = Z (gn 4= v, -+
n..Q

L)) Nasi)

02

1
.,2 [9'0 g Y2 — (2095 — g1) cos 0] + ;‘f [Bo(l — cos ) |

+ Z —~—4-:-_7 B (1 — cos m?)] . {Z (v," | %}‘) cos m?} . (6,4)
T ) g

- Ao,) cos nt —
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Pro jednoduchost budeme v daldfm pouZivat oznaceni:
v, = v, «}—h n=20,1,2.... (6,5)

Srovnanim keeficientt u cos m? na obou straniach rovnice (6,4) dostaneme
nekoneény systém rovnic:!!)

o]

. , w 1 1 , 1 ,
[}0 = Go + ¥y + ;{("0 - ‘)() (go ) 92) - 9 BO Mo — 5 Z /LiBi +

“ =0

B 1_
-+ g{(zgo —q1) By + 2(2vy —vy) By + ( 9 '2) B, —

._i e View | g
.’;,,,2’(:—*—1'1)2—1 3 — 1 N

By =g, + v+ Ao + %: (90 - i 91) - “;“”'(I)BI ; éu (#ecs + 1) Bi
+ -g{@f}o — 1) By — 2(2vg — 20, -+ 9,) By + % (n — v3) By +
+ - By — ,.i [g?;zl —E 552:2? B 7:;521] B’f};

By =g + v, + Ao, — Z to B % (W imn) + prpa) Bi+ g {(290 — 1) By —
— ¥ B”_}'%—-%w'—l — 2(Vuy — 20n -+ vny) By — ~21- (Vnoy — 205 + Vnyp) By —
_ ;Z F}:tﬁli j‘ﬁglli_—%tl,l 1 zzi?—l B ;i+n4%{_£i’1£:l‘fﬂj| Bi} ,n>2.  (6,6)

Nekoneény systém (6,6) linedrnich nehomogennich rovnic pro hledané koefi-
. ’ ’, v . . o ’
cienty B, m4 za danych ptedpokladit o malosti koeficientl g,, 4, v, (ve smyslu
pozn, 5 a 8) a parametru A pravé jedno ohranitené fefeni. Toto YeSeni je moZno
ziskat na p¥. metodou postupnych aproximaci.’?) Koeficienty tohoto nekoned-
ného systému linedrnich rovnic a tedy i jeho FeSeni B, vSak zavisi na Ghlu
nastaveni a’, ktery je zatim nezndm a urdi se z rovnice (5,9), které musi hovét
nalezené koeficienty B,. Pro daldi vypocet si z rovnice (5,9) vyjidiime koefi-
cient By pomoei ostatnich koeficientd B,:
1 & Bom
=2 T | (8,7)
4 me=1 2
me — —
4

11) O apravé rovnie (6,6) viz [4], dodatek I1.

12) Ditkaz toheto tvrzeni je obdobny dikazu uvedenému v [4], dodatek IT1. Nalezend
koeficienty jsou pak rovné&Zz malé velid¢iny ve smyslu pozn. 5.
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a tento vyraz dosadime do rovnic (6,6). Po Gpravé dostaneme:

, w? 1 1 - By 1
vg = — o — At + 96 (go 3 {/2) + 4 (1 -+ 1) Zn — 1 -+ B z By g
m m?2 -
4
w |[- 1 . 1 1 )\ < B, _ & By
O R e T R
m —— —
4
S e e B. 6.8
gz(iu a.__1) } 65)

4‘3 me=1 9 T
1
—r z (,’/Z 4 ) By ‘} < W29 — g1+ 5 v — Y + v B
7 l N o ,Bz B ”o‘ B o0 / ; ) 22}7
. L : m_ 3 om-+1 - 742 . ff.i_ —
(10 lez) nz,mz 1 "Lt o ‘ZA v 41 2 — 1
i | g
7: 1 il
b I, 1 , & B,
Bn —_ gn ‘ Vn ’! ATy — 9 ,”(]Bn E,u Z ﬁ—f‘r Z (luu—nl +
= Mh== ] me .
4
. Wy - B - 7 | . -~ ' .
+ i) By + 8-{(290 — ) By — =% ! o — 5 (o g = 2vn +
— ] .— - - B“m — - B“m
A Vpo) B, — P vy 1’77.»1) ng] - 1 Vn MZ_;] m2 ++177_%
by 1

- ‘szn 1 + v, 2_,%1{ 71+n -1 + 7;[1 —n—1} B 5 P
— Sl LI Kt esd L — =23, ... 6,9
Z ( T 1 ;5 — 1 if » n 3 9y ) ( s )

Systém rovnic (6,9) je nekonetny systém linedrnich nehomogennich rovnic
pro koeficienty B,, n — 1, 2... a rovnice (6,8) urtuje tihel nastaveni «'.
Prakticky postupujeme tak, Ze si zvolime néjaky thel nastaveni «,. Pro tento
onl v,
thel nastaveni vypoditame hodnoty koeficientt p,, v, a =", " .
} on (/?I'

Redime-li systém (6,9) s témito hodnotami, dostaneme Feeni, které oznacime:

0
Bn 5

ne=1,2.... (6,10)
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Toto fefeni viak obecnd nebude splilovat rovnici (6,8), protoze Ghel nasta-
veni o byl zvolen ndhodné. Spravny thel nastaveni necht je:

& = g+ Ax, (6,11)

kde A~ je mald velidina. O tthel Ax je nutno pootocit zvoleny nihradni oblouk.
Radidlni a azimutalni slozka primérni ndhradni rychlosti budou potom:

[ov!

rV < o,
o= Ax Z v, —|-77’3n+ \ %+ u, ) Ax| cos nd (6,12)
n=0 C 4

rV, Oox
rV, = , o, o, , ) o
"= 1+ ﬂ%o [;L” + W 7+ (ﬁ — wn) Aw] cos n . (6,13)

Dosadime-li vyrazy (6,12) a (6,13) do systému (6,9) a zanedbame-li malé
veli¢iny tietiho Fadu, dostaneme:

B, = B + (C&‘ - ,u;) A, n=1,2, " (6,14)
dx
Tyto hodnoty dosadime do rovnice (6,8), z niZz pak urdime hodnotu Ghlu Ax:
Ax = -—{:———— , (6,15)
kde
w2 1 1 7 < B m
P=—gy— 100+%(gn_§92)+4(1"F/’g)mzﬂ,l;nzz1"Jr
_4._
“ ’ w | _ 1 1 1 — i Bgm
+ D) 'ZI/I.B‘(I) ”_'{(1'0_ g”z) By 5(90 —3h —")1) m%l *2 - -

- w B A T Viq .
— _emHt R S Sud T 0 !
Yo 2 st 2, i1 T By (6,16)

e a1 »

’ 1 ” 2m B

31}0 & ) w B(l) o . 2m-+1 . (6,17)
alym®: 4+ m

Navrhujeme-li tvar anuldrni lopatky, pozadujeme obvykle hladky vstup
pti provoznich podminkéch. V nagich vzoreich to znamen4 g, = 0.

P vypodtech se ve viech rozvojich omezime na koneény a obvykle jen velmi
maly podet ¢lendl. Jejich podet je dan charakterem tlohy a pozadovanou pres-
nosti. P FeSeni systému (6,9) se u vyssich koeficientit B, spokojime prvni
aproximaci

By=g, + v, + lon, n > N, (6,18)

vy

kdezto u nizsich koeficientli poCitame jesté druhou, resp. tfeti aproximaci.



7. RozloZeni povrehové rychlosti na lopatee

Pro posouzeni funkce lopatky je nutno znat pribéh povrchové rychlosti
potencidlniho proudéni, nebot na ném zavisi chovani mezni vrstvy.!?)

Nejprvesi odvodime vyraz pro ted-
nou slozku indukované nahradni ry-
chlosti. Element te¢néslozky nahrad-
ni rychlosti v bod& @, indukované
virovymi krouzky na elementarnim
oblouku kolem bodu P (obr. 9), je

r,du = - lrl dw sin (E—?i —

*S'F U)+ (7&1)

+ 7 dv cos (‘pﬁ;—(p—’ &+ o)] ,

kde znaménko - resp. — plati pro
P 9> ¢, resp. ¢ < ¢, AZ na malé
veli¢iny druhého ¥adu plati:

L= o Tle)  dmy :
2 "€ o=1go == do, P (7,2)

Obr. 9.

Do rovnice (7,1) dosadime vyrazy
(3,3), (3,5) a (3,6). Po zanedbani malych veli¢in tfetiho fadu dostaneme:

ry [ 1 -
rldu_%{z [1 _2(77 + 70 “%(W *ﬂJ)COth(p ijl‘ ™

+ d—n—‘ cotg ‘T__‘P!] — 22, 8in ff4 [log | - sin --(E-—_.—

. +W3+ﬂ

w

+ 24, cos ——Z-ﬂ [sin fi1 cos (L‘gﬁ -+ cos f3; sin (f—év]} d(p (7,3)

Integraci rovnice (7,3) dostaneme vyraz pro tetnou slozku indukované ndhrad-
ni rychlosti. Jako vSechny nahradni rychlosti vyjaddfime i tuto néhradni
rychlost trigonometrickym rozvojem:!?) ‘

ne o 5 ) dy, o % B, — B, 1
oy Zi‘[l 61 13" 0(1(,, —og(Bot 2\ g ) —

w? drn, 1 w?
T a(p ([/ -3 gz) ~ 347 [(ZBO — By) g, +

13) Prx mxvrhu lopatky musi se nakonec vychazet z rozloZeni povrehové rychlosti (prede-
v8im na podtlakové strané lopatky), na zaklad8 néhoZ pak zvolime rozloZeni cirkulace.

1) Vypodet teéné slozky indukované nahradni rychlosti je proveden v dodatku IT.
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B'n +1

n—l 77

+Z

1

+ 3 cos 299)

A sin nt 1
Z { [1+eo ﬁ)(m0+~—«

1 1
(Jn—a — gnﬁul)] ) By (go ) 91) -
. 1 1
- B, [(1 + 4 cos &) g, — 2g, cos P — 3 gz] -5 [(l + 2cos ¢ +

1 1
D~ 7 (1 4 6 cos 20) g, — g, cos § — I93] —

cos n

n+ 1 sin?9

1 sin (ﬂ - 1)'?) — cos nz?] —

n—|
7]1 Z G I:(n2 —mn — 1 ) X
— 1 m—1

n? — 1 sin® ¢
_ ,cosdsin(n —m)d| g, S N
X cos (n — m) ¢+ m o B 50+ 1) /Iﬂzo T, cos nd,
(7,4)
kde
wl 1lw? 1 Bow? »
To =g l_ (3 - 96\) ( Ty gh) + 3304 (g9 — 94)] cos 4
w? 4 To?| [ 1 112 .
+ {[(2 — g) log 5 — 2+ 43] (.‘]0 — 5 91) — gy W — 93)} sin ff,

7

w? .
~ 123 (95 — {],)] sinff, -
w | w3 4 7 1 1
Ts = g ﬁlogx_z .(lo‘:-jgl BRI
4 (g — o) | cos B 1
576 5 97 OFf /L -

o (9q — !]c}:l sin g,

1 w?
R BT

w . Hw? 1 1 2
y == o | — —_—— —_—— gy — e — —
T2 T g 96 ) \fo — 9 % 6 192

w?

lm‘ﬁ) (91— ¢3) -+

(G2 — 9a) _]l sin

w?

- — X
060 (92 — 96)

' R —(-',

w? 1 1 w?
16 (70 -3 92) -+ ('3’ 1«\—’) (ga — g4) —
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w | w2 1 ) (. Js A
e A I L | e

w? w? 1 w?

+ = 72 (96 — :I cos 3 - [ o1 (91 — ga) - ( - —6_4) (93 — g5) —
mz g 1

— 1‘}2 kg7Js1nf)’

7, = 2 [m Jnt =™ Gn-z (1 - Qi) (Z”__‘.’__,.._. 4 I ,_*gﬁ”t‘%) ° g «

4196 n—3 32 n — 1 n+ 1 96
gﬂ +2 Jn+4 w? qn 3 Jn-1 w? Jn—y ™ Jn1
G A —
s ]w“ﬁ+[ 32 a2 +( ]6) n
_ ‘;’0 g"‘:lzzn“] sin ff, pro n>> 5. (7,5)

Povrchové nahradni rychlost 7, U na lopatce je pak dédna vyrazem:
. 1
rnlU=mrV.coso-+rV,sine -+ ru - - —>— (7,6)

kde znaménko -+ plati pro podtlakovou stranu lopatky a znaménko — pro
pretlakovou stranu lopatky. Za cos ¢ a sin ¢ mazeme ve vyrazu (7,6) dosadit
piiblizné vztahy:

1 (dn;\? . dny
coso = 1 — 3 (d———%) , sin ¢ = dp, (7,7)

Hodnoty slozek priméarni ndhradni rychlosti »,V, a V., rozloZeni cirkulace
71y a hodnoty funkel a;/l a 7, jsou (podle druhu tlohy) jednak dany, jednak
1
urdeny fefenim rovnic (5,11) nebo (6,9) a vydislenim fad (5,4), (5,5), (4,2),
(5,6) a (5,7).
8. Vliv lopatky na proudéni ve vzdalenyeh bodech

Pii vydetfovani rychlosti indukované anularni lopatkou ve vzdalenych
bodech mtZeme anulirni lopatku nahradit jedinym virovym krouzkem se
»stednim® polomérem r,. Cirkulace I' tohoto ndhradniho krouzku je déna

integralem:
!

1
I - f r2y ds, (8,1)

0



kde jsme oznaéili délku merididnového fezu anularni lopatky [ a element jeho
oblouku ds. Plati:

riy ds = rpR dp 29 (8,2)
takze
r= I; f 2y de . (8,3)

(¥}

Za ryy dp dosadime podle (4,4)

n -1

ryyde :wrsVs{— goll + cos 9) 4 — z Jalcos (n — 1) — cos (n + 1) ﬁ]} dé.

. (8,4)
Pro r, plyne z obr. 7:
ry=1, + R (sinf — sin f,) — n, R sin f; = r, -+ 2R sin p ; Fi cos ﬁ,_zﬂ -
— L sin By

Za f, dosadime podle (4,14)
Br=p—" cosd,
2
mime tedy
r, =7, -+ 2R sin (Z) cos ﬂ) cos (/3 — % cos 0) — 70 sin (,3 — gcos 19) .

Rozvineme-li siny a kosiny v fady (zanedbavajice ¢leny s w?) a zanedbdvame-li

. v < . v T
malé veli¢iny druhého Fadu, dostaneme pro pomér -* vztah:
7

s

ry . w? ‘ Aw m?
= 1+ 4/1003[3[(1 — 37) cos % — ()—6003 3[)] ‘F?smﬁ[l — L

)2
e (], — if@) cos 284 — —1'—9‘) cos 41?] (8,5)
Dosadime-li nyni vyrazy (8,4) a (8,5) do integralu (8,3), dostaneme:

T 02
I = oRV, f {1 + 4Acos f8 [(1 — E) cos O — 76 cos 31‘)] +

. 02 1 w? 1
- 5 sin f [l — ((;)I + (1 - ;)8) cos 29 — 199 cos 419]} ['_ Go ',2‘91 +

1 1 &
4 (— o 5 gﬂ) cos ©# — 5 nzz (Jn-y — Gni1) COS m?] dd . (8,6)

16) Srov. pozn. 4 na str. 341.
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Po provedeni integrace dostaneme konedny vyraz pro cirkulaci nahradniho
virového krouzku:

. 1 w?\ 1
I' = 7awRV, {— gy + 5 0 + 24 cos [(1 n __) (_ 7 + 5 gz) +

32
2 lo . w? 1
+ T(;Tz (gs — 94)] + ‘; sin f [(1 - m) (“‘ go + 6] gl) -
1 w? w? -
- (Z - TQTZ) 9y — g5) + 763 (g5 — .‘]5)]} . ' (8,7)

9. Vzorce pre numericky vypocet

Ve své teorii jsme uiivali z diivodu obecnosti pro jednotlivé velifiny trigo-
nometrickych rozvoji o nekoneéné mnoha ¢lenech. V praktickych pitpadech
viak stadi uzit obvykle trigonometrickych polynomt pomérné nizkého stupné.
Pro pfimé technické pouziti uvedeme si v tomto odstavei vzoree, ve kterych
bude u ¢lent prvniho ¥adu respektovano nékolik prvnich koeficientd trigono-
metrickych rozvoju (obvykle je zbytetné brati jich vice nez 6) a u ¢lent dru-
hého tadu budou respektovany pouze prvni t¥i koeficienty.

a) P¥imy problém.

Slozky primarni ndhradni rychlosti jsou ddny trigonometrickymi polynomy:

v s a4 & :
—t =5y, cosnd, =1 1, COS N 9.1
7'()Vu nzfo TUVO + ﬂz,ﬂ tn ( : )
1 .
a funkce é(—z je dana trigonometrickym polynomem
N
dn _ ﬁ B, cosnd, kde B, “[g _Bam (9,2
T N = %2)
ve tlenech druhého Fadu staci brati
1
By = 3 B,.
Koneéné
wR
= — C K
b= (9.3)

S témito vychozimi hodnotami budeme nyni fesit systém (5,11). Prvni apro-
ximace feseni je

go = By —v,, 0<n<N. (9,4)
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Tyto hodnoty dosadime do pravych stran rovnic (5,11), kam jesté za o, dosa-
dime upravené vyrazy (4,18)

! 1
gu—B‘—lo‘}“ Bl#l*}ﬁ( Mo+ )/‘2)‘%[]31(7'0“‘51’1)—
LB, (B~ 2B, 42 L
T3P 1”‘§ et 2y — 1 "|“192 By + 2y — v} +

2 4 13 2
42 {[(1 — %s) log ; — 2+ 2o ] (Bl ~ 5 Bot 20— vl) _

96
2 B2
(B — )} cos § + 22 [

1
'(jg) (§ By + 2vy — ‘Vz) =+

w?

+ 2B~ m] sin |

2
2 2 bo?
. 5, (31 n vo)] n f;ﬁ (B1 _ ;}’Bz + 29, — ) + 4 [( 5w ) X

1 2
X(§B2 + 2110—112) . U—)

1 5 3
g1 == By — v -+ B, (/‘0 + 3 !“2) + ”éBw“x + (g [Bx (B1 A+ 2y — 7’1) -
) 5

48

C Aw . w*? 4
96 (B, — 1'2)] cos f§ - T {[(2 — Tb) logx — 3+
29w? 2 1 2 )
+ Tg%] (Bl Ty Bt P ”1) - ( ~% ) (B — m} sin

2 64

9o = B, — v, + ; By + B, (/lo + ; A’*‘f) + g [B‘(BZ Tl
f Lo [ e )

T T

B (}3 ;;6) (B, — ,,2)] sin B, |

1 w {1 1
gs = By — vy -+ 5 (Bypy 4 Bypy) + ; (2 By, + 3 Bz”o) —

w? (1 P , 1 w? -
— A [~3~2 (E B, + 2vy — 1'2) - (;3 — &g) (B, — 1'2)] cos ff —
Ac 2 4 7 2 w? .
-~ [gz (log - 1) (B1 — 2B 42— ,,1) + (1 -~ TE) (B, — vl)] sin 6,

1 w (1 A
S’4£B4_”4+2'“ Bz:“'2+§( By, + 4 BH) Ty [IO(B —m)eosf—
(x)

(&3] .
96 (._ 2 2ry — 1") sin ﬂ (‘ - ”(’)“6) (Bz — »,) 8in ﬂ:l ,
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2
g; = By — v, -+ @2 By, + A [(B2 - ) cos f + ® (B, — ») sin p]

24 96
Aw? .
g5 = Bs — vg Jr‘l‘“_)z (By — wy)sin
gn=DB, —v,, pro 7T<n<N. (9,5)

Pii numerickém vypoétu je stanoveni koeficientit p, a v, rozvoji slozek pri-
mérni ndhradni rychlosti na lopatce nékdy dosti pracné a je snaz$i poditat
slozky primarni nahradnf rychlosti a normalni derivaci radidlni slozky primarni
nahradni rychlosti na ndhradnim kruhovém oblouku. V tomto pfipadé stano-
vime jednak koeficienty », pro 0 “Zn << N a u. pro 0 << n << 2 rozvoji slozek
primarni nahradni 1vehlust1 na nahradnim kruhovém oblouku, jednak koefi-

(l’

— F\ ’,
cienty », = v, - , pro 0 < n << 2, kde——ﬁ znadi koeficienty v rozvoji
on

N
normélni derivace radidlni slozky primarni ndhradn{ rychlosti na ndhradnim
kruhovém oblouku. Koeficienty g, poditame pak ze vzorcl:

do= By — v, | 3 Buil + B, (3 " +%u;) —%’[Bl(au - fjal) —%Bz(Bl—
— i By + 20 — al)] + 1“;;( B, + 2, —» ) T+ 2{[(1 — f%’g) Iog% —2
R (B g e ) = g )} cos f +
+%’[(1;’;) +%;(B2—v;)] sin f,

1 ’ I
(2 2 T 2vg Vz)

, w L o , 1.
Byug + ry B, (Bl T 2rg — v — 9 Vi) —

’ r 5
g1 = By — v, - B, (/’ + 5 /12) + 6
2 - w? 2 5w\ (1 )
— Z By(B, + ,0)] %(Bl 5 Bo 2 — v) + 2 [(1 — ﬁ) (§ B, +
2 Aw

’ , 1 4] 2 4
+ 2w — 1’2) + (9)6 (B, — ] cos i 4+ — ”:(H 71)6) log 3~
— 34 qq"’z] (Bl — 2 Byt 1'1) — (.l« — ?jﬁ) (B, — »)b sin g,

192 3 2 j
1 , 1, w
go = By — vy + G By By {ug 3 Hy) g [Bl(Bz vy - wy) -

362



1 2 , Ao b\ /1 o ,
+ (2 - ;4)2) (B — "1)] cos f + );?- [(l — ‘QF) (—3 B, + 21, — 1'2) —
1 2\
- (3 - g?fi) (B, = v‘;)] s fry
; , 1 , , w (1 . 1 . 0? [1
g = By — vy 9 (BLUZ + Bg,lll) -+ g (2 By, + B} B:z”o} — 4 [t (; B, +

’ p 1 0? , Aw [w? 4 7
. 2V() o 1’2) , (3_ %g) (Bg — ""2)] CcOS ﬂ '“‘" Ky [74 (]()g 2 o Z) (Bl -

2 n? a1
— 5 Bo+ 2 — v;) + (1 — ) (B, — 7)) ] sin 8,

32
I
. , 1 , w {1 ~ 1 . A (w2 ,
gy = By — v, + 3 By, - é (»2- B, v, + 5 321’1) -+ Y {16 (B, — 7)) cos fi —

w3 1 o , w N
_ [% (? B, + 2v, — vz) -+ (3 — ‘%) (B, — 1'2)J sin ﬂ} ,

, o Aw® , ; ) N
g5 = By — v + 94 By 6 [(B.: - U) C(‘)S g+ 3 (By == #,) sin ﬁ] »

, Aw? "o '
gy = By — vy + 1152 (By — ) 8in f,
g =B, — v, pro T<n < N. (9,6)

b) Nep¥imy problém.

Pti feSeni neptimého problému postupujeme tak (jak bylo naznadeno v odst.
6), Ze si nejprve zvolime nadhradni oblouk (R, w) se stfedni vzdalenosti od osy r,
a vhodny thel nastaveni «,. Pro tuto konfiguraci nréime hodnoty koeficienti:

m, pro 0 <<n <N,

~a

, , vl o) P P
Hos Vi = ¥y = a—‘ , (—\‘ pro 0 = n < 2 ' (9,7)
a parametr
i ol .
e (9,8)
8r

5

Konetné mame jesté predepsano rozlozeni cirkulace trigonometrickym poly-
nomem:
N
ry = 2rV, > g sinnd, (9,9)
n 1
ponévadz se obvykle navrhuje lopatka s hladkym nabéhem, polozili jsme
v (9,9) ptimo g, = 0.



S témito vychozimi hodnotami budeme nyni fedit systém (6,9). Jako u p¥i-
mého problému budeme v c¢lenech druhého Fadu zanedbavat viechny koefi-
cienty s indexem vétsim nez 2. Prvni aproximace feseni je

B, =g, +v,—ho,, 1<n<N, (9,10)

kde za g, jsou dosazeny upravené vyrazy (4,18). Tuto prvni aproximaci dosa-
dime do pravych stran rovnic (6,9):
)] — (g, + ”2)( Hy —

"
) w? w w? 4 7
AR I APMRN ) it o z a4 s
12 ’“) a6 N '1{2 [(1 32) logz — ¢ ]J1 sin f +

3 2
4 (1—%)g?cosﬁ},

~T1 - - ' ’ 1 ’
B =g, 4+ — (9. + ) [“2_ My g (v — Vz)] — (g2 + vy) (/10 =+ 3 My
A 4 250 0% .
-»1»§gl)+2[( + % logy — “)Mosﬂ b( %)928‘“‘9]’

1, - I _Y
Bé_g3+v ~ (g, -+ ” ( /z.+ )M(92+V2,)[§/‘1+12('0_T”2)J+

’ i ’ ’ ]‘ ’ w
Bl =g +tn—tn) [ﬂo Fgmtyg (91

A2 lo i P 5+ 14+ ) g cos g
-+ [ +24 gl 48 gy sin 35) T2 CO8 P L
. , wvs D 1 , , w _ Ao [ @
B‘:g4+1'4———1€(,(]1~1—v1)—§(g2+r2) /-l'2+ﬁvl Y E{hcosﬁ—
1 .
_§g281nﬂ])

Aw?

, oy
B%—’—"gs’{“vs"f 2(2 ‘2_‘96

w
( glsmﬂ+gacosﬂ)
, lw? )
By = g4 + 7 —mgzsmﬁ,
Bl—=g, 4+ pro7T<n<N. (9,11)

Zména hlu nastaveni Ax je

(9,12)
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kde

||

’ ’ B}, 1 ’ 3,7 @ - 1_
Pt (i) 3 gty g Bl — ) = ([ i = ) -
1 1 -\ w? ’ w? 4 17w?
—CBieg, - = 2y — N jog s — 24 27
6B2(2 N ’”1)J 19)293+’1{l(1 16) log 7 + 128]”1 cos § +
o (;—)(1 —%) g5 Sin /)’}, . (9,13)

At 1 A
GV, oY o)
— 0 [ 2 ) e 1
Q==+ ~( ./12).31.

3\ oo ]

Spravny thel nastaveni je & = oy + Ax a tvar lopatky je dan vztahem:

w B — B
n= [Bo(l —cos ) + > »—":-1-%—7—"—*3 (1 — cos m?)] , (9,14)
71
kde
vy ,
B, = B} + (’LXL + /"1) Ax,
‘ P )
B, = Bé -+ ((; -+ /1,2) Ax
B,= B2, pro 3<n <N (9,15)
a

i,

B,= > Enzzi—i

m.. 1

¢) RozloZeni povrchové rychlosti na lopatce.

Povrchova ndhradni rychlost je podle (7,6) a (7,7) dana vzorcem (index
1 ur a n budeme v nasledujicich vzorcich vypoustst).

2
U = [1 - % (%g) ] .t dgg AV, 4 ru T‘%n' (9,16)
Viechny veli¢iny na pravé strané rovnice (9,16) s vyjimkou tecné sloiky indu-
kované ndhradni rychlosti jsou zndmé a to bud dané nebo vypocitané podle
piislusnych vzore tohoto odstavee (pro piimy nebo nepiimy problém). Teénad
slozka indukované nahradni rychlosti je podle (7,4) a (7,5) dana pii nasi pfes-
nosti vzorcem:
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e[ oS oo o

et B o) e
— _; By, — Bzgz) iy {%[(‘a — 1(1;; )(qo - é s ) — ,');‘64 9 ] cos fi —
+ Acos ¥ {% [(2 — (“2) log “,”1 — 3+ 213(;32] (g - ? 91) cos ff +
e s[5 1) s
(SR N
I [ N BEE
+ A cos 39 {4) [—— (iz (log j - %)( — ; gl) + (;_ — i{;)_;) gl] cos f |-
4 [({J; (90 T; g_) — (.3_ ) ] sin /)} + A cos 49 {-(fi [w«

- (go g 92) + (% — ffg) 92] cos f 4 o 7 gy sin /f}

< ) cos 5 [— %gl cos f 1 g, sin ﬂ] — Acos 601%:5 g, cosfi. (9,17)
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d) Cirkulace ndhradniho virového krouzku.

Pii vySetfovani rychlosti indukované anuldrni lopatkou ve vzddlenych
bodech muzeme anularni lopatku nahradit jedinym virovym krouzkem polo-
méru r,. Cirkulace I" tohoto nahradniho virového krouzku je ddna podle (8,7)
vzorcem:

- J 1 . . w? 1 w?
I‘:muRIsl— g0+-27g1 — 24 cos 11 gl (% T g 9] T gs O

) 0. 2 1 1 2 ' !
T

ZAavér

V praci je vypracovana metoda k vypoétu potencidlniho obtékini tenké
anularni lopatky vlozené do osové symetrického proudu, jehoz osa je totozna
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8 osou lopatky. Rozlozeni cirkulace virovych krouzkt podél anuldrni lopatky
(a tim i rychlostni pole indukované vloZzenou anuldrni lopatkou) pii daném
tvaru lopatky je dano rovnicemi (5,11). Tyto rovnice davaji vztahy mezi
Fourierovymi koeficienty ¢, hledaného rozlozeni hustoty cirkulace virovych
krouzkl, Fourierovymi koeficienty B, tvaru profilu a Fourierovymi koeficienty
tn, vy slozek primarni rychlosti. Pro obecnost jsou psdny jako vztahy mezi
nekonedné mnoha koeficienty; ve skutetnosti staci vzit k vypodtu jen nékolik
malo prvnich ¢lent, jak je provedeno v (9,5) nebo v (9,6), kde jsou sestaveny
vzorce pro prakticky vypodet rozloZeni cirkulace na tenké anuldrni lopatce
vlozené do osové symetrického proudu.

Pro Feseni nepfimého problému, t. j. uréeni tvaru lopatky pii daném rozlo-
zeni cirkulace, jsou tyto rovnice prepsiny na tvar (6,8) a (6,9), k nimz jests
pati rovnice (6,15)—(6,17), které uréuji thel nastaveni anularni lopatky.
Pro prakticky vypocet jsou sestaveny vzoree (9,11)—(9,15) s koneénym pocétem
Glent,

Pro vypocet povrchové rychlosti na podtlakové i pietlakové strané lopatky
jsou odvozeny vzorce (7,4) a (7,6), které jsou v (9,16) a (9,17) upraveny k nu-
merickému vypodtu.

Je odvozen vztah (8,7) pro cirkulaci virového krouzku ekvivalentniho anu-
larni lopatee (k vySetfovani proudéni ve vzdalenych bodech).

Teorie je vybudovdna jakoZto teorie druhého Fadu, respektujici vedle
,hlavnich ¢lent® (veli¢in malych prvého Fadu) jesté soudiny dvou malych
veli¢in prvého Fadu. Za malé veliciny se p¥i tom pokladaji jednak odchylka
merididnu lopatky od kruhového oblouku, jednak pomér délky lopatky a (osmi-
nasobku) jeji (st¥edni) vzdilenosti od osy symetrie. Vedle toho se predpokladi,
ze thel otevieni oblouku nahrazujiciho lopatku neni piili§ velky (prakticky
smi byti az asi 1807).

Vysledné vzorce jsou (jako v rovinném piipadg) piehledné tim, Ze davaji
jednoduché vztahy mezi hlavnimi ¢leny (veli¢inami prvého fadu)

gn:Bnm‘rn:

k nim# ptistupuji malé korekee (velitiny druhého tadu). Hlavni ¢leny se sho-
duji s rovinnym piipadem, korekee obsahuji navic ¢len Gmérny poméru délky
lopatky k jeji vadalenosti od osy symetrie.

Piesnost vzorel je ve vSech normalnich piipadech vyhovujici. Zanedbané
¢leny ‘maji velikost nékolika tisicin, kdeZto hlavni ¢len nékolika desetin.
Vzorce (i v zjednodufeném tvaru uréeném pro numericky vypocet) jsou dlouhé,
protoze v nich byly ponechdny i vy3$§i moceniny thlu otevieni nédhradniho
oblouku w tak, aby platily i pro velmi zaktivené lopatky (s Ghlem otevieni
kolem 180°). V.normdlnich p¥ipadech, kdy  je mensi, lze (jak je vidéti na
prvni pohled) vétsinu ¢lent obsahujicich w zanedbat.
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Moznosti pouziti ve strojnictvi jsou veliké, protoze vhodné umisténd a dimen-
sovand lopatka miZe zabraniti velkym zdpornym gradienttm rychlosti na
sténé a tim odtrieni proudu; pFitom ve strojnictvi pfichdzi nejéastéji prave
zde zpracovany osové symetricky ptipad. Jako priklady uvadime otoleni
proudu ve vstupnim hrdle odstfedivych lopatkovych stroji nebo lepsi rozlo-
zeni rychlosti na vstupnim prifezu osovych lopatkovych stroji.

V zévéra chee autor podékovat dr Ladislava Spackovi za eenné rady a pod-
néty pii sepisovani tohoto ¢linku.

Dodatek 1.

a) Vintegralu (4,7) se vyskytuji jednak singularni integrily typu

1 - cos Ny :

J, = | 2T g 0 <9 < —0,1,..). 1

" | cosy —cos P L v ( o) )

0

Hodnoty téchto singuldrnich integrdlt byly vypodteny v prici o tenkém pro-

filu v nehomogennim proudovém poli ([4], str. 126) a proto si zde uvedeme
jen vysledek:

1 cos ny sin nd
Jy e — [ BN g, PIRTY =01, ... 2)
"o nfcos ¥ — 608 ¥ dx sin ¥’ " ’ )
0
b) Dale se v integrilu (4,7) vyskytuji nevlastni integraly typu:

1
L, = —-—fcos ny log | cos & — cos y | dy; n=201,... (3)
T

0
Pron > 1 dostaneme metodou integrace per partes:

Fi4

) 1. | 1 [ sinnysin
Ly, = ——sinnylog | cos y — cos 9| - — g X
an 0 an

0

cos ¥ — cos 9

7

1 cos (m— 1)y —cos(n - 1)y 1
= et T oS Dy e Ty — Tui) s
anf cos y — cos 1 dy 2n Sy 1)

0“ .

a tedy:
L ' s ni .
L, = —;fcos ny log |cos & — cos x| dy == — ?QF*_; n=1,2, ... (4)

0]
Pro n = 0 je vypocet ponékud sloZité}si; mame

ki1 2

1 1o ' |
L, = ;flog icos y — cos & dy ==log 2 -+ gflug 5 lcos y — cos 9| dy, (5)

0
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k4

. .
f]og 5 leos y — eos 9] dy fflng
0

l P iflog &In——---— dy |- fl()O‘ sin ? —,v—d)/ =

sin % i\ 7 sin £ ?

- | dx =

13

= f]og sin 4

O

74 i Y
Ty 0 T2
= 2flog sinyp dy — 2flog siny dy + Qf]og sin yp dy =
? ] 0
2 2
LA
= 2[10g sin g dy - 2 [1()g sin p dy = 2[10g sin yp dy ,
0 ah . 0
tedy 2
! :
log 5 lcos y — cos & dy = 2 | logsinyp dy . (6)
0

0

7 této rovnice je vidét, Ze dany integral nezdvigi na ¢. Pro jeho vypotet si
zvolime ¢ = la:

B
E:4 E:4 2

1
flog 5 leos x| dy == 2flog sin p dy = — Qflog cos y dy =
0 0 E4
2
1
= 2flog lcos y| dy == 2z log 2 - 2flog - leos y| dy
0 0

a 7 toho plyne, Ze

7

1 3 1
[log - lcos y — cos & dy = [1()g 5 lcos yldy = — 2xlog 2. (7)
Dosadime-li (7) do (5), dostaneme hledanou hodnotu integralu L,:
) 1 -
L, - 7flog lcos 7 — cos 9] dy = — log 2. (8)

Y
Dodatek 1L
Tetnou slozku indukované nihradni rychlosti mazeme vyjadtit rozdilem

U= T — Ty, (9)
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kde

i

1 ‘ - &
= f [ (4 m) — 5 (1 —m) cotg? wﬁz LA

drn, —n
3 10
pd¢ cotg & ]T/ de (10)

Pyt = —= flc.m By [l()g }A sin ? %

— . . g — d
— cos (’9—2-‘99—1 [sm B, cos ? A_)»-f}—gl |- cos fi; sin £ %]} AN TT)

+log 2t 2]}

2 w

Vyraz pro prvni élen r,u byl odvozen v dodatku IV k praci [4], a proto si zde
uvedeme piimo vysledek:!9)

e o, 5 o o oadp B _
Ve 4[1 M 120%&9(1(,7,‘ (O+Z— go

=1

1 w? dn, 1 w?
5 91) " 96 dg, (go ) 92) 331 [(2B0 — By) gy +

» B, , — B, 1 1 1
+ = +t (Jn1 — 9n+1)] Y B, (90 Y 91) Y B, I:(1 +

1 1

+4cos1$‘)gn—2'qlcosﬂ~3g2:|——2—B3[(1—{-200819‘+3005219)go~

1 ‘ . » 1 o4}
“““Z(l '1’600520).’71_‘9200519_“;93 _z B, lg, | (1 +

-4
sin nd 1 cosnd 1 sin(n—1)¢
b e — iy 3

+COSIS‘)( sind  n+ 1 sin? ¢ n? —1  sin® 9 ) Cobnﬂ]

n 1
_ n_é_l___l z T [(n2 — mn — 1) cos (n —m) & 4

€08 0 sin (n — m) 9 Tn

e T ’]4 it n}' - e

Pii vypodtu druhého &lenu r,u budeme postupovat stejné jako ve &tvrtém
odstavei této prace (viz rov. (4,1)—(4,6)). Po jednoduché tipravé dostaneme:

s}

18) Jako v praci [4] pFedpokladame v tomto dodatku na pt., Ze 2 'n3iB < . Za tohoto
1

nl

predpokiadu bude fada pro te¢nou slozku indukované ndhradni r)uhlosti i fada pro gra-
dient tétn slozky konvergovat stejnomérné v celém intervalu 0 < ¢ << n.
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7oV o 7
b

=
u 2 5
L A —Z—f{%m b1 [Iog lcos y — cos ¢ + 10g —= 41 ?j)ﬁ w? (cos y —

’ w w?
— €08 19)2J + - °os b1 [(cos x — cos 9) — i (cos y — cos z‘})3]} [gu —

1 1 1 2 ’
— gt (ngeesit g 3 G gesnar. 0y

Hodnoty nevlastnich integrald, které se vyskytuji v rovnici (13), byly odvo-
zeny v dodatku I rov. (4) a (8). PouZijeme-li téchto vysledki, dostaneme:

ro . 4 5 1 1
—_— = 2 — — 1 — — w1 + - 29 —
A A; sin ﬂl{[log 7 56 © ( + 5 cos 1})] (gu 5 gl) +

1 S5w?
-+ cos & (]. + 96 602) (gU -5 gg) — —7‘8—8 (91 — gs) +

1 o0 P . 2
-+ —igz In1 n—g"” cos m‘)} + A —(i;— cos B, {[cos & — % (& cos & +

1 1 1 w? (3 1
T 7 cos 319)] (go -3 91) - [5 T (—2‘ 4- cos 219)] (gu Y 92) -
2

a0 = meos v — e~ 0| (14

V rovnici (14) budeme (obdobné jako v odst. 4) psat misto 1, jen A (4,13) a za
sin f, a cos f§, dosadime vyrazy (4,15) a (4,16):

nu w?\ . w .
. 2 [(1 — TE) sinf - (5 64) cos f cos O —«—-smﬂcos 29 +

. w? 5ew? N 1
+ 103 3?9]{[10‘%7_1_95 (1 72-005219)] (gO *2‘91) .

bw? 1 Sw?
+0030( -+ )(gu TQz)‘m((ﬁ‘“‘ga)"‘"

Jn+1 w? ) I
cos m?} 4 A= [( — ‘1'6) cos f +

s w? o w3 e
) sin f cos ¢ — 16 cos B cos 29 195 sin § cos 319] “:005 )
3

1 1 1 w? [:
(‘3 cos ¥ - T cos 319)] (g(, — 5 gI) — [2— 35 (5 -+
1 w? 1
+o0s20)] (00— goe) ~ g [0~ weos 0 = =] 09)
Tuto rovniei si mazeme upravit na tvar

=1 Z T, COS N . (16)

w0
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Explicitni vyrazy pro 7, jsou uvedeny v textu, vzorce (7,5).

Pro posouzeni funkee lopatky je nutué vysetiovat i prabéh gradientu povr-
chové rychlosti, nebot (srov. [6]) velky zaporny gradient povrchové rychlosti
mé nepiiznivy vliv na mezni vrstvu. Napifeme si proto v tomto dodatku
jesté vyraz pro derivaci teéné slozky indukované nahradai rychlosti:

1 d(rmu) o [(dp ® o ‘ 1 m?
A (a; ety ) (90 — 3% g (90 -

1 ~ nhB, sin nd 8 1 2
— gy Y " B gy — g - B
2 g“) el sin 9 30 * (J“ 2 ']1) w ° [( +

. ) 1 2
+ 6 cos ) g, - 3 gco8 B+ ) .(/z] + e "24 B, {f/o [‘_

(n — 1) sinn® | 1 cosnd 1 sin{n -—1)¢
sin ¢ Cn 1 osin? n: 1 sin® &
(i 9 ne cos ¢ sin nid n sin nd
(L eos Q) |y e — e e
sin? ¢ sin? & 7n - 1 sin3 &
2 cos ¥ cos nd 1 cos(n— 1) | 3 .
741 sind n--1 sint ¢ n? — 1"
% cos ¢ sin(n — 1) ¢ | I ( e
S —_ Guln — m) (2 — nm —
sin® o n? —1 4 Ion
csin (n — m) P cos ¥ cos (m — m) & m
— 1) —m 5 e X
sin ¢ sin? ¢ n —m
sin (n — m) 0 1 C22 02 sin nf -
N e 4+ = Ny~ o (]_/)
sind ¢ J o sin 4

Za mnaSich predpokladii o koeficientech konverguje rada (17) stejnomérné
v celém intervalu 0, 7).
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PeswoMme

KOJLUEBAS JIOITATRA B CUMMETPUYIIOM
OTHOCATEJILIO OCH TIOJIE TORA

A ITOJALIER (Jan Polasck)

(LIoctymuio g pejannno 13/X 1955 r.)

13 paGore paspabarnipactest TeOPs TOIROIT KOILIEBOIT J0NATKE B CUMMeTpPNY-
HOM  OTHOCUTENHHO OCU UOTENIHATBHOM 1TOTOKE TCCKNMAaeMOd JRHAJIKOCTY.
Ocnosuas wiiest reopun Dupnbayma-Inayepra necymell nuxperoli nosepx-
HocTv - (3aMeHa TOHKOTO 1PoOGuisa B JBYMCPHOM LOTOKC HEUPCPLIBHGIM pac-
NPCJICNIEHICM BUXPCBLIX TuTell Bioss upodnin) ofoditaeren na cuyvail cim-
MCTPHUYHOTO OTHOCUTCIBHO OCH 1IOTOKA TAaRMM 0DPA30M, 9YTO TOHKAS KOJILLe-
Bast JONATRA 3aMEHAETCs HOUPEPBIBHLIM PACHPEJCTCHUCM BUXPEBBIX KOJCH Ha
souarke. Besiegetrue Toro, 4ro peds BjeT 0 HOTOKE, CUMMETPUYHOM OTHOCH-



TENALHO OCl, MOJKHO BCe PACCYiKHEHMsI POROUITL JWITL B OHOM IJIOCKOCTH
MepyjnaHa. Byl MepuIMOHATRHOIO CEYCHMI KOABICBON JIOMATKM B L0J5PHBIX
KoopAnHaTax #, ¢ IJIOCKOCTH MCDPUuaMa jan ynpasaenuem (3,1) m rpurono-
MeTprycckuM pagoM (5, 7), B KOTOPOM BCTPCYAITCS BCIOMOrATCILHBIC KOOPHU-
Hatul ¥ nnu i [emorpn ypasneune (4,1)]. IMonomenne mepuanoHaIsHOTO ceve-
HUA JIONATKY IO OTHOIICITHIO K OCH CMMMCTPIIT OTTPCIUCICHO TTAPAMCTPOM A 0 yI-
aom # [emorpm ypasuente (4,13) u puc. 4]. Pacnpenenenye BUXpessix Kojelr
Ha JIOTMaTKEe JIAHO TPHTONOMETPUYCCKUM DIJIOM (4,2), pamuanbHas U asuMyTaab-
Hag KOMHIOUCHTHL (TTO OTHOIICHWIO K MOJSAPHKM KOOPAMHATAM &, ) NpUMapHOI
CKOPOCTH, YMHOMKCHHELIC Ha PACCTOSIHME OT OcM cuMMerpmu, — papom (6,1),
coorsercrsenio (6,2). llokaszauo, Yro KOIQQPUOUCHTH STHX PAIOB YAOBIE-
TBOPAT ypasHcHuAM (6,6). I3 arux ypapneHusnXx (UIYPHPYIOT TOIMBKO Te
4WICHBI, NOPAJUK KOTOPHIX paBeH caMoe DOJIBIIC HOPSIIKY TPOM3BCHeHUs IBYX
KoadpuuncHTOB; 0 MapaMeTpe A NPEAMOJATACTCA, YTO OF TOTO IKe LOpAIKA,
KaKk 1 ®oaduuueHTs. ¥ pasHeunsmu (6,6) MORHO HOTL30BATLCS KAK JUL pac-
geTa UOTOKA (pAclpPCAC/ICHUAS BUXPEBLIX KOJel) BAOML JIaHHOH KOJBLCBOM JI0-
marku (MpaMas NpodieMa), TAK M JUig pacdera (OPMBI KOIBLEBOH JIOLATKY
OO JANHOMY pAacUpeHeNcHHI0 BUXpeBsix Konen (oOparmas upobuema). [lia
IPAKTHICCKUX PACUCTOB RHIBONATCH B OTiec § ypaBHEHuUH, B KOTOPLIX cOJep-
SUTCA TOABKO KOHCYHOC YMCHIO YJICHOB,

Summary
ANNULAR BLADE IN AXTALLY--SYMETRIC FLOW

JAN POLASEK
(Received October 13, 1955.)

The theory of thin annular blade in axially-symmetric incompressible
potential flow is developped. The principal idea of Birnbaum-Glauert’s lif-
ting-surface theory (the equivalence of thin airfoil in two-dimensional
flow with the vortex-lines-sheet along it) is generalized for axially-symmetric
flow using the equivalence of thin annular blade with the vortex-rings-sheet
along it. With respect to the axial symmetry, all considerations can be done
in one single meridian plane. The shape of the meridian section of the annular
blade is expressed by Kq. (3,1) and the trigonometric series (5,7), using in the
meridian plane the polar coordinates ¢, ¢ and the auxiliary coordinate & or y
(see. Eq. (4,1). The position of the meridian section of the blade with respect
to the axis of symmetry is given by the parameter 1 and the angle § (see. Eq.
{4,13) and Fig. 4). The vortex-rings-distribution along the blade is expressed
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by the trigonometric series (4,2) and the radial and azimutal (with respect
to the polar cordinates #, ¢) components of the primary velocity multiplied
by the distance from the axis of symmetry are expressed by the series (6,1)
and (6,2) respectively. It is shown that the coefficients of these series are con-
nected by the Hgs. (6,6). In these equations the terms of as high order as the
product of two coefficients are considered, the parameter 1 being assumed to be
of the same order as the coefficients. Eqgs. (6,6) can be used both for calculating
the flow (vortex-rings-distribution) along a given annular blade (direct problem)
and for calculating the shape of the annular blade if the vortex-rings-distribu-
tion is given (inverse problem). For practical caleulation equations containing
only a finite number of terms are worked out in paragraph 9.
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