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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY ¢lsLo 2

VLIV VNEJST TEPLOTY NA NAPJATOST PREHRAD A JINYCH
BETONOVYCH MASIVU

JINDRICH. NECAS

(Doslo dne 1. listopadu 1955.) = 1yr.627.821:627.824.7:539.319.006

V této prici je podéna methoda vypottu tepelnych napjatosti
v betonovych masivech vlivem zmén vnéjsi teploty. K ilustraci je
uvedeno nékolik ptikladu.

Mohutné betonové masivy, s kterymi se setkdvame ve stavebnietvi pii stav-
bé prehrad, plavebnich komor a jinde, maji s hlediska pevnosti sviij zvlastni
charakter. Na vznik trhlin v téchto masivech nemd vliv pouze vnéjsi zatiZeni,
ale také oteplovani téchto masiva, a to jak plsobenim vnitinich zdrojt, tak
vnéjdich teplotnich a klimatickych zmén. D4 se fici, e v nékterych pripadech
je dalezit&jsi znati tepelné napjatosti betonového masiva, neZ napjatosti
vzniklé pusobenim vnéjsich sil.

V dal§im, vzhledem k udelu tohoto ¢&lanku, budeme zkoumati gravitaéni
prehradu. To oviem naprosto neznamend, Ze uvedenych vysledkd se neds
uziti viude tam, kde pfedpoklady jejich aplikabilnosti budou stejné jako v tom-
to piipads.

Otepleni prehrady vznika bud hydrataénim teplem, jez se vyviji p¥i kladeni
betonu, nebo pusobenim vnéjsiho prost¥edi. Budeme se zabyvati pfipadem
druhym. Vzhledem k tomu, Ze je moZno superponovati otepleni prehrady
vzniklé vnitfnimi zdroji oteplenim vzniklym vlivem vnéjsiho prostiedi, je
mozno formulovati nd§ problém za toho predpokladu, Ze piehrada je vychlad-
14. Experimentdlni ovéieni vysledki, které takto obdrzime, se musi proto
diti az po vychladnuti zdiva, coz miZe byti i za 5—10 let po vybudovani
pirehrady.

Oteplent piehrady zplsobi jeji tepelnou napjatost. Napéti, na pi. normélni,
muZe v ndkterych mistech byti kladné a piekroditi pomérné nizkou mez pev-
nosti. V takovych mistech se v prehradé objevi trhliny. Pfedem uvedme, Ze
vypodet napéti byl udinén i vzhledem k dotvarovani betonu. Nedbani vliva
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dilata¢nich spar skresluje Sdsteénd napéti, zejména napéti normdlni, piisobief
ve sméru §ifky gravitatnich blokd; k zachyceni jejich vlivu se vratime v po-
zdéjsim pojednani.

1. Vypolet teploty

Udéimme nékteré pracovni predpoklady. Protoze vliv teplotnich zmén smé-
rem do nitra piehrady se prudce zmeng$uje, je mozno s dostatednou presnosti,
ktera plné vyhovuje praxi (o femz se ostatné presvédéime srovnanim s expe-
rimentem), uvazovati prehradu jako polo-
prostor. Hranici poloprostoru bude bud vzdus-
ny nebo navodni lic, podle toho, v kterych
mistech piehrady budeme zkoumati tepelné
zZmény.

Budeme tedy uvazovati poloprostor 4 —
prehradu apoloprostor B, prostiedi sousedici
s plehradou. V poloprostoru B je znama teplo-
ta jako funkee éasu o(t). Hledame-li distribuct
teploty 4 v &ase §=> ¢, musime znati je¥td
podatedni teplotu p(x), jez je funkei mista,
t. j. vzdalenosti vySetfovaného bodu od hra-
nice poloprostoru. Hledana teplota polopro-
storu «(?, ) je funkei « a . Protoze ve velké
vzdalenosti od hranice poloprostoru (ktera
neni zase tak velikd, aby piesahla polovinu

Obr. 1. Zéména prehrady polopro- §itky prehrady, pok.ud se pohybujeme v do-

storem. statedné vzdalenosti od koruny a zakladové

spary), se teplota prakticky neméni, budeme

predpokladati, Ze hledana teplota wu(f,z) v nekoneénu, t. j. dostatednd
uvniti prehrady, je konstantni a rovna p,.

Dilezity je druh vlivu pisobeni B na 4 na jejich spoletné harnici. Bud na-
stava takovy pFipad, Ze teplota na hranici 4 je totozna s teplotou v I3, nebo tok
teploty do poloprostoru 4 je amérny rozdilu teplot na hranicich poloprostoru
B a A. (Mize byti dan také tok teploty do A, coZ nastane pii zachyceni vlivu
slune¢niho zateni.)

2
Teplota u(t, x) vyhovuje rovnici pro vedeni tepla: —aa-% = a»oa?: kde a =
= %Q, ¢ je specifické teplo keal/kg °C, ¢ je specifickd vaha kg/m?, 1 tepelné

Vodlvost keal/kg °C.2)

1y Numerické hodnoty tdchto konstant jsou ¢ = 0,20 a% 0,27, ¢ = 2200 a% 2400,
A== 1,1 aZ 2,5. V nasich vypodtech budeme pouZivati: ¢ = 0,22, y = 2350, 1 = 1,2.
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Formulace jakoz i Fefeni prvni varianty na$eho tikolu je nasledujici:

Varianta 1. Budte ddny funkce o(t), p(x). Funkce o(t) je definovdna pro o =,
<t < o, je v tomto inlervalu spojitd a okrawicend. Funkce p(x) md tyté? viast-
nosti @ navic platé: lim p(x) = 0. Ddle plati: 0(0) = p(0). Hleddme funkci dvou

L—>00

proménnijch u(t, x), kterd je spojitd jakozto funkce dvow proménnich v intervalu:
05t << o0, 05w < oo, platt o ni: u(t, 0) = o(t), u(0, x) = p(x), lim u(l, x) =

Loy
= 0 stejnomérné pro kaZdy koneény interval ¢ a vyhovuje rovnict pro vedent
toml 0%u ou
a: = =
L v ot
Jediné Fesent varianty 1. je ddno vzorcem:
t »0 o
Nyo. T @ -7)'a (@+1)a
zlfa [e a izl
u(t, ) = J e o(7) d7r + [—:_ (e "o u ) p(r) dr.
9]/7 t — 1)t 2|/ t,

(1)

Zde T je integraéni proménnd, o(t) a p(t) jsou funkce shora wvedendho fysikdl-
ntho vijznam. ,

Diikaz vzorce (1) provadéti nebudem; je uveden v dodatku.

Jistou vyhodou (1) je, ze ddvd moZnost vypoditati jak neustidleny stav
tepelné distribuoe, tak ustaleny stav tepelné distribuce, je-li o(t) funkce pe-

(¢, z), jez udava ustaleny

stav, dostaneme takto: v(f, z) = lim (t -+ el k, x} . Vpfipadé, Ze o(t) = sin .(4)15,
. fe—so0 w

dostavame jednoduchy vzorec:
Z]/ae, oo '
v(t, x) = e l/ 2 gin (cut — 1/6%'7)—) . (2)

Vidime, Ze (2) nezdvist na podatecni teploté, coz je s fysikalniho hlediska
samoztejmé. Odvozeni vzorce (2) ponechdvame rovnéz do dodatku. Snadno se
presvédéime, Ze v(f. x) vyhovuje rovnici pro vedeni tepla.

Poznamenejme jeité, ze formulace varianty 1. obsahuje predpoklad p, = 0.
To neni na 1kor obecnosti, nebot na distribuci teploty se mtiZeme divati jako
na distribuci odchylky teploty od st¥edni roéni. Protoze jadro piehrady se
na této teploté udriuje, je p, =

Priklad 1. Vnéjéi teplotu pfedpoklédejme danou funkei:

o()ﬁADsm t—}—A,,%ln t+ N(@) . (3)

12,365 365

Funkee N(t) zachycuje ndhodné tepelné narazy. Takovi ndhodns tepelnd zmé-
na se dd s dostateénou plesnosti aproximovati linedrni kombinaci funkei
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gy, definovanych takto: je-li 0 < ¢ < 2, kde 2t, znamena poget hodin od
zadédtku pozorovani, tu mg, () = 0, je-li 26, = ¢ < 2t + 11 npe(t) =t — 2,

je-li 2, ++ 1 <t < 2, +
n + 1) 1 ny (1) = 20, + 1) — ¢, je-li
t = 2(ty -+ 1): my () = 0. Funkee
ny, () je zobrazena na obrézku 2.
Aproximace funkcemi ng, (f) je
znidzornéna na obr. 3. Dosadme
do vzorce (1) zao(t), funkei ny(t), -
p(z) kladme rovno nule, Dostane-

‘ me:
t - ; :’7 N .t xa
0 1 2 2L, 21 21+2 i fo s
. w(tx) = —= | - 5 Nol(t) dr .
Obr. 2. Grafické znazorndni n(f) a ng, (1) 2//z) (¢t — )}
' 0
Jestlize 0 < ¢ <X 1 potom
ot __Tae o
L -1y 9 R x%a
u(t, x) = ‘xl/g_* iw“__? T dT = = (2 (t - 4 ‘2) dS =
21/71: t —1)? Vn 5
0. ofa
al/t
[ 2y \ at - _.21
=erfczv—?- t—i—&a— wiv—v—_—- e (4)
2]/t 2 ez

Pod funkei erfc  méme na mysli tuto funkei:

w0

erfc z = i_fe“sz ds,
V=

4

Obr. 3. Aproximace funkcemi Ny, (f).
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ey 2 .
jejiz hodnoty dostaneme lehce z hodnot eror — funkce erfx = Vt f e ds,
T

kterd je tabulovand na pi. v [9]: erfex = 1 — erfa.
Jestlize 1 < t < 2, potom

— 1 a’e ¢ x%
x la e" it - 7) x a T A(t-1)
ut, x) = —= | —— vdr + l/ f ——— (2 —7)dr =
2V7z (t—1)2 ]/n (t — )%
la 2 2
= erfc —]—/T <t + ra - 2erfe - ~-—VE— I —t— ra +
2|/t 2 2t —1 2
ren i / z'a
4 2 f]/a(t‘_:__l,) g -1 ﬂ’ét e 4t (5)
V= =
Tab, 1
t S— x = 0,05 z=010 | «=015 z = 0,20

w w u ] U u
0,00 0,000 0,000 0,000 i 0,000 0,000
0,25 0,250 0,012 0,000 0,000 0,000
0,50 0,500 ‘ 0,069 I 0,005 0,000 | 0,000
0,75 0,750 0,157 . 0,021 0,002 0,000
1,00 1,000 0,265 i 0,050 0,006 0,001
1,25 0,750 0,363 0,091 0,016 0,002
1,50 0,500 0,382 0,135 0,031 0,005
1,75 0,250 0,347 0,165 0,049 0,010
2,00 0,000 0,279 i 0,178 0,067 0,017
2,25 0,000 0,201 0,173 0,080 0,026
2,50 0,000 0,150 0,158 0,088 | 0,036
2,75 0,000 0,119 0,141 0,091 ‘ 0,041
3,00 0,000 0,097 0,124 | 0,091 0,046
3,25 0,000 0,081 0,111 | 0,088 0,050
3,50 0,000 0,070 ! 0,099 ! 0,084 0,051
3,75 0,000 0,060 i 0,089 0,080 : 0,053
4,00 0,000 0,053 | 0,080 0,076 0,053
4,25 0,000 0,047 { 0,073 0,071 | 0,053
4,50 - 0,000 0,042 ‘ 0,067 0,069 0,053
4,75 0,000 0,038 ;‘ 0,061 0,064 ; 0,051
5,00 0,000 0,035 i 0,057 0,060 0,050
5,25 0,000 0,032 : 0,052 0,057 w 0,048
6,00 0,000 ;, 0,025 ! 0,042 0,048 | 0,044
7,00 0,000 ‘ 0,019 | 0,034 % 0,040 1\ 0,039

| ‘ l |

Je-li¢t > 2, potom dostaneme:
alq 2%
Tagon T
mVa, vdr + x]/a e~—~~~«; (2 —1)dr =
2] o (t — r)" 21/1 (t —1)=

= erfc LV (t + x-w) -+ 2erfe 2]2_]1}1_ . (l —_—f — J:_;}) _

u(t, x) =
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— erfe

afla |,
TR

2 at - = lalt — 1) - .2a
—t — gicg’ — EZTV,CE e 12 Eka'(_tw__fil) e -1 —
2 ] - [
alfalt —2) - ;5o .
—_— ’L‘LLLE/{E__)— e Ht-2) (6)

Kdyby presnost aproximace funkce N(f) funkcemi n,,(¢) nebyla dostadujici,
stadilo by zmensiti zakladnu trojihelnika, ktery ndm pfedstavuje funkei n(t).

6 °C|

1,00

x=005

Zmengeme na pi. zakladnu na 1 hod. Vysledna funk-
ce je: u(Wx, 2t). Tabulka hodnot funkee w(¢, 2) odpo-
vidajici tepelnému narazu danému funkei n,(f) nds
informuje o vlivu tepelného narazu v nitru prehrady.

Predbéiné se informujme o tom, jak hluboko vni-
kaji ndhodné tepelné narazy do nitra piehrady. Te-
pelny ndraz predpokliadejme ve tvaru funkce n().
V zavislosti na délece tepelného narazu se dosahuje
(na délee zakladny trojuhelnika) v rtznych hloub-
kach rozdilnych hodnot (viz tab. 2).

Z tabulky 2. vidime, Ze ndhodné vlivy (které pies-
né uréime jen na zakladé pozorovani v daném misté)
mohou miti podstatny vyznam. Tak na pt. mésic-
ni elementdrni porucha (danid furkei ny(t)) o veli-
kosti 10 °C pronikne v sile 3,8°C az do hloubky 1m. Ur-
¢eni nejnepiiznivéjdi poruchy se musi diti statisticky.

Poznamenejme, Ze pro numericky vypodet integralt

(1) je navod prevedeni
o(t) na elementarni po-

N 5 ruchy vhodny i pro

05 \

AN p(@). Tedy jinymi slo-
| A’ vy: vyjadiime-li p(z)
7T x-040 bl jako linedrni kombina-
‘ e g8 I | ' ci }elemetntérxlliih }_’);)-
. = e ruch, potom integraly

| AT L0380 I e D3 RS
5 o 2o o 4o PR (1) Ize vyjadriti podob-

Obr. 4, Grafické zndzornénf tabulky 1.

né jako (5) kombinaci
elementdrnich funkei
a funkce erfe z.

V o(t) daném formuli (3) se dale vyskytuji periodické ¢leny. 4, znamena
primérnou amplitudu dennfho vykyvu teploty, 4, primérnou amplitudu
roéniho vykyvu teploty. Funkce v(f, x) odpovidajici okrajové podmince:
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je rovna podle formule (2)

az

v(t, x) = Aye” l/ﬁ'l

162 — 722 = Délka tepelného
, . =
Procent 8 18 a2 ! == tyden | == mdsic ( nérazu
) i Ty o ‘ | \
w | 9 o — 2] |
. | 4 9 |8 361 | d
[P — A!A*fAN | ——— O — -
| ] 0,10 0,15 I 045 0,95 | Hloubka
38 6 3.5 L1215 52055 | dowsseno v Gase
» 0.20 0,30 090 190 Hloubka
‘ 18 3 | 18 1162 92 { ‘dosazeno v tase
“ ) 030 | 045 | 060 135 | 2,85 ‘ Hioubka
| Y 12 ( 27 48 : 243 1083 ,  dosazeno v éase
S RS FAUSah AU L -
f - 0,40 | 0,60 080 180 3.80 | Hloubka
i J 16 [ 36 [y } 394 1444 | ‘dosazeno v tase
i [

Polozime-li @ = 430 potom z (7) je vidét, ze amplituda denntho vykyvu
teploty klesd do hloubky pYehrady jako e "% kdezto amplituda ro¥niho
vykyvu teploty jako e~ ****. (Poznamenejme, %e maximdlni hodnoty vykyvu
teploty pii tepelném ndrazu ny(f) klesaji do hloubky pichrady velmi priblizng
jako e=*"%) Kolisani teploty v pevném misté uvnitt prehrady bude také miti
tvar sinusovky, s fazovym zpoZdénim. Na 1 m hloubky pfehrady bude pro
denni vykyv fizové zpozdéni rovino 28,66 hod, pro rodni vykyv 22,76 dnfi.

’

-3
Ptiklad 2. Jest zajimava otazka, jaky vliv na teplotu odpovidajici
uvedenym periodickym funkeim ma nezachyceni podateéni podminky.

vyse

Okrajova podminka budiz: oft) = 20 sin t, pocateéni podminku

kladme: p(x) = 0. 4, = 20 °C.

Pro « = 1,66 m je patrnéjdi ustdleni mozno pozorovati aZz za 3 mésice.
Rozdil od stabilniho stavu bude po roce asi 8,9%,. Pro vypodet napjatosti
nemd rozdil v teplotich pro vétdinu skuteénych piipadd zZadny vyznam.

71: -
12.365

Pro x = 3,31 m patrnéjsi ustileni je mozno pozorovati aZ po 5— 6 mésicich,
Po roce bude chyba jesté asi 379%,.
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Hlavni vliv na napjatost po dostavéni piehrady ve vétsich hloubkich
budou miti vnitini zdroje. Vliv vnéjii teploty nabude rozhodujictho vyznamu
aZ po 3—5 letech, kdy jak z piikladu patrno bude prakticky dosaZeno stabil-
niho stavu. Zasadni vliv na napjatost md pocateéni podminka jenom za
specialnich predpokladi.

Tab. 4.

Roéni vykyvy.

J Hloubka Amplituda tepelnych
! v m vychylek v % |
Tab. 3. ; —
Denni vykyvy. | 8'] lgg
— 0,2 92
Hioubka Amplituda tepelnych | 8,2’ gg
7 4l o >
v m vychylek v % B 0.5 89
1,0 68
0 100 L5 55
0,01 93 2.0 45
0,02 86 2.5 38
0,03 80" 3,0 31
0,04 74 3,5 25
0,05 69 4,0 21
0,10 48 4,5 17
0,15 32 5,0 14
0,20 22 5,5 12
0,25 15 6,0 i 9
0,30 11 6,5 | 8
0,35 7 7,0 | 6
0,40 5 7.5 | 5
0,45 3 ! 8,0 ‘ 4
0,50 2 { 8,5 f 4
0,55 2 | 9,0 3
0,60 1 ‘ 9,5 2
A B L

Tab. 5.

Skuteéné teplota ve srovnani s teplotou, danou vzorcem (7).

& Teplota spot. ze vzoree (1) v °C Teplota ze vzoree (2) v °C
as - .

x = 1,66 m [ x == 3,31 m 2 = 1,656 m @ = 3,3lm

i

konee fijna......... [} 0 6,30 5,10
polovina prosince . .. —3,75 ‘ —0,71 1,35 2,78
konec ledna ........ —9,24 ‘ 3,62 —8,32 —1,13
polovina bfezna. . ... —10,69 | —6,02 —10,32 -—5,35
konec dubna ....... —6,63 { —6,13 —6,30 —5,10
polovina &ervna.. ... 40,83 | —3,44 +1,39 2,78
konec &ervence .. ... | 8,64 i 0,66 8,32 +1,19
polovina zaf{ ....... | 9,43 \ 3,90 10,32 5,35

' | I
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Priklad 3. Do jaké miry doposud uéinéné predpoklady jsou ve shodd se
skutetnosti ndm ukaze srovnani s vysledky ziskanymi experimentalné.

Ve vychladlé piehradé Schrih ve Svycarsku zaznamenaly elektrické teplo-
méry, zamontované uvniti prehrady, teploty v podobé sinusovek. Hodnoty
odpovidajici roénimu kolisdni teploty o amplitudé 16,2 °C ziskané méienim
a vypoétem jsou uvedeny v tabulee 6. Piiklad 3. také ukazuje, Ze varianta 1.
formulace tikolu bude veelku lépe vyhovovat nez varianta 2., kterou podame.
Pro néktery jiny piipad vSak tomu nemusi tak byti. Budeme-li zkoumati
jaky vliv maji vétraci Sachty v prehradé
na teplotu uvnité, s velkou pravdépodob- R
nosti vzhledem k proudéni vzduchu v Sach- I2 Om
téch bude lépe vyhovovati varianta 2. .

V tomto piipadé na okraji musi platiti: om

P 50m
% 4 .
3 (t,0) = T (u(t, 0) —~ o()) . Zde « je sou-

¢initel pFestupu tepla na povrchu aje rov- #0m

ny, 12,5 keal/m? °C hod. Formulace jakoz
i feSeni druhé varianty naseho ikolu je na-
sledujiei:

Varianta 2. Budle diny funkce o(t), p(x).
Funkce o(t) je definovand pro 0 < t < oo,
je v tomto intervalu spojitd a ohranifend.
Funkce p(x) md tytég vlastnosti a navic pla- 75m
th: lim p(x) = 0. Hleddme funkei dvou

D00
proménnijch wu(t, x), kierd je spojitd (ja-
ko#to funkce dvow proménnyjch) v intervalu 0 < ¢t << 00, 0 X w < o0, md deri-

Obr. 5. Umnistén{ teplomérh v pfehrads.

. Ou .. . , .y
vaci = (t, &) spojitow v intervalu 0 <t < 0,0 L x <oo, platt o ni, Ze

ox
ou
’tL(O, x) = p(x): 5';
mérné pro kaidy konetny interval t a vyhovuje rovnici pro vedent lepla:
o2u ou ’
= T
Jediné Fedent varianty 2. je ddno vzorcem:

(1, 0) = ;{- (u(t, 0) — o(t)) prot > 0, lim u(t, &) = 0 stejno-

L0

t z'a xx

¢ "
) T 9,7 a¥(t—1) a x Vi Z ¢
w(t, @) == E‘_l——l o(r) dr — 36; e . erfc( wK(i (i Ve .
/ﬂ/tm (t—r1)2 A2 oa oft—v 2 Ja
o

0

- «° (2 +7)% (@ -7)ae
.o(r)dr 4 _Vif_ f (6 it 75’) p(r) dv —
]
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— % e f A7 erfe ((?—G_—‘tf)]/ﬁ + X —V—t) p(r)dr . (8)

Tab. 6
]; Cislo Szdélenost ' Ampl. exper. ‘ Ampl. theor. Féz. zpozd. Faz. zpozd. g
I toploméru od vzdu$. lice | zjist8na | zjisténd exp. theoret. !
| | i
‘ | ] R _ g N
1 ) 1,2 m i 7.2°C ‘ 6,2 °C 30 dni 27 dni
H 1
| 2 l 5,0 m i 1,9 °C | 2,3 °C asi 3 mésice | 114 dnf
|
L ! '

l |
]

Ditkaz tohoto vzorce nechdvime do dodatku. Integraly ve formuli (8) jsou
snadno vypoéitatelné, je-li o(t) a p(x) kombinaci elementdrnich poruch, pomoci

elementarnich funkei, funkee erfe x a funkce Ti(x) = f % du, ktera je tabelo-

vana.

Jestlize o(t) = sin ot tu funkee uddvajici ustidleny stav je ndsledujici:

(! &

l/aw x i l/aw
Y el
v(t, x) = 7,— sm wt — — e COS | @F — | -5 @
| | (9)

Zde klademe y = aw + —|— = ],2au) Funkece v(t z) udavajici ustaleny stav

se chova analogicky ]ako funkce dand formuli (2). Rozbor je shodnys poda-
nym v piikladé 1. Amplitudy jsou viak zhruba poloviéni: pro z = 0 je maxi-
mum v(¢, 0) = 0,536. 2)

ou
2) Jestlize je znam tok teploty do A, coZ znamena, %e je znama Fw (¢, 0), potom
- x

z (1) & z (8) snadno odvodime vysledny vzorec:

: - xta @
| e dET Ja vt (@eed ,
— Ty "“d dT e 4t e 4t ) ])(T) dr. )
Vra ) ¢ —2)? 2]/m
8
Zde p(r) je poéatedni teplota a d(r) je hodnota derivace P (%, 0). .
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2. Vypotet napjatosti

P#i vypoltu napjatosti vyjdeme z obecnych rovnic pro tepelnou napjatost,
za predpokladu dokonalé pruznosti betonu. Modul prugnosti v daldim pred-
pokladame konstantni a rovny B = 0,2.10%kg/em2. Poissonovu konstantu
v daldim predpoklidame konstantni a rovnou ¢ = 0. Koeficient tepelné roz-
taznosti klademe: y = 0,000012 1/°C.

Pro poloprostor zavedme si soufadnice takto: x-ovou ponechme, ostatni
soufadnice zavedme podle béiné amluvy, takZe rovina [y, z] je hranici neza-
hiatého poloprostoru. Koeficienty tensoru deformace oznadme podle béiného
ZVYRUS €y €45 Cons Cayy €pzs €y SIOZKY tensoru napéti oy; 0, 0o, Ty, Tye, Tog. Jestlize

ol : I
T+ o)l —20)" *“ 7 2040)
A = e, + e, + ¢,., potom vztah mezi obma tensory nabyva tvaru: (viz [11])

zavedeme konstanty 1 = a oznatime

0, = A 4+ 2uey, — (34 + 2u) yu(t, x) ,
= AA + 2ue,, — (34 + 2u) yu(t, x), (10)
o, = AN | 2pe,, — (34 -+ 2u) yult, ),

Tyz == UCyy, Taz = HCppy Ty = UCqy +

Z rovnic (10) snadno vypoéteme pro nas pripad napjatosti. Vzhledem k sy-
metrii deformace musi nutné byti: e, = e, = ¢,, = ¢€,, = e,, = 0. Protoze
jako pracovni predpoklad dinime, %e pro teplotu 0 neni deformaci ani napja-
tosti v poloprostoru, dostdvame pro e, = yu(t z). Odtud dosazenim do rovnic
(10) vychézi:

am:Tyz:Tzz:Tmyxor G, == G, = —Eyu(t’ .TE) (11)

Vzorec (11) dav4 z hlediska bezpednosti v ndkterych piipadech znaéné nadsa-
zené vysledky. Tyto mizeme opraviti jednak odstranénim piedpokladu pruz-
nosti betonu, jednak mlhledn utim k dilatadnim spardm v prehradé. Tyto
posledni se ve vypodétu objevi jako roviny rozdélujici poloprostor na nekonedéné
kvadry. Jestlize dilatadni spary jsou dosti od sebe vzdalené (kolem 20m),
potom zanedbani jejich vlivu pro napjatost uprostied kvadru tvoieného té-
mito dilatadnimi sparami je mozné. 8 touto aproximaci se prozatim spokojime.
V pozd&jsim pojedndni budeme zkoumati piiznivy vliv pfiblizovani se dilatad-
nich spar na napjatosti.

Dotvarovani betonu nam snizi napéti. Utiime tento pokus: tyé dané délky
podrobme po dobu ¢ 2> 0 jednotkovému kladnému napéti, a to v tahu V dase

t == 0 bude pomérné protazeni e,, = — , v dalsim tase bude roVNO + C(t,0).

B’
Kdybychom pokus zadali v Sase v 2> 0, potom v Case ¢ > 7 bude pomérné

roztaZzeni E + C(t, 7). Funkei C(t, 7) nazveme mirou plasticity. Jest mo#no

-
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stanoviti ji experimentalng. Jestlize v dob& t >> 0 plisobime na ty& proménnym
tahem o(t), tu za predpokladu linearity déje a moZnosti superposice, jakoZ
i spojitosti derivace ¢’(¢), dostavame priblizné:

6 = (1) (—,} + o, z)) + o’(n)(% + 0t )y — ) +

+ ot () (ﬁi + o, >) (T = Tat) (12)

kde body 7; déli dosti husté interval (z, t>, v; < 7,4, Ty = 7, 7, = t. Suma (12)
je integralni suma, k niZ pFislugny integral je piesnym vyjidfenim e,,. Dostd-
vame tedy: ‘

t
1 1 ;
ult) = o(r) ( 4+ e r>) + f (D + o, r)) o'(r) dr, (13)
kde ¢ = 7. Integraci per partesrdostzivé,me:

He.(l) = Eo(r) (]11 -+ Ot r)) + Eo(t) (E{ + O, t)) — Eo(r) (é + O, 1)) —

— Ef%f (t,7) o(zr) dv = o(2) - fE —2%' (t, 7) o(z) dr, (14)

nebot C(t, 1) = 0 (pfedpokladdme, Ze C(f, T) mé spojitou derivaci podle 7).

Jestlize naopak na§ pokus upravime tak, %e k deformaci budeme hledati
napéti, vysledky se budou kryti s YeSenim integralni rovnice (14). Tato integ-
ralni rovnice je tak zvand Volterrova, o niz plati, Ze ma pravé jedno Fefeni.
Dokonce muzeme tvrdit toto: existuje spojitd funkce dvou proménnych
I, ) tak, ze

t
o(t) = e, (t) + [I'(t, 8) Hey,(s) ds . : (15)
(Viz MricHuIN: Integralni rovnice.) Dosadme za He,, = 1. Pro tento specidlni

pripad dostaneme:
t
o(t) =14 [I'(t,r)dv = R({, 7). (16)
Funkece E(f,7) ma tento fysikélni vyznam: znamend napéti o(f) v dase t > 1
2 . ‘o g o1 ;
odpovidajici neproménnému pomérnému roztazeni: B I tato funkce se da,
oviem s velkymi obtiZemi, experimentilnd stanoviti. MiZeme ji vSak piimo

2

V vypoditati z funkce %—g(t, 7). Funkei R(t,7), pokud je v pevné, nazyvame

relaxaéni kiivkou. Z (15) je patrno, Ze 881: (t,7) = — I'(t,7). Integraci in-
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tegralu v (15) per partes (pfedpokladame, %e ¢..(t) md spojitou derivaci) do-
stavame:

U(t) = Eezx(t) - R(t= S) Eem(s”-ﬁ ‘{" fR(t, 8) Ee:;ac(s) dS =

= R(t,7) Bey(t) + fR(t, s) Fe,,'(s) ds (17)

nebot B(t, t) = 1.
Vratme se k nasemu pripadu. (‘elkovz’z deformace ¢, = 0. Celkova deformace

je viak soudet deformace pruiné e; a deformace tepelne €y,

ol

ed, = yu(t, x) = — Sk

Tedy ez (Indexem e budeme oznacovati tensory pfislu§né pruzné

- oy
Cyy = E .
deformaci, bez indexu e prisludné plastické deformaci.) Pokud na relaxaci
v nafem piipadé nemaji vliv ostatni sloiky tensoru napéti, potom dostivame
vzhledem k podobnosti naseho pfipadu s uvedenyml dvéma pokusy pro o,
~ podle rovnice (17a):

o,(t) = R(t, 7) o%(7) + [R(t, 5) d% oo(s) ds . (17b)

Za predpokladt ponékud obecnéjsich nez téch, které jsme uéinili, lze od-
voditi zcela pfesné mnohem vice, a to:

Jestlize Poissonova konstanta je konstantni, potom tensor plastickych
deformaci vypodteme z tensoru elastickych deformaci z integralnich rovnie:

t

2 ,
o5(t) = oy(l) —fé—s (E(t) [F(q) -+ C(t, s)]) o,(s) ds,

t

5., 1
75,(0) = Talt) — f > (G(t) [a(s) + o, )]) Tuyfs) ds (15a)
. a cyklicky déle, kde E(s) je obecné proménny modul pruZnosti, G(¢) = 5(?%,

o(t,7) = 2(1 4 o) C(t, 7). Dikaz tohoto tvrzeni najde &tenai v [7].

V nafem piipadé, kdy £ = konst a ¢ = 0 jsou piedpoklady splnény a in-
tegralni rovnice (18a) piejdou v jedinou integralni rovnici (14), jejimz feSenim
je (17a). Dostdvdame tak: za nasich predpoklada tensor plastickych deformaci
vyposteme z tensoru elastickych deformaci z rovnie:

o.(t) = R(t, 7) o8(r) +f1{(t, 8) a% og(s) ds (18b)



a podobné pro ostatni slozky tensoru. Pro relaxaéni kiivku dostdvéme vy-
poétem tento vyhovujiei vzorec: R(f,7) = 4(1 4 e~27¢-), kde r = 0,00125.

P#iklad 4. Najdéme ta mista v piehradé, kde tah je > 10 kg/em?. Protoze
vlastni vaha piehrady bude piisobiti ve sméru osy z, proti vzniku tahii, ome-
zime se na tahy horizontélni, které budou zpisobovati vertikdlni trhliny. To
se téz shoduje s pozorovinim. VyuzZijeme vzorce (2) resp. vzorce (7) a vzorce
(5) pro vypodet rozdéleni teploty v piehrads. Napjatosti vypodéteme z formule
(18b). Napjatosti elastické vypodteme ze vzoree (11).

Oznaéme]/%ai = . Dosadme (2) do (11). () = — Eye-?®sin(wt — Qu).

Budeme poéitat napjatosti o,(t) pro ¢t = 0. Najdeme podobné jako pii odvo-
zeni vzorce (2) asymptotickou formuli. Jestlize okrajova podminka je sin wt
a podatedni p(x), potom wu(l, ) = e~ **sin(wt — L) + 2(¢, x), kde z(t, z) je

~

funkce takova, ze je-li > 0 potom lim z(¢, x) = 0 a lim 0—: (t, ) = 0. O tom

t—>a0 > a

se lehce presvédéime ze vzorce (1). Dosadme — Hyz(t, x) do (18b). Dostaneme:

t

~ 0,290 e - ”J< T om0 2 (5, ) ds =

o
: ' - t
- % [2(0, 2)(1 4 e=2r) b 2(t, ) — 2(0, &) — e—wfew gf (s,2) ds].
B , 0
Jest
W -0 B -
| p—2rt 275 j o | < p—2rt i art vf s
. la fe 5 (s,z)ds| S e ife at(a,ac)ds -+
0 : 0
! ! a
+ e—2rt '} 621'3 ___ S Q,) dS[ g 20t Jf + e—2ri N[ax t 8 x)l (ezri — e‘.’rA)
\ |

kde M je konstanta zdvisld na 4. Pii vhodné volbé 4, vzhledem k pFedpokla-
ditm uéinénym o funkei z(¢, ), a pfi velkém ¢ udinime odhadevany integral
libovolng maly. Ostatni vyrazy, které zbudou po vykraceni, také konverguji
k nule s rostoucim ¢. Napjatosti se tedy poditaji piimo dosazenim asympto-
tického vyrazu. Dostdvame:

a,(0) = 22 (1 4 e2) o2 sin Qo —

t
— -EQZ e -'“cuf(l + e2r(i=3)) cos(ws — Qx) ds =

116



Ey w? 2rw
= — e Y] ) gin(owt — Qu e cos(wl — Qx) -
2 [( + 4 - mz) n( )+ 4r2 4t ( )
— cos 202 . -—inw e 2l 4-gin L) O et
4r? + o? 47t o2

Asymptoticky vzorec pro o,(t) dostavame ve tvaru:

By w? . 2ray
o,(ty = — -5— e [(] + e (/)E) sin(wt — Qx) + FrERTi , cos(mt — H)x)] .

(19)
7Z (19) je vidéti, ze polozime-li » = 0,
dostavame: o,(t) = o)(t). Pro denni vy-
kyvy teploty polozme 4, == 10°C. Do- _—

Tab. 7.

Denni vykyvy teploty.

; oy | . v - kelom? |
sazenim do (19) zjistime nepatrnou od- _ zym o | oy kelem '
1
X e . . ci1 |
chylku od o), coZ nema praktl_cky zad 0,05 | 16,5 1
ny vyznam, MaZeme proto klastio, = o). | 0,10 ! 1,3 i
e e g g 0,15 \ 7,8 |
V tomto ptipadd i vliv dilataénich spar | 0.20 | 54
|

je roven nule, takZe obdrZeny vysledek |
je mozno povazovati za definitivni.

Pro rodéni vykyvy polozme 4, = 20 °C. Pro danou hloubku x zjistime maxi-
mum g,(t). (Toto maximum je dosazeno pro rizné hloubky v rtznou dobu.)
Dostévéame: Max o,(z,t) = EyA4, 0,55¢ "%, kdeito Max oj(v,t) — Hyd,e .

t

Zmenseni napéti pri uvazeni dotvarovani tvoii 45%,. Jestlize budeme poditat
napjatosti pro elementarni poruchy, zjistime podobné jako p¥i pouziti vzorce
(19), Ze pro piipad poruchy dlouhé 8, 18, 32 hod. muZeme vliv dotvarovani
zanedbat. S chybou ponékud vétsi to lze uéiniti i pro 162 hod. = 1 tyden.
Vypoditejme napjatosti vzniklé elementarni poruchou trvajicl jeden mésic.
Maximalni hodnotu poruchy budeme pledpokladati 10 °C. Integraci integralu

Tab. 8
Roéni vykyvy teploty.

z vin 1 cry v kg cm? ’ ay v lsg/(m~

39,6 21,
32,6 17,
26,4 14,
11,
10,

cmcuomomionm

21.6
18,2
14,9 8,
12,0 ! 6,
10,1 ! 5,

4,

3,

8,2
6.7

8
9
hi
9
0
2
6
[
5
7

U R WL~ O
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ou
at
v integradlu u(f, ). Potom miZeme pro vypodet integrilu uZiti numerické
methody, co% je rychlé a pro nafe tifely dostateéné presné. Dostdvame tak
tyto hodnoty:

v (18b) per partes mizeme (18b) upraviti tak, Ze misto (t, %) budeme miti

Tab. 9.
Elementdrni porucha trvajici 1 mésic.
z v m [ a,¢ vkglem? | g, v kg/em? ’ g, je zmenseno o %,
0 24,0 19,8 17
0,95 9,2 7.3 | 21

(Pokradovani.)
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