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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

RESEN[ BIHARMONICKEHO PROBLEMU V NEKONECNEM
PASU

IVO BABUSKA

(Doglo dne 8. listopadu 1955.) DT:517.946.6

V &linku jest popsdno ¥eSeni biharmonického problému v neko-
neéném pasu witim Greenovych funkei (pFidinkovych ploch). Jest
pripojeno grafické zndzornéni téchto funkei a poukézano na jejich
fysikalni vyznam. V daldi ¢asti pak bude dokdzédna jedna metoda
numerického teeni Greenovych funkei, pomoci které byly uréeny
tyto funkee. '

Cast I. Numerické vysledky a aplikace.

Biharmonicky problém v nekoneéném pédsu neni problémem novym. Byl
jiz ddvno studovan FiLoNeMm [1] a MELANEM [2], dile pak SEEWALDEM [3].
Reteni jest zaloZeno na Fourierové transformaci. Numericky jest metoda

‘ Fourierovy transformace velmi pracnd. Uka-
zuje to na pf. prace MEsmrErovA [4], kde
jest pokus o numerické vyéisleni Fourierova

P integrilu pro piipad, Ze pas jest zatiZen
”j osamélym bfemenem. Pomalda konvergence
"T - byla zde pii¢inou praktického netspéchu.
Filon a Melan se omezuji na vypodet napéti
P Y, na ose pasu, je-li pas zatizen osamélymi

bfemeny podle obr. 1.

V tabulee 1 jsou vysledky dosaZené Filo-

Obr. 1,
nem [1] a Melanem [2].

Fourierovy transformace uzivd také pri feleni nekoneéného pisu How-
LAND [5], Hopkins [6] a T1rFEN [7]. K podobnym vysledkim ve tvaru Fou-
rierova integrilu pomoeci adjungovanych funkei dospivda Birman [8], [9].
Problémem nekoneéného pasu se také zabyva Juxa [10] a GIRKMANN [11].
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Na nekonedny pas aplikuje jiston Fopplovu methodu konformniho zobrazeni

SoxnTAG [12]. Vysledky v uvedenych pracich jsou prevéiné theoretické a

nikde nejsou vytisleny Greenovy funkece (pii¢inkové plochy). K numerickym

vysledktiim pomoci methody sitf (methody koneénych diferenci) dospiva Lirvi-

~ov [13]. Uziva se zde Stvercové sité, oko sité jest velikosti § Sitky pasu.
Formulujme si nyni piesné pojem biharmonického problému.

Tabulka 1.
=z >0 T 24 7 4 7T (1144 .
a 12 6 4 3 2 3
podle || 4 yiqa]  —  |—o,7412] — |—0,1125]-40,080 |+0,0252 |-+0,0036
Filona P ’ , 112 s y 2 A
na -
35 o ,
podle | 4 4an4l 12181 |—0,7414| 0,3437 |—0,1125 |—0,0019| — —
Melana,

Definice 1.1. Nazveme nekoneénym pdsem @ bodovow mmnofinu
Q= Hlly < ial.b)
*,y

Definice 2.1. Biharmonickym problémem v mekoneénym pdsu @ budeme na-
zyvat dlohw naléztr funkei Ux, y) definovanouw na @ téchto vlastnostt

o U U
ve vfech bodech pdsu Q.
ol
2. ,(_J(a%’ﬂ’ < O(1 + w2

O(1 + a2)i»

oU(x, y)‘

n<<ow, C<w.

aU( 65 Y) .

3. Funkce U(z,y) a jsou spojité na Q viéetné hranice.?)

1} Symbolem F[{yl < 37] zna¢ime mmnoZinu boda (x, y) takovych, Ze [,/| < #n. Body

] JI = {7 tvoli t. Z.V hranici pasu. Tyto body do pdsu @ nepotitdme.

2) Presny vyznam jest ten, Ze existuje spojitd funkce U definovani na (5
[ = Ef yl = #n]] tak, Ze pro viechny body pasc plati Ulz,y) = U(, ¥). Podobns
T,y

. . ou
jest tomu i u funkce — .
oy
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4. Jsou dany pfedem funkce [(x) a g(x) o

oU(x, £ )

Ulw, 4 }7) = f(2) , o =+ g(@).

Funkcim f(z) o g(x) Fikdme okrajové podminky.

Poznamky. 1. Jest zfejmé, Ze mé-li existovat FeSeni ve smyslu definice 2.1.,
nemohou byt funkee f(z) a g(x) libovolné. Tak na pf. funkee g(x) musi byt
spojita a nesmi ,,pFilis rychle rist pro x — co (srv, bod 2. definice 2.1).

oU(z, y)
“a

2. Predpoklddali jsme, Ze funkce Uz, y) a - jsou spojité na @

véetng hranice. Kdybychom modifikovali pojem prodluzitelnosti na hranici,
mohli bychom opustit pozadavek spojitosti okrajovych podminek.,

3. Biharmonicky problém jest zdkladnim problémem v teorii rovinné
pruznosti. Casto viak nemdme na hranici pfedepsanu biharmonickou funkei,

L . *U(x, c2U(x, : . oy
ale jeji derivace ¢V y) a - Ul Zil) Zname-li tyto funkce, miZeme viak
ox? ox Oy

ziejmé prostou integraci pfejiti k hodnotam biharmonické funkece a jeji
normélni derivace na hraniei.

4. V definici 2.1 jsme piedpoklidali omezeny rast derivaci pro  — oo. To
proto, abychom mdéli zarudenu jednoznaénost Fefeni.

5. V celém ¢lanku Teime pouze symetricky problém nekoneéného pasu.

1
Predpokladame totiz, ze Uz, -- in) = Uz, — Lin), a[](x-’a—;—zf—) =

— _ U@ —i7)
oy )
Plati nyni tato dilezitd véta
Yéta 1.1 Budte f'(x) a g(x) spojité funkce takové, Ze plati
|f'(@)] < C(1 + a2)™",
lg(@)] < O(1 + 29" .
Potom existuje pravé jediné fesent U(wm, y) biharmonického problému ve smyslu
definice 2.1. takové, Ze na hranict platt
Uz, £ ¥m) = f(z),

ou
oy @ i) =L g@).

Psitom jest

UGe,y) = [ 1) Ghi& ~ ,9) A& + [ 6(6) ot — 2,9) 3

—w<r< o,
— it <y <in.
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Nevlastni integraly existuji (v obyejném smyslu ). PFitom jest

e
@@ﬂ%:EE@ﬂL i=1,2,

Ox?

..0,1
N Fh-n_,_j
N
-0 oa
bt
e J
TR
-nz 4% ‘
T N
J & | ’ {1
A I |
5 ) \ 15 2 3 %
L \
VTV
-1 \
I Lk |
DY |
] i i
[ il JF Runs an ;: = T
02 06 1 15 2 5 4
Obr. 3ab.

a H(x,y) jest fefent biharmonického problému s okrajovimi podminkams

0 pro 2<0
‘H(z, + in) =
1@ & 47) Nz pro x>0

oH, iy
“‘a*y*(x,:l:zﬂ?)ﬂ(),
Hy(z, 4+ in) =0,

oH, 0 pro z<<0
—— (z, 1) = .
ay( + ) N4tz pro x>0
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VI vz

Diukaz podame v dalsi ¢asti tohoto &lanku, kterd vyjde v nékterém z piis-
tich &isel tohoto ¢asopisu.

Funkee ¢, (z, y) a Gy(x, y) nazyvame Greenovymi funkeemi daného problému.
Casto se také nazyvaji pricinkovymi plochami. Na obr. 2a jest graficky zné-

L &
P— ] “_1:‘:\ _h\\ g
) \..,ﬂ
L ‘,\J < 0
o2 L1 L
| S — .
~_ 02
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Obr. 3e.
zornén prabéh funkee G (z, y.), ¥; = @175 proi=0,1,2,34a0<2z <1,

Funkee jest symetrickd. Na obr. 2b jest zndzornén pribéh této funkce pro
xz == 1,5. Na obr. 2¢ jest prabéh funkee (fi(z,, 9), #; = 0; 0,2; 0,6; 1,0; 1,5.

Na obr. 2d jest pak priabsh funkce ¢ (x;, ), 2; = 2,0; 3,0; 4,0. Na obr. 3a
aZ 3e jest graficky vyznaéen pribéh funkce (,(, ) v témie grafickém uspoid-
déni jako v obr. 2.
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Fysikalni vyznam funkei Gy(x, %), ¢+ = 1, 2 si nyni bliZe popidme. Funkece
G\ (x, y) znazoriuje napéti ¥, jestliZe pds jest zatiZen osamélym biemenem
podle obr. 4.

. Skuteéné okrajové podminky pro biharmoniékjr problém, které vyjadiuji
napjatost podle obr. 4 jsou

. Y y

/ ’ P=1

P=1 e
. N
n X If X

= @

P=1 =

Obr. 4. Obr. 5.

0 prox <O,
x pro x>0,

U, + 37) =

BU(m, :{: %T()
—— T = 0.
2y

Proto U(x,y) = H,(z, y) (stv. vétu 1.1). Mdme tudiz
U o:H,

) —_— -— = 1-
v Ox? Ox?

Funkei G, (z, ¥) mlZeme si na pf. predstavit jako integral napéti Y, t.j. -
@
[ Y, (x) dx, pro piipad, Ze pds jest zatiZen podle obr. 5.
—w
Véta 1.1 mi je§té jeden zajimavy disledek. Polozme si otdzku, zda napéti
na p¥imkach y = konst stiidd znaménko. Tato otdzka jest tim zajimavéjii,
ze v dosti velké vzddlenosti od osamélého bfemene mohou byt jiz vysledky

v rozsabu numerickych chyb. Odpovéd jest velmi snadnd a plyne piimo
z véty 1.1.

Napéti musi stiidat znaménko pro vSechna — iz < y << fz. Funkee z?

jest totiz zfejmé funkce biharmonicks vyhovujiei viem predpokladim v de-
finici 2.1 a v&té 1.1. Proto

xz‘_—.f Gl(E_xyy)-§2d‘E:

41



a tedy

Tento integrdl existuje v obydejném smyslu. Ponévadi jest £ >> 0, musi
nutné funkee G, (2, ¥;) vystfidat znaménko.

Zatim jsme stile pfedpokladali, Ze pas mé sifku x. Snadno v8ak mbZeme
plejit k vysledktim, kdy7 &ifka jest obecné b. Mame-li totiz tlohu nalézti
biharmonickou funkei v pasu o Sitce b takovou, Ze na hranici jest U(x, + b) =

= f(x) a 80( ,Eg_; 10) = ;’E g(z), potom najdeme biharmonickou funkei

U*(x, y) na pdsu &itky = s okrajovymi podminkami U*(z, 4 in) = f(xb)
a oU*(@, +4m) _ D (o:b

oy :Eg\

"1:)' To viak dovedeme podle véty 1.1. Potom

Ulx,y) = U><(M ﬂ).
b
V dalsi ¢asti (v jednom z piistich ¢isel tohoto dasopisu) ukidZeme jednu
metodu pro vypodet funket G (2, y), ¢ = 1, 2, které jsme uZili v naem piipadé
a provedeme ditkkaz konvergence této aproximativni metody. Rovnéz prove-
deme odhad chyby.
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Peszowme

PENIEHVE BUTAPMOINYECKOI ITPOBJEMDI
B BECKOHEYHONW I10JIOCE

BO BABVIIKA (Ivo Babuska)

(Iocrynuato B pegaxuuio 8/X1 1955 r.)

Yaer I. Ynexennsie pesyasTaThl W HPHIOKEH

B paGore onuceiBaerca pemnernne GUrapMOHKYeCKOR MPOGJEMBI, IPH KOTOPOM
meuoneayiores gyuxkuun Upuua (uwosepxumoctn Bnnguusn). Hpuwiomen rpadnk
s1ux Pynunuil. B cuepyiomeil vacTn 6yger moxasan OfMH M3 METOROR UYMCIIEH-
HOT'O pemeHus »Tix Gyuxumi ['pira, mpn momMomu ROTOPOro 911 G yHRIMl 0Ll
YMCTIEHHO ONPeNeJICHLI.

Zusammenfassung

EINE LOSUNG DES BIHARMONISCHEN PROBLEMS
IM UNENDLICHEN STREIFEN

IVO BABUSKA

(Eingegangen am 8. November 1955.)

I. Teil. Numerische Ergebnisse und Anwendungen.

In dem Artikel ist die Losung des biharmonischen Problems im unendli-
chen Streifen durch Greensche Funktionen (Einflussfelder) ausgedriickt. Es
wird der physikalische Sinn der Greenschen Funktionen gezeigt und die Ein-
flussfelder sind numerisch angegeben.
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