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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY Cisto 1

0 JEDNOM ODHADU PARAMETRU ¢ NORMALNIHO
ROZLOZENT

VACLAV DUPAC, MARCEL JOS[FKO

(Dodlo dne 1. ¢ervence 1955.) DT:519.25

Je navrien odhad parametru o normalniho rozloZeni z vybér o vel-
kém rozsahu pomoei prvniho absolutniho momentu kolern vhodng
zvoleného podatku a nalezeny asymptotické viastnosti tohoto odhadu.

1. Obsah ¢lanku.

Necht z,, @,, ..., x, jsou vybérové hodnoty normalni ndhodné proménné &,
jejiz distribuéni funkce

1 a 7 (i #)g
e N 2c*
(s i1, 6) = e fe P dz (1)
a]/ 27
- D
z4visi na dvou neznamych parametrech u, o.
Nejlepsim (,eficientnim) odhadem parametru x4 je — jak zndémo — vy-
n
bérovy pramér x = —'? z x; politad se nékdy pomoci vhodné zvoleného po-

catku: zvolime ne]ake okrouhle &islo y, ,.asi uprostred“ hodnot x,, ..., @y,

a utvofime soudty
>o= 2w ), D= Z (o — %) 3

@2 phe Ty ity

potom jest

Velidin 2., ¥_ lze soudasné uzitik odhadu parametru o. Odhadni funkei jest
.+ 2

§=c¢x, 3. . P

kde hodnotu soudinitele ¢y 5 nalezneme z tabulky.
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Pro vybéry velkého rozsahu mé odhad s uspokojivé theoretické vlastnosti;
piitom podet Gkont, potiebnych k jeho vypodtu, je z¥ejmé minimalni,

(Piipometime, Ze vypolet § je na pi. podstatud jednoduddi nez vypodet

; _— L2 - P
odhadu o pomoci pramérné odchylky " > e — x|, ktery je znesnadnén tim,

¢ 1

7 neplati analogie vatahu X(x; — 2)* = Xa?

2 — ma?, takie x je tieba skuteéns

odeditat od kazdé hodnoty x, #vIast.)

Presnd definice a asymptotické vlastnosti odhadu s jsou uvedeny v odst. 4.
(Predchozi odstavee obsahuji vysledky pomoené.) V odst. 5 jsou odvozeny
opravy na tiidéni, odst. 6 obsahuje tabulky a numericky piiklad.

2. Momenty kladné a ziaporné ¢isti normélni nihodné proménné.

Necht % je ndhodnd proménna s distribuéni funkef (1), necht . == Max (0, )
a . = Max(0, —#) znadi kladnou a zapornou ¢ist ndhodné proménné .
Stiredni hodnota nahodné proménné 7., jest

o

1 N ly-p)? 1 ot
E(n,) = = fye 2 dy = - - ot -+ p)e *dt =
(1) chan/ l/znf( 1¢)

0 o
o f 0 - ' (
S f e vdud o e Tdt=op (") 1+ ud ("),
bz 55 o o
B o
kde byly postupné provedeny substituce A t, 12 = 2u a uZito béziného
o
oznadeni @(x; 0, 1) = D(x), D'(x) = @(x).

Vypotet ostatnich momentt je zcela obdobny. Integraly typu [ (t) df
nalezneme s pouzitim vztahu 2¢(t) dt = — ¢ dp(t). Pifeme-1i jests § = Il R
dostavame tyto vyrazy pro momenty 1. a 2. fadu:

E(n.) = olg + 00}, )
E(p.) = ofp + 00 — o}, . @)
var(n,) = @ | 8D + dp — (g + oY},
var(n_) = o*{1 — @ +- 8D + dp — (p + 6D)2}, (3)
v, 1) = — o*{g + 0P}{p + 6O — 0},
kde za @, @ jest vSude dosaditi ¢(3), @(9). (Jest cov(y.,5_) = — E(n.) E(n.),

nebot %, .n_ = 0.)
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3. Nékteré pomoené funkee.

Tvrzeni tohoto odstavee budou vyslovena bez podrobnych dikazi. Budto
je lze oveéfit primym vypodtem, nebo jde o snadné disledky zndmych vét
matematické analysy. (Viz na pt. [1], dil 1I., kap. XTI, § 4.)

Polozme

i) = 2¢(2) -} 20P() — &, — o0 <l x L 0.
Funkee f,(z) je sudd. kladnda a analvtickd v celém svém defini¢nim obory;
koeficienty Maclaurinovy fady jsou ddny vyrazy

I RV )
a(”:: ( ) 1 /Ci(),l,:z,...

2k (21{ o l) 2]{&_! / :'T »
Polozme
fo(x) = frztr)’ — D <L < D
g

Funkee f,(x) zobrazuje reilnou primku na otevieny interval (— 1, 1), je licha,
rostouct, ma derivace viech Fadi, prvni derivace je viude kladni; mimo to
fo(x) je analyticka (aspon) v ndéjakém okoli nuly, kocficienty Maclaurinova

rozvoje jsou

= T/ -
B T N I S VL S N VES
! 27 73 2y 27 v 22 240 ) 277

Existuje tedy proax e (— 1, 1) funkee /,(x), inversni k fy(x) — t.]. [,(Jo(2)) == 2
pro viechna @ —, kterda je rovnéz lichd a md derivace viech Fadl, pki éemiz
prvad derivace je viude kladnd; mimo to f,(x) je analytickd v néjakém okoli
nuly s koeficienty Maclaurinovy fady

o 2V e L2V e L TT2NE 12102
3 | - N R B , S - M D p— e - s e
ST 2 a o 2u4la = 240 \m

Dale pro z ¢ (— 1, 1) definujme

(tato limita existuje).
Funkee f,(2) je suda, kladné, mé derivace viech Fada; v néjakém okoli nuly je
analytickd — piitom

agf) == af?l , k=0,1,2,....

Koneéné polozme pro ze (— 1, 1)
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Funkee f;(x) je opdt sudd, kladnd a m4 derivace vSech ¥adid, mimo to je
analyticka v néjakém okoli nuly, s koeficienty

2\-4 1(2\} 5 (2\¢ 41 (2\%
— |2 . 65— (2 [ R Bl S (5) e .
w-f)' el e S el
Pro u > 0, v > 0 definujme nyni funkei dvou proménnych
Hu, v) = (u - v). fs(w), (4)
vy U —v
kde znali w = —— -,
U - v
Ziejmé H je kladnd a ma spojité parcidlni derivace viech fdda v celém
0
svém defini¢nim oboru. Znadi-li H, = %% , Hy,= f[% , jest
1
u, v) = fy(w) 4 (I — w)f(w) = w) — w(l — w) [y(w))
Hyn,v) = [s0) - (1= ) [j0) = (- ) = (1 — ) f ()
1 7 (5)
Hofw, 0) = f3(10) = (U ) fy(0) = (- (— falw) - (1 - ) fy)

4. Definice a vlastnosti odhadni funkee s.

Necht z,, z,, ..., z, jsou vybdrové hodnoty nahodné proménné & s distri-
buéni funkei (1). Zvolme ¢islo s, (takové, Ze =z, << u, < 2,..) a poloime
7}:‘-—“4“'07 Y = X — My, 10:17'2:"'772
Utvoime dale vyrazy

1
—2 “--Z?/k; Y= *'ﬁ—Zyk-

Y50 ;0
Ztejmé y ., y_ jsou vybdrové praméry nahodnych proménnych 7., 5_. Jejich
momenty zname z odstavee 2, kde je oviem tfeba misto u psati g — y,, a kde

& znadi 2 )
o

Definujme nyni vybérovou charakteristiku s vztahem

s =H(y,,y-)=c¢cc  x_. > (6)
kde )
s, 3
sy = (o]
»)y .f5 (Z+ + 2..)

Podle véty Cramfrovy ([2], str. 366), jejiz predpoklady — jak vyplyva
z odst. 2 — jsou splnény, je vybérova charakteristika

VnlH(y., y-) — H(E(y.), E(.))] (7)
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asymptoticky normalni, pii femz stfedni hodnota limitniho normélniho roz-
lozeni je 0 a jeho rozptyl je din vyrazem
var(y.) . H(E(n ). E(n-)) + 2cov(y ., n_) . H (E(n.), E(n.)) x (8)
X H(E(y.), E012)) + var(y) - IT(EG ), EGp ) -
Dosa&ulcmc -l do vzorel (4). (5) dle (2) za

== E(n.) == a{p -+ 0D}, v = E(y_) == o{p + 6@ — 6},

jest
1
w = f,0), fy(w)=20, fi(w)=, . .
A0) a(e) B0 =
Jednoduchym vypodtem pak dostivime
H(E(y.,), E(y.)) = o

1 — @ D
H,(E(n.), E(n-}) = - g 0 TREOL), E(n-)) = P

dosazenim téchto hodnot do (7) a (8) plyne vysledek:

Vybérovd charakteristika s — definovand vzorcem (6) — je konsistentnim,
asymploticky normdlnim odhadem parametru o; jeho smérodatnd chyba d(s) je
ddna vijrazem

- 23 7 < 1
d(3) = _s_ [( + 0%) P(1 — D) n o(l — 20) 1]2
1/% ¢ P
kde

a jeho asymptotickd vydatnost

~ P
®6) =0T e 61— @) + op(1 = 26) — ¢*
ivist (jen) na |6}, e [
Zaokrouhleno ma 2 desetinnd
mista, jest | —
0,76 . § ] “
i—‘s pro  |¢'] < 0,3 ] T
Vn 085
- 0,77 . §
dF) =1 === pro |5 = 04
Va
0,78 . 3 : : —
l ~~7;-—é pro |6'| = 0,5 1
[n ]
a 080~

0 ol 02 03 04 05 d
0,82 < e(§) < 0,88 pro {65 é 0,5. Obr. 1. Asymptotickd vydatnost e(§) v zdvislosti na d.

29



5. Opravy na tfidéni.

V ptipadé, Ze vybérové hodnoty z,, z,, ..., x, jsou seskupeny do tiid o itce
h'; je tfeba uvazovat misto nihodné proménné ¢ s distribuéni funkei (1),
ndhodnou proménnou £°, kterd nabyva pouze hodnot

o vk, v, —2,—1,0,1,2, ...

s pravdépodobnostmi

1, _ ‘ 1
P(& = p1y - vh') == P (/10 + vh' — % Vo< &y A ovh - 5 IL’) =

L— h bR L= 4 I 1A
] e e ] I A A
o o 20 o o 20
(Pfedpoklidame, %Ze p, je pllicim bodem nékterého z tiidnich intervali.)
h' 1 — U <
Poloime 70 = £ — g, b=, d="""" potom E(n0) = o > g(hv), kde
o a ' v 0
x b0 4k
gxy =x [ @) dt, a E®Y) je dano timtéz vyrazem, zménime-li — 6 na |- 4.
. ER N ¥
Podle Iuler-Maclaurinova sumadniho vzorce (viz na pr. [2], str. 124),
jehoz predpoklady jsou ziejmé spluény, jest

2(](h1/) :f glhz) dx — ]1‘; by’ (0) + 7;0 Rrg(0) — h"”f}f’ﬁ(x) g (hz) da . (9)
r 0 : ~ s
Sunadno se vypodte, Ze
. o
fg(lm:) da = 3 fg(z) dz sz p(z — 0) dz 4~
] 0 0
+ ,‘,.)%. h‘lfzq)”(z — ) dz 4 O(AY) = @(8) + SD(9) + 211 h2p(8) + O(hY)
°
dale, Ze
— Ehg'(0) = — Lh2g(8) -+ O,

a ze¢ posledni dva ¢leny v (9) jsou rovnéz O(h*); zanedbame-li éleny Fadu A4,
dostavame »
0 _9(0) 4., 0y — _P(9) 5
E(Y) = E(ny) — 5, W7, EOL) = E(p) — 5 P
Oznagime-li 6® = H(E("), E(n")), jest
o® == H(E(n,), E(n-)) + [E(%) — E( )1 Hi(B(n,), E(n-)) +

+ [E(02) — E(m)) . Hy(E(n4), B(-)) + O(hY) =0 — i;’ W+ O .
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Zanedbdme-li opét ¢leny fadu A%, mime konednd

’

I
o= q" L a B (10)

nezavisle na o.

Piipojme jesté poznamku, Ze v piipadé roztiidéného vyberu (obvykle) po-

. J'kf— It i N N AT A ~ E
lozime ¥, -= L k=12, ,m N Xy, atd, a poditime s podle
, w0
VZOree
~ B % - >}_ X
=k .co v . {- oprava.
n

6. Numericky priklad. Tabulka.

Vypodet s je obzvldsts jednoduehy, lze-li volit g =+ 05 to lze zejména
tehdy, kdy hodnoty x; nahodného vybéru piedstavuji uz odehylky od néjaké
pevné hodnoty.

Méjme na piiklad tyto vybérové hodnoty (n = 100):

~-0,84 0,68 —0,03 0.46 -0,32 ~0,85 0,27 1,00
1,37 —0,77 0,41 —-0,77 0,18 0,46 1,39 —0,51
---0,18 —-1,39 0,62 0,00 0,08 0,35 0,14 0,05
0,35 —1,9 0,83 1,01 1,98 0,23 --0,76 ~-0,69
2,82 0,03 -—0,7% —0,92 0,91 0,20 0.37 -0,58
2,12 1,32 0,03 0,98 —0,32 ——0,17 2,28 -0,69
—0,99  — 0,67 —-2,30 0,24 1,77 0,12 0,36 ——1,41
0,34 —0,81 L0738 1,01 0,16 1,48 1,37 0,24
0,64 0,96 0,66 1,49 0,79 0,52 1,04 0,41
0,11 ), 24 (34 1,16 0,20 1,56 —(,67 0,15
—-0,02 -0,66 1,16 0,48 1,31 1,04 0,39 0,24
—0,86 1,08 0,76 0,40 0,35 ), L8
0,01 0,27 —1,00 —0,12 0,74 eml}, 26

(Jsou to prvni dva sloupce z tabulek nihodnych normalnich odchylek [3].)

v

Sedtenim kladnych a sedtenim zdpornych disel dostavidme

3. = 41,95, I_ - 2979;

. =

odtud postupné

Z+“‘Z Zr‘*‘izr—

,,,,,,,,, T == 0,1216 == x: LTS = 0,7174;
O, 6 T, 100 )

I, — 3 1216

- e Y 91695
T, s T g = 01695

Z tabulky:
oy, 5 = 1,2418;
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podle vzorce (6):

$==1,2418.0,7174 === 0,891,

d(s) == 0,067 .

Pritom ¢, 5 lze urdit (s presnosti na 3 desetinnd mista) rovnéz z nomogramu —

. «
’ v . T L
bez vypodtu zlomku 7L
: - X
IR
Uvedme pro srovnani odhad o pomoci praimérné odehylky:
100
S 1 AW p . 9 .
8q == V%n. o e — @] == 0,882

i 1

d(-‘)’o) == 0,067 3

Tabulka hodnot ey x .= fa(ir) prow =
w fa(w) w fs(w)
|
0,000 1,2533 0.185 [ 1.2395
0,005 1,2533 0.190 i 1,2388
0,010 ‘\‘ 0.195 L L2380
0,015 i, ! 0,200 * 1,2372
0,020 1 j 0,205 | 1,2364
0,025 1, ; 0,210 ‘ 1,2355
0,030 1 0,215 . 1,2347
0,035 1 0,220 i 1,2338
0,040 1 7 i 0,225 \ 1,2328
0,045 1,2525 : 0,230 | 1,2319
0,050 1.2523 0,235 ; 12310
i 0,055 12521 0,240 ‘ 1,2300
0,060 1,2519 0,945 1,2200
0,065 12516 ; ,250 1,2280
0,070 1,2514 | 0,255 1,2269
0,075 i 1,2511 | 0,260 1
0,080 i 1,2508 i 0,265 1
0,085 1,2504 i 0,270 1,2:
0,090 | 1,2501 Il 0,275 1
0,095 foL2497 0,280 1
0,100 | 1,2493 | 0,285 1,2202
0,105 ‘ 1,2489 ‘ 0,290 1,2190
0,110 | 1,2485 i 0,295 1.2178
i 0,115 | 1,2480 ! 0,300 1,2165
| 0,120 [ 1,2475 0,305 i 1,2152
| 0,125 | 1,2470 0,310 i 1,2139
i 0,130 I 1,2465 0,315 ! 1,2126
0,135 £,2460 0,320 1,2113
0,140 1,2455 / 0,325 ! 1,2090
0,145 1.2449 3 0,330 ; 1,2085
0,150 1,2443 ' 0,335 i 1,2071
0,155 1,2437 } 0,340 i 1,2057
0,160 1,2430 | 0,345 I 1,2042
0,165 1,2424 i 0,350 | 1,2027
0,170 1,2417 ‘ 0,355 | 1,2012
0,175 1,2410 i 0,360 ; 1,1997
0,180 1,2403 1 0,365 | 1,1981
l}
30
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TR

w

0,370
0,375
0,380
0,385
0,390
0,395
0,400
0,405

0,410 .

0,415
0,420
0.425
0,430
0,435
0,440
0,445
0,450
0,455
0,460
0,465
0,470
0,475
0,480
0,485
0,490
0,495
0,500
0,505
0,510
0,515
0,520
0,525
0,530
0,535
0,540
0,545
0,550

b

,{5(;”)

1,1966
1,1950
1,1933
L1917
1, 1900
1,1883
1,1865
1, 1548
1,1830
1,1812
1,1793
1,1774
1,1755
1,1736
1,1717
1,1697
11677
1,1656
1,1636
1,1615




a pomoci smérodatné odehylky:

Loo o 7
§ l/lllv 0 Z (‘Ti - }')2 == 0,911 5

I
d(%) == 0,064 .
Pozniamka: PH uréovini hodnoty ey« z nomogramu lze zaméniti stupnice
pro X, a X _: rovnéi lze vyndsobit oba soutty X, a X_ tymz dislem.

(o]
F
=

1120
1.130

170
//
- 1180

150

Obr, 2, Nomogram pro stanoveni soudinitele 4.0

corey v - (ProX. X jeste o 12533

1190

1,200

1.210

1220

1.230
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Peswome

OB OIIHOW OIIEHKE TMAPAMETPA ¢ HOPMAJIBHOI'O
PACIIPEAEJEHNA

BAIIJIAB OVIIAY, MAPHEJI MOCUDKO (Vaclav Dupad, Marcel Josifko)
(ITocrynuao B pegaxuuio 1/VIL 1955 r.)

Jyuwreit oneuxoit mapamerpa u 10 n HAONIONEHMAM HAL HOPMAIBHO —
N(u, ) — pacupepejicHHON caydafiHoil BeJHYuHON ABAAETCHA MX cpefHee

— 1.
apudmernueckoe £ = — Xx;. OHO BBIUMCIIASTCA WHOrAA CICAYIOMAM 00pasom:
n

BoI0epeTca TOAXOOAINEe UHCIO My, O0pasyloresl CYMMB X, = % (X; — Ho) ,
— - ;>
2_= X (yy — x,), u T Haiigercsa no opmyne

X< jty

_ ., —2_
R
Ho Py
B crarbe poxaspBaercs, 4TO BeJMUMIAMHU % ,, %_ MOKHO BOCIOIIL30OBATHCH

OJHOBPEeMEHHO M it OHeHKH mapaMerpa ¢, a UMeHHO 1P IOMOINY CTATUCTIRHA

- 2, + 2.
§ = Cx,x . a0
z, —2_ ;
npudem GyHRUMA Cx .y = f; STy onpefesiena B § 3-eM u 3HAYEHUA €€
N ~ .

HalnyTes B tabiiune WM 10 HOMOIpaMMe.

CraTmeTuKa § SBIAETCA COCTOATEILHOW M aCUMITOTHYECKH-HOPMAI bHOM
ONEHKOM IapaMerpa ¢, acumurorddeckas 3QPexTHBHOCTL KOTOPOR 3aBUCHT OT

6= ’u_;;ﬂ] i YAonneTopser vepasencream 0,82 < e(8) < 0,88 mua |6] < 0,5,
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Summary

ON AN ESTIMATE OF THE PARAMETER ¢ FROM NORMAL
POPULATION

VACLAV DUPAC, MARCEL JOSIFKO

(Received July 1, 1955.)

Let z;, %, ..., x, be the sample values of a normal — N(u, 6) — random
variable. Evaluating the sample mean « (which is an efficient estimate of u),
we proceed sometimes as follows: we choose a suitable round number u,,

calculate the sums X, = > (¥, — uo), X_ = > (fiy-— ;) and find z accord-

@ gy ;< ey

ing to the formula
_ 2, -2
&=y + - +¢i*'
In the present paper, it is shown that the sums %,, 2_ can be used at the
same time in order to estimate ¢ — namely, by means of the statistic

N 3, 43

§=0Cx 5 ——

3, — 3_

where the function ¢y, x = f; (2_{—24
+ -

) is defined in § 3 and tabulated in
a table and a nomograph.

The statistic s is a consistent, asymptotically normal estimate of the para-
meter o, its asymptotic efficiency being a function of § = ‘I—%@ only, and

taking on values 0,82 << e(¥) < 0,88 for |§] < 0,5.
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