Czechoslovak Mathematical Journal

Lando Degoli
Sur la caractéristique de la Jacobienne des systémes linéaires de quadriques

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 36 (1986), No. 3, 476-484

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102107

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1986

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102107
http://dml.cz

Czechoslovak Mathematical Journal, 36 (111) 1986, Praha

SUR LA CARACTERISTIQUE DE LA JACOBIENNE DES SYSTEMES
LINEAIRES DE QUADRIQUES

LANDO DEGOLI, Modena

(Received April 17, 1985)

Dans I’espace linéaire S, de coordonnées projectives homogénes x; (i = 0, 1, 2, ...
..., 7) choisissons d + 1 quadriques linéairement indépendantes:

fo=Y a'xx (4=0,1,2,...,d).

i,k=0
Le systéme linéaire L; de dimension d, qui en résulte, est exprimé par I’equation:

a
Y Hefg=0.
q=0

Supposons que la matrice Jacobienne a r + 1 lignes et d + 1 colonnes:

of, q=0,1,2,...,d
i =01,2,..,r
soit a caractéristique m < d.

0x;

Si la caractéristique de la Jacobienne est m = r — h (h 2 0), un point générique
de S, est conjugué avec un S, par rapport a toutes les quadriques du systeme.

Un systéme L, de dimension d et caractéristique m posséde d + 1 quadriques
linéairement indépendantes, parmi les quelles on peut choisir m quadriques fonctio-
nellement indépendantes, desquelles toutes les autres dépendent.

Un systéme Ly,(m = d), qui ne posséde pas de systémes subordonnés essentiels
L, (voir: [6]), avec:

2sg=sd—-1, 2sc=sm-1, ¢=y

J =

est dit irréductible de prémier espéce.
Nous avons démontré (voir: [6]) le:

Théoréme A. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme linéaire
irréductible de prémiére espéce soit @ Jacobienne de caractéristique r — k < d
(k= 0) c’est que les quadriques du systéme, qui passent par un point générique
de S,, possédent en commun un Sy ..

Donnés deux systémes linéaires L, et L,, qui ont en commun un systéme linéaire L,
leur systéme-union résulte de dimension: a + b — c.
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Nous dirons le systtme Ly (m < d) réductible, s’il est 'union des systémes
subordonnés, parmi lesquels un au moins: L,;(b < a) n’a pas des quadriques en
commun avec les autres.

Nous dirons que les systémes linéaires L,,, Ly,, ..., L,, forment une chaine quand
ils ne sont pas réductibles et si L,, et L;, ont en commun une quadrique au moins,
leur systéme union L, a en commun avec L;, au moins une quadrique, et le systéme
L, union de L,avec L,, a en commun au moins une quadrique avec L,, et ainsi de
suite jusqu’a L.

11 existe le:

Lemme 1. Si le systéme L, posséde une chaine de systémes subordonnés Ly, L, ...

., Ly, et pas d’autres quadriques fonctionellement indépendantes, il est possible
choisir parmi les quadriques de L;,, L,,, ..., Ly, qui passent par un point P de S,,
d quadriques linéairement indépendantes, lesquelles individualisent le systéme L;_,
de quadriques de L;, qui passent par P.

Les équations de L, et L,, résultent:

(1) Bofo + ifi + .o+ mfu + oo + pafs, =0,
$ogo + 191 + .. + &gn + .. + 8494, = 0.
L’équation du systeme-union L, devient: .
(2 Vofo + Vift + oo F Wi+ oo+ v fa, +
+ 0090 + 0191 + ... + 09, + ... + 0494, =0.

Puisque L;, et L,, ont en commun au moins une quadrique, nous pouvons supposer
f» coincident avec g,,.

Soit P un point de S,. Indiquons fo(P), fy(P), ..., go(P), g4(P)... les valeurs
complexes des quadriques en P. En remplagant les coordonnées de P dans (1) on
peut déterminer p, et &, en fonction des u et £ restants.

On obtient:
0 (i ) £ i) o ) =
(oo Gl ) (o i ) o )

Dans ces systémes L, _; et L,,_; manquent les paramétres y, et £, En opérant
de méme fagon dans le systéme (2) et en éliminant le paramétre (v, + 054) on obtient:

@) vo(0+f°(,P)f,,>+v1<f1+f‘(P)f,,>+...+’v,,l(fdl +falP) )f>+

fi(P) 5i(P) fi(P)
+ 0, (go th‘z(PP))fh> ( L+ ;h((};)f) F oot de(gdz gf‘:’((lf))f) =0
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Puisque le systéme linéaire (4) est individualisé par les mémes quadriques linéaire-
ment indépendantes des systémes (3), il en résulte que le systéme L,_, des quadri-
ques de L,, qui passent par P, est individualisé par a quadriques linéairement indé-
pendantes de L;, —q et Ly, _ .

Mais par hypothéese les systémes subordonnés de L, forment une chaine. Donc
le systéme-union L, posséde en commun avec L,, au moins une quadrique.

En opérant de méme fagon on prouvera que le systéme L,_, de quadriques de L,,
systéme-union de L, avec L,,, qui passent par P, est individualisé par b quadriques
linéairement indépendantes extraites de L,_, et L;,_, c’est & dire de: L, _,, L,, 4,
L.

En continuant de cette maniére, puisque L; ne posséde pas d’autres quadriques
fonctionellement indépendantes, le lemme résulte démontré.

II existe le:

Théoréme B. La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme linéaire
de quadriques L;, qui posséde une chaine de systémes irréductibles de prémiére
espéce Ly jm> Liyymys -+ > Lagm, (m; < di3 i = 1,2, ..., 5) et pas d’autres quadriques
fonctionellement indépendantes, soit a Jacobienne de caractéristique r — k < d
(k 2 0), c’est que les quadriques du systéme qui passent par un point quelconque
de S, possédent en commun un Sy, ;.

Supposons d’abord que la caractéristique de la Jacobienne soit:
r—k=d, (kz0).

Cela signifie que parmi le d + 1 quadriques linéairement indépendantes qu’indi-
vidualisent L, il y a r — k quadriques fonctionellement indépendantes.

Puisque L,, est un systéme irréductible de prémiére espéce, il satisfait au théoréme
A. Donc les quadriques de L, , qui passent par un point générique P de S, ont en
commun un S,_,, +;. Elles constituent le systéme L, _;.

Considérons le systéme L,;_; de quadriques de L,, qui passent par P. Les quadriques
fonctionellement indépendantes de ce systéme, qui n’appartient pas a L, _, sont
r—k — my.

En effet soient:

(5) #of0+ﬂ1f1+---+ﬂa,fd,=0,
ofo +Eufs + oo+ &afa + éiifa 1+ oo F 8fi=0

les équations respectives de L,, et L.

Si nous imposons a tout les deux systémes de passer par P, en éliminant u, et o
on obtient.

/1(P) f2'P) Ja(P) ) _
(6) 1y (f1 +f0(P)f0) + #z(fo +fz(P)f0)+ cee U, (fah +f0(P) fo> =0,
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éx<f1 +;;—ngo> + éz<f0 +%€;f"> ..+ &, (fd. +§—'(‘)‘(%))—)fo) +

fa(P) fdP) .\ _
+ &4, 41 (fd,+1 +f0(P) fo) + ...+ fd(fd +fo(P)fo) =0.

Le nombre de quadriques, fonctionellement indépendantes de L, qui n’appartien-
nent pas a L, , c’est la difference des caractéristiques; c’est & dire: r — k — m;.

Ma (5) et (6) prouvent que ce nombre reste invarié en passant a L,_; et L; _,
parce que les quadriques, qui individualisent L, _,, se trouvent toutes dans L,_;.

Les hyperplans polaires des r — k — m,; quadriques fonctionellement indépen-
dantes de L,_;, qui n’appartiennent pas a L, _,, passent tous par P. Ils coupent
I'S,_,,+1 selon un S,.;, qui résulte au moins tangente & toutes les quadriques
de L,_,.

Ce résultat est donc indépendant de d, et de m,.

En opérant de méme maniére sur Ly, m,» La,/m, €tc. jusqu’a Ly ,, on obtiendra les
espaces:

Sr—mz+ls Sr—m3+1’ AR S'r-—ms+1 ’

lesquels, entrecoupés par les hyperplans polaires des restantes quadriques fonctionel-
lement indépendantes de L,_,, donnent toujours le méme Sy ;.

Pour cela toutes les quadriques de Ly _, Ly,—y, ..., Ls,—y ont en commun le
precédent Sy, parce qu’il est conténu dans les:

Sr—m, +1> Sr—-mz+ 15+ Sr—m,-+ 1-
précédents.

Mais puisque Ly,, L,,, ..., L, forment une chaine dans L, et ce systéme ne posséde
pas d’autres quadriques fonctionellement indépendantes, il est toujour possible
a cause du lemme 1, choisir dans L,, 4, Ly, 1, ..., Ls,— 1, d quadriques linéairement
indépendantes, qui individualisent L,_,.

Mais ces d quadriques ont en commun S, , 4, il en résulte que toutes les quadriques
de L,_, possedent en commun S, comme il fallait démontrer.

Viceversa si toutes les quadriques de L,, qui passent par un point P, ont en commun
un S, ., il est évident que le point P a pour conjugué le méme Sj,, par rapport
a toutes les quadriques, qui passent par P.

Une quadrique G de L,, qui ne passe pas par P, ne contient pas S, ;. L’hyperplan
polaire de G par rapport & P ne contient pas S;,;, autrement dit P appartiendrai
a la quadrique.

Pour cela I'hyperplan coupera Sy +; selon S, par rapport a toutes les quadriques
de L,;. Cela signifie que la Jacobienne de L, est & caractéristique r — k, ce qu’il
fallait démontrer.
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Remarque. Le théoréme est valable aussi dans I’hypothése que Ly, /., Lay/my - - -
woos Lyym, (m; £ d;y i = 1,2, ..., 5) soient des systémes analogues & L,, qui satisfont
au théoréme B.

En effet L,, par le théoréeme démontré juit de la méme propriété des systémes ir-
réductibles de prémicre espéce et pour cela rien change dans la démonstration
précedente.

11 s’ensuit que le théoréme existe aussi dans I’hypothése que L; posséde une chaine
de systémes linéaires L,,,,, (m; < d;, i = 1,2, ..., s) quelconques, & condition qu’il
ne posséde pas d’autres quadriques fonctionellement indépendantes.

Nous dirons systémes irréductibles de seconde espéce, les systémes linéaires de
quadriques, qui satisfont aux hypothéses du théoréme B avec les considérations de
la Remarque précedente.

11 existe le:

Lemme 2. Considérons un systéme Ly, (m < d) de S,, qui posséde seulement
des systémes subordonnés Ly ., Liymys - Lagm, (mi < d;y i=1,2,...,5) ir-
réductibles (de prémiére on de seconde espéce), qui ne s’entrecoupent pas et éven-
tuellement p (p 2 0) quadriques fonctionellement indépendantes.

Il en résulte:
d=d, +d, +...+d;+s+p—1,

m=m; +my,+ ...+ mg+ p.

En effet, L, résulte le systéme-union des systémes donnés et des p (p = 0) quadri-
ques fonctionellement indépendantes, et pour cela sa dimension augmentée de
P'unité sera égal a la somme des dimensions des systémes subordonnés augmentés
de I'unité, et du nombre de quadriques fonctionellement indépendantes.

On aura:

d+1=(d +1)+d,+1)+...+(d+1)+p.
C’est a dire:
d=d, +dy+..+d;+s+p—1.

En outre les quadriques fonctionellement indépendantes parmi les d + 1 linéaire-

ment indépendantes, qui individualisent L;, sont: m.

Les quadriques fonctionellement indépendantes de chacun systéme sont toujours
diverses des quadriques des autres systémes, car les systémes n’ont pas des quadriques
en commun. I s’ensuit que le nombre des quadriques fonctionellement indépendantes
de tous les systemes subordonnés est donné par la somme des caractéristiques:

m; +m,; + ... + mg.

Ce nombre augmenté de p, c’est & dire du nombre des quadriques fonctionellement
indépendantes externes aux systémes, donnera le nombre total des quadriques
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fonctionellement indépendantes de L,. Il en résulte:

m=mg+m;+ ...+ m;+p,

comme il fallait prouver.

11 éxiste le:

Théoréme C. Condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme linéaire L,
de quadriques de S,, qui posséde les systémes subordonnés irréductibles (de pré-
miére ou de seconde espéce):

L ms Lipmys -0 Lagm, (M £ dyy i=1,2,...,5),

tels que les quadriques d’un systéme n’appartiennent pas aux autres, et even-
tuellement p(p = 0) quadriques fonctionellement indépendantes, soit & Jaco-
bienne de caractéristique r — k < d, c’est que les quadriques des systémes sub-
ordonnés, qui passent par un point génerique de S, constituent un L, _,, et
possédent en commun un Sy ;g4 p.

Puisque les systémes subordonnés satisfont I’hypothése du lemme 2, il s’ensuit:

@ d=d,+d, +...+d;+s+p—1
(8) r—k=m;+my,+..+m+p.
Puisque les systémes: Ly, Lu,jmss ---» Laym, Sont irréductibles de prémiere ou

de seconde espéce ils satisfont au théoréme A, ou bien au théoréme B.
Dans les deux cas par un point P de S, il passe respectivement un:
Li—12 Liy-1 o Loy
de quadriques, qui ont en commun respectivement un:
Sr—-m1+1’ Sr—m2+1’ sy Sr—m,+l .
Ces espaces par (7) se coupent dans un:

Sr—ml-—mz—--.—ms+s = Sk+s+p .

Mais puisque on peut choisir en chacun des systémes, dy, d,, ..., d, quadriques
linéairement indépendantes, on trouve que les quadriques de ces systémes, qui
passent par P forment par (8) un systéme:

Ldl +dy+eetds—1 = Ld—s—p s
dont les quadriques ont en commun S; . ,, comme il fallait demontrer.
La condition est donc nécessaire.

Elle est aussi suffisante.
En effet dans les hypothése du théoréme, supposons que par un point P de S,
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il passe un systéme L,_,_,, individualisé par des quadriques, qui appartiennent a:
Ly, jmi> Layymys -5 La,

et qui possédent en commun un S, g4 p-
Notons x la caractéristique de L.
Pour le lemme 2 il s’ensuit:

9) d=d, +dy+...+d;+s+p—1,

Img >

xX=m;+my,+ ...+ m;+p.
Puisque les systémes subordonnés sont irréductibles par un point générique P
de S, il passe respectivement un:
Ldl—-l’ Ldz—-la sy Lds—l

de quadriques, qui possédent en commun respectivement un:
Sr—-ml + 15 Sr—m;+ 15 Sr—ms+1 .

Ces espaces par (9) s’entrecoupent dans:
N

r—my—my—--—ms+s = Sr——x+s+p .

Mais de ces systtmes on peut extraire respectivement dy, d,, ..., d; quadriques
linéairement indépendantes, qui individualisent le systéme:

Ld, tdyt e tdg—1 = Ld—s—p

de quadriques, qui ont en commun S,_, ;4 -

Les quadriques, qui individualisent L,_,_, sont toutes quadriques linéairement
indépendantes, qui appartiennent aux systémes subordonnés et qui passent par P.
Mais telles quadriques possédent en commun par hypothése S5+, qui devra
coincider avec S,_ 4 p-

Il s’ensuit x = r — k, comme il fallait démontrer.

Les systémes Ly,(m < d) irréducibles de prémiére et seconde espéce ne sont pas
les seuls & jouir des propriétés exprimées par les théorémes A et B.

11 existe le:

Théoréme D. Condition nécessaire et suffisante pour que les quadriques d’un
systéme linéaire Ly, qui passent par un point P de S,, possédent en commun un S; 4
c’est que oo* cordes de la variété base du systéme donné sortent de P, en constituant
un Sy 1.

Soit un systéme linéaire L, tel que toutes les quadriques du systéme, qui passent
par un point générique P, posseédent en commun un S, ;. Les quadriques individua-
lisent un systéme L,_,. Une ultérieure quadrique de L;, qui n’appartient pas a L;_,,
entrecoupe Sy ; selon une quadrique G, de Sy, qui résulte commune 3 toutes les
quadriques de systéme donné et par conséquent elle appartient a sa variété base V.
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Une droite générique de Sy 41, qui passe par P entrecoupe G, en deux points, qui
appartiennent a V. Il s’ensuit qu’elle est une corde de V.

Puisque on peut répéter ce raisonnement pour toutes les droites de Sy+;, qui
sortent de P, il s’ensuit que par P passent oo cordes de V.

* Viceversa si oo cordes de V, variété base du systéme L,, passent par un point
générique P et constituent un S, ;, une corde générique s, choisie entr’elles, aura
deux points R et Tsur Vet pour cela sur toutes les quadriques de L,.

Mais les quadriques qui passent par P, forment un systeme L,_,, dans le quel
chaque quadrique posséde trois points P, R, S de la droite s. Donc toute la droite
appartiendra a toutes ces quadriques.

Et puisque on peut répéter tel raisonnement pour les oo cordes de V; il en résulte
que les quadriques de L,_; possédent en commun un S ; ;.

Il s’ensuit que:

Si les quadriques de L;, qui passent par P, ont en commun seulement S, en
excluant pour cela qu’elles possédent en commun un S,(h = 1) tangente en P,
la caractéristique de la Jacobienne de Ly est: r — k.

En effet notons Q le conjugué de P par rapport a R et T. Il résulte le conjugué
de P par rapport a toutes les quadriques du systéme.

On peut dire la méme chose pour chacune des oo* cordes et seulement pour elles.
Donc P résulte le conjugué d’oo® points qui constituent une variété & k dimensions.

Celle-ci ne peut pas étre qu’un S,.

En effet elle doit résulter I'intersection des hyperplans polaires de P par rapport
a chaque quadrique du systéme.

Il s’ensuit que P a pour conjugué un S, et que la caractéristique de la Jacobienne
est: r — k.

Nous dirons: systéme @ variété base co* un systéme linéaire de quadrique, qui
satisfait au théoréme D.

Ce type de systéme renferme, tous les systémes irréductibles de prémiére et seconde
espece a cause des théoremes A at B.

Mais il y a d’autres systémes de ce type.

Considerons, par example, le systéme linéaire individualisée par les quadriques,
qu’on déduit des équations:
Xo _ X1 X
x—1 - X2 N ’73
C’est & dire:
Ho(XoX2 — xf) + ﬂ1(xox3 — X;%,) + pa(xyx3 — x%) =0.
Puisque les trois quadriques sont fonctionellement indépendantes, le systéme
résulte un L,,; de S5, évidemment sans systémes subordonnés essentiels, qui toutefois
ne satisfait pas a la condition r — k < d du théoréme A.
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Mais sa variété base est la cubique de S;, d’equations parametriques:
Xo=1, x, =4, x,=2%, x;=15%.

Ses cordes remplissent tout Ss.
Il s’ensuit que tel systéme est a variété base 0o® et que par un point génerique
de S, passent co! quadriques du systéme, qui possédent en commun une droite.
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