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UBER DIE KLEINSTE SEPARATIVE KONGRUENZ
AUF EINER HALBGRUPPE

JoACHIM BRINCKMANN, Rostock

(Eingegangen am 23. Dezember 1983)

1. EINLEITUNG

Wir nennen eine Halbgruppe S separativ, wenn aus x* = xy = y* stets x = y
folgt. Eine Halbgruppe heiBt linksseparativ (rechtsseparativ), wenn aus x> = xy
und p? = yx (x*> = yx und y? = xy) stets x = y folgt. Ist die Faktorstruktur S/R,
wobei R eine auf der Halbgruppe S definierte Kongruenz ist, separativ (linksseparativ
bzw. rechtsseparativ), so nennen wir die Kongruenz R separativ (linksseparativ
bzw. rechtsseparativ). Eine Kongruenz R heiBt kleinste separative Kongruenz auf
einer Halbgruppe S, wenn aus (a, b) € R stets (a, b) € R’ fiir jede beliebige separative
Kongruenz R" auf S folgt.

In [3] wird eine Relation Q mit
(a, b) € Q < Es gibt eine positive ganze Zahl n mit
a"t!' =a"h und b"*! = b"a.

definiert und gezeigt, daB Q die kleinste separative Kongruenz auf einer kommuta-
tiven Halbgruppe ist. Chrislock 16ste dieses Problem in [2] fiir mediale Halbgruppen.
N. P. Mukherjee definierte in [6] eine Relation Q* mit

(a, b) € 0* <> Es gibt eine positive ganze Zahl n mit
an+1 — ban Urld bn+1 — abn.

und zeigte, daBl Q* auf einer quasikommutativen Halbgruppe die kleinste separative
Kongruenz ist. Mit der Relation R;:

(a, b) € R, < Es gibt eine positive ganze Zahl n mit
unb — an+1 — ban und abn — bn+1 — b"a .

wurde das gleiche Problem fiir Duo-Halbgruppen von B. Pond¢li¢ek [9] gelést:
Fast zur gleichen Zeit zeigte R. Strecker [13], daB die Relation R, die kleinste sepa-
rative Kongruenz auf einer x-kommutativen Halbgruppe ist. A. Nagy zeigte, daB
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die Relation R,:
(a, b) € R, < Es gibt eine positive ganze Zahl n mit

abn — bn+1 = an+1 — ba".

in einer vollstindig symmetrischen Halbgruppe [7] und die Relation R, in einer
schwach-kommutativen Halbgruppe [8] die kleinste separative Kongruenz ist. In [1]
wurde dieses Problem vom Autor allgemeiner behandelt und auf potenzverbundene
Halbgruppen angewendet. Die kleinste separative Kongruenz R ist in diesem Fall:

(a, b) € R <> Es gibt eine positive ganze Zahl n mit
a" = b" und an+l — bn+1 i

Beziehungen zwischen den Relationen Q, Q* Ry, R,, R und anderen Relationen
sowie einige Eigenschaften dieser Relationen werden im Abschnitt II behandelt.
Im Abschnitt ITI werden wir die grundlegenden Sitze dieser Arbeit beweisen, daB
z.B. die Relation Q kleiner als jede andere linksseparative Kongruenz auf einer
beliebigen Halbgruppe S ist. Indem wir im Abschnitt IV das Radikal einer Halb-
gruppe einfiihren, leiten wir aus den Satzen des Abschnittes III notwendige und
hinreichende Kriterien dafiir her, daB3 z. B. die Relation Q die kleinste linkssepara-
tive Kongruenz auf einer Halbgruppe ist. Folgerungen und Anwendungen hieraus
werden im Abschnitt V abgehandelt.

II. SEPARATIVE AQUIVALENZRELATIONEN

Wir behalten im folgenden die Bezeichnungen fiir die in der Einfithrung aufgelisteten
Relationen bei. Die Abkiirzung ,,\/n e N*:* wird fiir die Aussage ,,Es existiert eine
positive ganze Zahl n mit:* stehen.

Satz 2.1. Es sind folgende Aussagen dquivalent:

(i): (a, b)eR.

(ii): VreN*:a"*! = b"*! = g"b.

(ili): VneN*:a""!' = a"h = ba" = b"*! = b"a = ab".

(iv): Vh,keN":a" = b* und a"*' = p**1,

Beweis. (i) <> (ii) ist klar.
(ii) <> (iii) folgt wegen

ban+l — bn+2 — an+1b — a(a"b) — an+2 — abn+1 — b"“a.
(iii) < (iv) gilt wegen
an+2 — bn+1a — b(bna) — bn+2 i

(iv) <> (i): Wegen (iv) gelten die Gleichungen

¢ 3 + k
ah — bl\’ ah+1 — bk+1’ ah+1 — ahb, bk 1 b(l.
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Hieraus folgen die Beziehungen:

(1) a"bFtl = prghtt

) a"bFY = (a"b) b* = @'t ipbET = MR = = gh TRt
3) bra"* 1 = (b*a) a" = B*tiah = ... = phTRHL

(4) @R itk phtI(phg) = iRt

Wegen der Gleichungen (1) bis (4) gilt (a, b) € R.
Folgerung 2.1. Es gilt R = R, = R,.
Folgerung 2.2. Es gilt Q n Q* = R.
Folgerung 2.3. Aus a" = b" und a"** = b"*! folgt a"*" = b"*" fiir alle r e N.

Satz 2.2. In jeder Halbgruppe S sind die Relationen Q, Q* und R Aquivalenz-
relationen. :

Beweis. Wir beweisen den Satz zunichst fiir die Relation Q. Reflexivitat und
Symmetrie von Q sind klar. Die Transitivitit von Q folgt aus: Gelte (a, b) € Q und
(b, ¢) € Q. Dann existieren positive ganze Zahlen m und n mit

(5) an+l = a"b, bn+1 — b"a, cm+1 — Cmb , bm+1 — me.

Ohne die Allgemeinheit zu beschrianken, konnen wir n = m setzen. Damit folgt aus
den Gleichungen (5)

a2n+1 — anan+1 = a"a"b = an—lan+1b = an—lanbz = ... = anbn+1 —
— anbnc — anbbn—-lc = an‘(*lbn--lC = — aan
und
cZn+1 — can = ... = cnbn+1 = cnbna = ... = cl'la .

Also gilt (a, ¢) € Q. Die Transitivitit von Q* folgt analog. Wegen Folgerung 2.2 ist
dann auch R transitiv.

Definition 1. Wir nennen eine Relation ¢ separativ (linksseparativ bzw. rechtssepa-
rativ), wenn aus a” ¢ ab ¢ b* (a® ¢ ab und b* ¢ ba bzw. a® ¢ ba und b* ¢ ab) stets
a o b folgt.

Satz 2.3. R is eine separative Aquivalenzrelation.

Beweis. Gelte a® R ab R b%. Dann folgt aus a? R b? -

VI’IEN+Z a2n — b2n und a2n+2 — b2n+2 , N
und aus a® R ab

VmeN*:a*" = (ab)" und a*""? = (ab)"*'.
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Wegen Folgerung 2.3 erhalten wir damit
b2n+2 — a2n+2 — (ab)n+l — (ab)" ab = a2n+1b .
Wegen Satz 2.1 erhalten wir damit (a, b) € R.

Satz 2.4. Die Aquivalenzrelation Q ist separativ und linksseparativ.

Beweis. Da aus a*> Q ab und b* Q ba sofort a Q b folgt, ist Q linksseparativ.
Wir zeigen nun, daB Q auch separativ ist. Aus a* Q ab Q b? folgen die Gleichungen

a2n+2 — a2n+1b und b2u+2 — bZnaZ
fiir ein n € N*. Damit gilt
b4n+2 — b2ub2n+2 — b2nb2na2 — b2n—2b2n+2aZ —
— b2n-2b2na4 = ... = bZna2n+2
Damit folgen die Rechenschritte
b4n+3 — b2na2u+2b — b2"02"+3 — (bZnaZ) aZna — b2u+202na —
— bZ(bZ:raZ) aZn—Za — b2n+4a2n—la = .. = b4n+2a
Also gilt (a, b)e Q.
Den folgenden Satz mit der dualen Relation Q* kann man analog beweisen.
Satz 2.5. Die Aquivalenzrelation Q* ist separativ und rechtsseparativ.
J. R. Chrislock bestimmt in der Arbeit [2] auch die kleinste Kongruenz, die sowohl

links- als auch rechtsseparativ ist. Wir greifen hier diesen Gedanken auf.

Definition 2. (a, b) € T<> Es existieren positive ganze Zahlen h, k mit o"*¢+1 =
— ahbak und bh+k+1 — bh(lbk.

Folgerung 2.4. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i): (a,b)eT.
(ii): VneN™: a®>*! = g"ba" und b**' = p"ab".
(iii): Vh, k,neN*: a"***! = a"ba* und b**m+1 = pmab".

Beweis. Aus (i) folgt (ii) durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von a.
(ii) <> (iii) ist trivial. (iii) < (i): Sei i = max (h, n) und j = max (k, m), dann gilt
a ™t = g'ba’ und bTI*L = piabl,

Satz 2.6. Die Relation T ist separativ, linksseparativ und rechtsseparativ.
Beweis. Aus x* Txy und p* T yx folgt nach (ii) aus Folgerung 2.4:

x4m+2 — x2m+1yx2m und y4n+2 — ylrl+lxy211
mit m, ne N*. Nach (iii) aus Folgerung 2.4 gilt damit (a, b)e T. Der Nachweis
der Rechtsseparativitdt ist analog. Zu zeigen bleibt die Separativitit von T. Sei
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x> Txy T y*. Dann gilt: Es existieren n, me N* mit

4n+2 2n+1 2n 4m+2

X = x¥*1yx?" und y mtl

= y¥"xy
Also ist T separativ.

ITII. SEPARATIVE KONGRUENZEN

In diesem Abschnitt werden die im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Aqui-
valenzrelationen in Beziehung mit links-, rechts- bzw. separativen Kongruenzen auf
einer beliebigen Halbgruppe gesetzt.

Bemerkung 1. Jede linksseparative (rechtsseparative) Kongruenz ¢ auf einer
Halbgruppe S ist separativ. Damit ist insbesondere jede linksseparative Halb-
gruppe auch separativ.

Beweis. Gelte a”? g ab ¢ b? in S. Daraus folgen die Beziehungen
a* o (ab)? ¢ ab*a = abba
und _
(ba)* = baba ¢ ba* ¢ baab .
Wegen der Linksseparativitit von ¢ folgt hieraus ab ¢ ba. Damit gilt a? ¢ ab und
b2 o ba, woraus wir a ¢ b erhalten.
Satz 3.1. Fiir eine beliebige separative Kongruenz ¢ folgt aus a" o b" und
a"t o b"*! mit ne Nt die Beziehung a g b.

Beweis. Wir zeigen, dal} aus

(1) ab"gb”aga"“gb"“
die Beziehung
(2) abn~1 0 bn—lag a"Q bn

folgt. Wegen (1) gilt
(babn—l)z — b(l(bn(l) bu—l Q(bab"“‘) bn+l Q(bn+1)2 X
Hieraus folgt wegen der Separativitit von o
(3) babn—l 0 bn+1 .
Mit den Beziehungen (3) und (1) erhalten wir fiir n > 2
(abn~l)2 — abn—Z(babn—l)Q(abn—l) an (bn)z .
Also gilt
4) ab" g b
Mittels (3) und (1) folgt
(bn~1ab)2 — b””ab”ab — bn—Z(babn—l) babg bZnabQ(bn+l)2 —
— bn—lbn+ le 0 (b”“’ab) bn+1 X
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Also ist b" " 'ab ¢ b"*!. Wenden wir diese Beziehung an, so erhalten wir

(bn—la)Z — (bn—-lab) bn~2a 0 b"_l(b"a)g(b”)z Q(bn—la) b
und damit
(5) b" lagb".
Aus (1) folgt durch Multiplikation mit a"~*
aZ"Q a”b"g b"a"g bnaan—l ) bn+1an~1 0 b(b"a) (l"_ZQ bn+2au—2 0...0 b2n i
Also gilt a” ¢ b". Aus (4), (5) und a" ¢ b" folgt (2).
Im néchsten Schritt folgt mittels analoger Rechnung aus (2) die Beziehung
abn—Z 0 bn*ZaQan—l 0 bn—l
und nach weiteren (n — 3)-Schritten
ab o ba o a® o b?.
Da ¢ separativ ist, folgt hieraus a g b.
Folgerung 3.1. Die separative Aquivalenzrelation R ist in jeder auf der Halb-
gruppe S definierten separativen Kongruenz enthalten.
a41

Satz 3.2. Fiir eine beliebige linksseparative Kongruenz ¢ folgt aus a
und b"** ¢ b"a mit n e N* die Beziehung a g b.

oa'b

Beweis. Mit der Voraussetzung des Satzes gilt

(babn—l)Z — ba(b"a) bn—l Q(babn—l) bn+1
und
(bn+ 1)2 — b2bn+1bn—1 0 bn+l(babn‘1) .

Aus den letzten beiden Beziehungen folgt wegen der Linksseparativitat von o:
(6) bab" 1o b"* 1.

Mittels einer analogen Rechnung erhalten wir

(7) aba""'oa"*tt.

Fiir n = 2 erhalten wir mittels (7) ‘

(anf]b)l — an~2(abanfl) bQ an—l(anb)gan—2au+1ag(an—lb) a"
und
an(an—lb) — an—l(anb) ) (an)l .

Da ¢ linksseparativ ist, folgt hieraus
(8) a"oa""'b.
Mittels einer analogen Rechnung erhalten wir

(bn—la)z Q(b"hla) b" und (bn)ZQ bn(bn—la)
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und damit
(9) bn 0 bn—la X
Nach (n — 2)-Schritten erhalten wir aus den Beziehungen (8) und (9)

a’oab und b%gba
und damit a ¢ b.

Folgerung 3.2. Die linksseparative Aquivalenzrelation Q ist in jeder auf einer
Halbgruppe S definierten linksseparativen Kongruenz enthalten.

Folgerung 3.3. Die Aquivalenzrelation R ist in jeder auf einer Halbgruppe S
definierten linksseparativen Kongruenz enthalten.
Analog zum Satz 3.2 gilt der folgende Satz.

n+1 n

Satz 3.3. Fiir eine beliebige rechtsseparative Kongruenz ¢ folgt aus a
und b"" ' g ab" mit ne N* stets a g b.

o ba

Folgerung 3.4. Die rechtsseparative Aquivalenzrelation Q* ist in jeder auf einer
Halbgruppe S definierten rechtsseparativen Kongruenz enthalten.

Folgerung 3.5. Die Aquivalenzrelation R ist in jeder auf einer Halbgruppe S
definierten rechtsseparativen Kongruenz enthalten.

Satz 3.4. Ist g eine linksseparative und rechtsseparative Kongruenz, so folgt aus
PR o brab® und o't a"ba stets a o b.

Beweis. Wegen der Voraussetzung des Satzes gilt:
(bh~1abk)2 — bh~ labk~ l(bhabk) 0 (bh— labk) bh+k
und
(bh+k)2 0 (bh+k) bh— labk .

Wegen der Linksseparativitit von g folgt hieraus

(10) blz+k 0 bh—labk .
Analog erhalten wir '
(11) ah+k 0 ah—lbak .

Nach (h — 2) analogen Rechnungen bekommen wir die Bezichungen
b**2 9 bab* und a**? g aba*.

Mit Hilfe dieser Bezichungen gilt

(abk)z 0 abk—lbk+2 — (abk) bk+1
und

bk+ l(abk) — bk(babk) 0 (bk+1)2 ,
woraus wegen der Linksseparativitit von ¢
(12) b**1 o ab
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folgt. Analog folgt auch die Beziehung
(13) a**1 g ba*.

Da ¢ rechtsseparativ ist, folgt aus den Beziehungen (12) und (13) wegen des Satzes
3.3 die Beziehung a ¢ b. Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Folgerung 3.6. Die linksseparative, rechtsseparative und separative Relation T
ist in jeder auf einer Halbgruppe S definierten links- und rechtsseparativen
Kongruenz enthalten.

1V. DAS RADIKAL EINER HALBGRUPPE

Das Radikal einer Halbgruppe S wurde von H.-J. Hoehnke [4] eingefiihrt. H.
Seidel gab in seiner Arbeit [ 12] fiir das Radikal rad S einer Halbgruppe S die folgende
Charakterisierung:

Es gilt (a, b) erad S < Zu jedem s e S existieren natiirliche Zahlen i,j, k, I > 0
mit

(1) (as)'a = (as) b und (bs)a = (bs)'b.

In den obigen Gleichungen (1) kann nach H.-J. Hoehnke [5] i = j = k = I gewéhlt
werden.

Das Radikal rad S ist in jeder Halbgruppe eine Kongruenz. Dual zum Radikal
rad S 148t sich in jeder Halbgruppe S eine Kongruenz (rad S)* definieren:
(a, b) e (rad S)* <> Zu jedem s € S existiert eine natiirliche Zahl n > 0 mit

a(sa)’ = b(sa)" und a(sb)" = b(sb)".
Dann ist auch
rad S = rad S n (rad S)*
eine Kongruenz in jeder Halbgruppe S.

Zwischen den in den vorhergehenden Abschnitten behandelten Relationen und
in diesem Abschnitt definierten Kongruenzen bestehen folgende Beziehungen:

(2) RcsQcT, RcQ*<T, Q=2rads,
Q* 2 (rad S)*, R2radS.

Satz 4.1. In einer Halbgruppe S sind folgende Aussagen dquivalent:
(i): Q ist linkscompatibel.
(ii): Q ist compatibel.
(iti): Q = rad S.
(iv): rad S ist die kleinste linksseparative Kongruenz auf S.
(v): S/rad S ist das maximale homomorphe Bild von S, welches linksseparativ
ist.

Beweis. Sei (a,b)e Q und s ein beliebiges Element aus S. Dann existiert ein
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neN* mit
(sa)*! = (sa)*sb und (sb)'*' = (sb)"sa,

wenn Q linkscompatibel ist. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
as(as)' a = as(as)" b und bs(bs)" b = bs(bs)" a .

Also gilt (a, b) e rad S. Deshalb ist (i) <> (ii) <> (iii). (iii) = (iv) gilt wegen Folgerung
3.2 (iv) = (iii) gilt wegen (2) und Folgerung 3.2. (iv) <> (v) gilt wegen des Prinzips
vom maximalen homomorphen Bild eines gegebenen Typs [3].

Analog gilt auch die duale Aussage zu Satz 4.1:

Satz 4.2. In einer Halbgruppe S sind folgende Aussagen dquivalent:
(i): Q* is rechtscompatibel.
(ii): Q* ist compatibel.
(iii): Q* = (rad S)*.
(iv): Q* ist die kleinste rechtsseparative Kongruenz auf S.
(v): S/(rad S)* ist das maximale homomorphe Bild von S, welches rechtssepara-
tiv ist. '

Folgerung 4.1. Q ist genau dann die kleinste linksseparative Kongruenz auf einer
Halbgruppe S, wenn Q = rad S gilt.

Die entsprechende duale Aussage gilt auch.

Wenden wir die Folgerung 4.1 als ein Kriterium an, so brauchen wir wegen (2)
nur die Beziechung Q < rad S nachzupriifen.

Eine Halbgruppe S heif3t radikalfrei, wenn aus (a, b) € rad S stets a = b folgt.

Satz 4.3. Ist S eine Halbgruppe, in der Q = rad S gilt, so sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i): (a, b) e Q impliziert a = b.

(ii): Die Halbgruppe S ist linksseparativ.

(iil): S ist radikalfrei.

Beweis. (i) <> (iii) ist trivial. (i) = (ii): Gelten fiir beliebige a, b € S die Beziehun-
gen a® = ab und b* = ba, so folgt daraus (a, b) € Q. Wegen (i) gilt deshalb a = b.
Also ist S linksseparativ. (i) = (i) folgt unmittelbar aus dem Satz 4.1.

Satz 4.4. Eine Halbgruppe S, in der Q* = (rad S)* gilt, ist genau dann rechts-
separativ, wenn aus (a, b) € Q* stets a = b folgt.
Der Beweis dieses Satzes und die Beweise der nichsten beiden Satze verlaufen
ahnlich den Beweisen entsprechend vorangegangener Satze.
Satz 4.5. In einer Halbgruppe S sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i): R ist compatibel.
(ii): R = rad S.
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(iii): R ist die kleinste separative Kongruenz auf S.
(iv): S|R ist das maximale homomorphe Bild von S, welches separativ ist.

Satz 4.6. Eine Halbgruppe S, in der die Beziehung R = rad S erfiillt ist, ist
genau dann separativ, wenn aus (a, b) e R stets a = b folgt.

Satz 4.7. In einer Halbgruppe S sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i): @ =rads.
(i) Q =R=radS =rad S.
(iii): R ist die kleinste separative und die kleinste linksseparative Kongruenz
auf S.
Beweis. Mit (i) und (2) erhalten wir Q = rad S € R < Q, woraus Q = rad S =

= R folgt. Wegen rad S < rad S < Q erhalten wir damit (ii). Aus (ii) folgt wegen
Satz 4.5 die Aussage (iii). Wegen (2) und Folgerung 3.2 gilt Q = R. Mit Hilfe des

Satzes 4.5 folgt damit Q = rad S.

Der hierzu duale Satz lautet:

Satz 4.8. In einer Halbgruppe S sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i): 0* = rad S.
(ii): 0* =rad S =rad S = R.
(iif): R ist die kleinste separative und die kleinste linksseparative Kongruenz
auf S.
Eine Folgerung aus den Sitzen 4.3 und 4.4 ist der folgende Satz.

Satz 4.9. Gilt in einer Halbgruppe S die Beziehung Q = R (Q* = R), so sind die
Aussagen
(i): S ist separativ.
(ii): S ist linksseparativ (rechtsseparativ).
dquivalent.

Satz 4.10. In einer Halbgruppe S sind die Aussagen
(i): Q= Q* =radS. .
(ii): 0 = Q* = R =rad S = (rad S)* = rad S.
(il): R ist die kleinste separative, kleinste linksseparative und die kleinste rechts-
separative Kongruenz auf S.
dquivalent.

Beweis. Zunachst erinnern wir daran, daB nach Folgerung 2.2 die Beziehung
R = Q n Q* gilt. Wegen Satz 4.2 folgt dann Q* = (rad.S)* und damit die Aussage
(ii). Aus den Sitzen 4.1, 4.2 und 4.5 folgt die Aussage (iii). Nach (2) gilt R = Q.
Aus (iii) und Folgerung 3.2 folgt aber @ < R. Alsoist R = Q. Analog folgt R = Q*.
Mit Hilfe von Satz 4.1 erhalten wir hieraus die Aussage (i).

Folgerung 4.2. Ist in einer Halbgruppe S die Relation Q die kleinste linkssepara-
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tive Kongruenz und die Relation Q* die kleinste rechtsseparative Kongruenz
auf S, so ist die Relation R die kleinste separative Kongruenz auf S.

Beweis. Aus Q = rad S und Q* = (rad S)* folgt R = rad S.

Folgerung 4.3. Gilt in einer Halbgruppe S die Beziehung Q = Q* = rad S,
so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i): S ist separativ.
(ii): S ist linksseparativ.
(iii): S ist rechtsseparativ.
Wir nennen eine Halbgruppe S radikal, wenn fiir alle Paare (a, b) mit a,be S
gilt: (a, b)erad S.

Satz 4.11. Gilt in einer Halbgruppe S die Beziehung Q = Q* = rad S, so ist
die Halbgruppe genau dann radikal, wenn S nilpotent ist.

Beweis. Aus Q = Q* =rad S folgt,daB R = rad S gilt. Ist S radikal, so ist S potenz-
verbunden. (Eine Halbgruppe S heiBt potenzverbunden, wenn fiir beliebige a, b e S
natiirliche Zahlen h und k existieren mit a" = b*.) Nach [1] gilt, daB eine potenz-
verbundene Halbgruppe genau dann radikal ist, wenn sie nilpotent ist. Andererseits
ist jede nilpotente Halbgruppe radikal [10].

V. ANWENDUNGEN

1°. Die in der Einleitung dieser Arbeit zitierten Beispiele lassen sich mit Hilfe der
Sitze aus dem Abschnitt IV leicht iiberpriifen bzw. erginzen (s. z.B. 3°).
2°. Anwendung auf eine Exponentialhalbgruppe

Definition 5.1. Eine Halbgruppe S heilit exponential, wenn fiir alle a, b € S und
alle n e N gilt: (ab)" = a"b".
Man erkennt sofort, dal die Relation R nach Satz 2.1 (iv) compatibel ist. Wegen Satz
4.5 folgt deshalb

Satz 5.1. In einer Exponentialhalbgruppe S ist R die kleinste separative Kon-

gruenz auf S. e

Folgerung 5.1. In einer separativen Exponentialhalbgruppe S folgt aus (a, b) € R
stets a = b. '
3°: Rechts (links) schwach-kommutative Halbgruppen

Definition 5.2. Eine Halbgruppe S wird rechts (links) schwach-kommutativ
genannt, wenn fiir alle a, b € S ein x € S und ein k e N existieren, so da3 (ab)" = xa
((ab)* = bx) gilt [11].

Hilfssatz 5.1. Ist S eine rechts schwach-kommutative Halbgruppe und a,be S,
so existieren zu jedem ne N* ein x € S und ein m e N* mit (ab)" = xa".
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Der Beweis dieses Satzes findet man fiir links schwach-kommutative Halbgruppen
bei B. Pondgli¢ek [9]. Fiir rechts schwach-kommutative Halbgruppen verlduft der
Beweis analog.

Satz 5.2. In einer rechts schwach-kommutativen Halbgruppe S ist Q die kleinste
linksseparative Kongruenz auf S.

Beweis. Wir zeigen Q = radS. Aus (a,b)e Q folgt: VneN*:a"*' = a"b
und b"*! = b"a. Wegen Hilfssatz 5.1 gilt: Zu jedem a € S, zu jedem se S und zu
beliebigen n € N* existieren x € S und m e N* mit (as)” = xa". Also gilt

xa"a = (as)" a = xa"b = (as)" b
und analog erhdlt man
(bs)'a = (bs)' b
fiir ein i e N*. Wegen Folgerung 4.1 ist damit dieser Satz bewiesen. Analog beweist
man den

Satz 5.3. In einer links schwach-kommutativen Halbgruppe S ist Q* die kleinste
rechtsseparative Kongruenz auf S.

Definition 5.2. Eine Halbgruppe S heilit schwach-kommutativ, wenn fiir allea, b € S
ein ne N* und x, y € S mit (ab)* = xa = by existieren.

Folgerung 5.2. In einer schwach-kommutativen Halbgruppe ist Q die kleinste
rechtsseparative, Q* die kleinste linksseparative und R die kleinste separative
Kongruenz auf S.

Beweis. Anwendung der Sitze 5.2, 5.3 und Folgerung 4.2.
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