Czechoslovak Mathematical Journal

Peter Volkmann
Equations différentielles ordinaires dans les espaces des fonctions bornées

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 35 (1985), No. 2, 201-211

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102011

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1985

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102011
http://dml.cz

Czechoslovak Mathematical Journal, 35 (110) 1985, Praha

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES DANS
LES ESPACES DES FONCTIONS BORNEES

PETER VOLKMANN, Karlsruhe

(Regu le 12 mai 1983)

I. INTRODUCTION

Considérons I’espace de Banach
L(4) = (5] = (5 %, s, 5] = sup s, < oo}
I’ensemble d’indices A étant arbitraire. A 'aide du cone
15(A) = {x| x € 14(A4), x, = 0 (ne A)}
nous introduisons une relation d’ordre sur /,(A4), c.-a-d.
xSyey-xeli(d)  (xyeld4).
Avec ces no ations nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1. Soient T > 0, a € [ ,(A) et V = I (A) un voisinage de a. Soit en outre
f:[0, T] x V> 1(A) une fonction continue telle que

(1) f(t, x) < f(1, p) 0Lt T, x,yeV; x<y).
Alors le probléme de Cauchy
(%) u(0) =a, u' = f(t, u)

posséde une solution u: [0, Ty] — [,(A) (o 0 < Ty £ T).

Ce théoréme devient faux si 'on omet I'hypothése de monotonie(1)(voir A. Cellina
[1] pour un contre-exemple). Le théoréme 1 sera démontré ici & partir d’un résultat
plus abstrait, qui contient également un théoréme analogue pour les équations inté-
grales de Volterra et qui peut étre considéré comme une conséquence simple d’un
théoréme de point fixe de Birkhoff ([18], p. 125). Ensuite nous comparerons le
théoreme 1 avec des théorémes d’existence connus (voir les livres de K. Deimling [2],
V. Lakshmikantham et S. Leela [7], R. H. Martin [10] ainsi que les articles [14],
[15] de I'auteur).
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2. UN RESULTAT ABSTRAIT

Si M = 0, soit
Ly = {u] [0, T] ~ 1 (A), u(s) — u()] < Mls - o] (5, e [0, 7]}
En définissant u; < u, (u,, u, € Ly) par les inégalités
u () Suy(t) (05t=T),
on obtient une relation d’ordre sur L.
Théoréme 2. Soient M = 0 et ¢: Ly, — L, une fonction croissante, c.-d-d.
uy Suy=>duy < du,  (ug,u,ely).
Supposons que v, w € Ly, satisfassent aux conditions
(2) vE=w, VP, wzdw.
Alors il existe u € Ly tel que ‘
3 v

Démonstration. D’apres les hypothéses, I'ensemble

IIA

usw, u=9ou.

Q={w|weLy, v= 0, o2 dn}

n’est pas vide. On voit facilement que

(4) Q) c Q.
Toute fonction w: [0, T] — [,(A4) de Q est de la forme w(t) = (w,(t)),es> O les
0, [0, T] > R

satisfont a la condition de Lipschitz
j0,(5) ~ w,(0] = Mls — | (s, 1[0, 7]).
A cause de cela (et en tenant compte du fait w > v) les quantités

u,(t) = infw,(t) (ned, 0
we

IIA

t<T)

existent. En posant

lIA

T),

u(t) = (u;t(z))ueﬁ' (0=t

on obtient donc une fonction u: [0, T] — 1,(A) telle que

(%) uely, v=usw.
De

(6) . uso (weQ)

il résulte

dusdo=sow (weQ),
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d’ou
(Pu), () £ 0,(t) (0e®, ped, 0t<T),

donc

(Pu), (1) S uy(t) (ned, 0=t<T),
c.-a-d.
(7) du<u.

En tenant compte de (5), on voit donc que u € Q. D’aprés (4) on a aussi du € Q,

d’ou (en vertu de (6))
u< du.

Cette inégalité et les formules (5), (7) montrent que u satisfait aux conditions (3).

3. EQUATIONS INTEGRALES DE VOLTERRA
Si ue A, soit
K,: [0, T] x [0, T] x [,(4) > R
une fonction continue telle que
K, (2 s, XEM < oo (s,1€[0, T]; x€ly(A))
(M indépendant de p) et
K,(t,s,x) S K,(t,5,5) (s,1€[0, T]; x, y el (4); x £ ).

Soit @ = (a,),eq € l(4), et posons
t

(Pu), (1) = a, + J K,(t,s,u(s))ds (ueLy, 0=t

0

IIA

7),

(@) (1) = (9u), (Mpes (we Ly 0 1 < T).

On obtient une fonction croissante @: Ly, — L,,, et le théoreme 2 fournit donc un
théoréme d’existence pour les équations intégrales de Volterra. Le cas. particulier

K, (t,8,%) = f(s,x) (ned; s, te[0, T]; xel,(A))

correspond au probléme de Cauchy ().

4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Pour y,zel,(A), y < z, soit
[v,z] = {x|xely(4), y < x < z}.
De plus, s0it p = (P,)uea € lo(A) défini par
p,=1 (neA).
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Alors la boule fermée
S(x;0) = {y|yelu(A), |y = x| < o}
de centre x € [,(A) et de rayon ¢ > 0 n’est autre que
S(x;0) = [x — ep, x + ¢p] -
Or, pour démontrer le théoréme 1, on peut supposer que
(8) [f(Lx)] sM<ow (0Zt<T xeV).

(Dans le cas contraire il suffit de remplacer V par un voisinage plus petit.) De plus,
on peur choisir V de la forme
V=1[b,c],

ol b=a—gp, ¢c=a+gp, ¢ >0 (donc b < ¢). La fonction P:[,(A4)— [b,c]
définie par

b, (x.=b,)
(Px), =<x, (b, =x,=Z¢,) (xel,(A4), neA)
Cu (Cu = xu)

est une projection continue et croissante. A cause de cela, en utilisant la formule
flit,x)=f(t,Px) (0=t=< T, xel,y(A)),
la fonction f: [0, T| x [b, ¢] - I,(A) peut étre prolongée en une fonction continue
F:10, T] x 1(A) = 1,(A),

et cette nouvelle fonction satisfait aussi aux conditions (1), (8) (avec V remplacé
par I(A)). Le procédé que nous venons de décrire permet de se limiter dans ce qui
suit aux fonctions f bornées, définies partout dans [0, T| x [(A).

Maintenant les formules
(Pu), (1) = a, + J‘Ifu(s, u(s))ds (ueLy,ped, 0=t =<T)
définissent une fonction croissZnte ®: Ly, — L. En observant que les fonctions
vit)y=a—Mip, wit)y=a+ Mtp (0St=<T)

appartiennent & L, et satisfont aux conditions (2), le théoréme 1 devient une con-
séquence immédiate du théoreme 2.

Le théoréme suivant est une variante du théoréme 1.

Théoréme 3. Soient T > 0, 4 réel, a el (A) et f:[0, T] x [,(4) > I,(A) une
fonction continue, bornée, telle que

9) fty)=flt,x)2 =4y —x) (0O t=T; x,yely(A); x <y).

Alors le probléme de Cauchy (x) posséde une solution u: [0, T| — 1,(A).

204



Démonstration. En posant
g(t, x) = e*f(t,e™x) + Ax (0 =1 < T, xely(4)),

on obtient une fonction g: [0, T] x I,(4) - I,(A4) continue, localement bornée,
telle que

9(t,x) = 9(t,y) OSt=T x,yel,(4); x<y).
Drapres le théoréme 1 il existe une solution v: [0, T — I,(A) du probléme de Cauchy
v0)=a, v =g(tv).
Alors la fonction u(t) = e *(t) (0 < ¢ < T) est une solution du probleme ().

5. EXEMPLE DE DIEUDONNE

Dans ce paragraphe nous nous bornons au cas 4 = N = {1,2, 3, } Nous
écrivons brievement

lo = Io(N) = {x | x = (x,)upy suite bornée} ,
et nous introduisons le sous-espace fermé

¢o = {x|xel,, limx, = 0}

de I,. La fonction B
2 (£z4)

(10) (&) =3¢ 0=¢<4) (¢eR)
0 (¢<0)

est bornée, croissante et uniformément continue. Les formules
1
fux) = - + o(x,) (neN, xel,),

f(x) = (e (x€ 1)

définissent donc une fonction

file =1,
bornée, croissante et uniformément continue. On voit facilement que
(11) fleo) S ¢
11 est clair que le probléme de Cauchy
(12) u(0) =0, u' = f(u)
posséde une solution (unique) u: [0, T] — I, mais selon J. Dieudonné [3]
(13) u(t)¢e, (0<t=T).

De 13 on obtient les deux observations suivantes.
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1ére observation. Le théoréme de M. Nagumo [11] sur I'existence des solutions
d’une équation différentielle ordinaire dans un ensemble fermé ne peut pas étre
étendu au cadre des théorémes 1,3. (Nagumo considére les équations différentielles
dans I'espace E = R"; le cas d’'un espace de Banach E arbitraire avait été traité
notamment par R. H. Martin [8], [9], et par l'auteur [13]; voir aussi les livres cités
plus haut). En effet, en vertu de (11) la fonction f considérée ici satisfait évidemment
a la condition de Nagumo

lim L dist(x + hf(x),co) =0 (xeco)
KO B

(ou dist (y, ¢o) = inf |y — z|| (y € 1,)), mais le probléme de Cauchy (12) n’admet
ZECO

aucune solution u: [0, T] — c,.

2e observation. Il existe une suite (u*).y de solutions approximatives du
probléme (12) n’ayant aucune sous-suite uniformément convergente. En effet, en
vertu de (11) il existe une suite

(14) W [0, T] - co

de fonctions continues telles que
max |lu¥(t) — J fWX(s))ds| = 1 (keN).
0St<T o k

Pour une sous-suite (#*"),,.y uniformément convergente sur [0, 7] on aurait
() > ut) (m—> o0, 0St<T)
(ou u:[0, T] - I, représente la solution de (12)), ce qui contredit les formules
(13), (14).
6. UNE MODIFICATION DE L’EXEMPLE DE DIEUDONNE

Soit
10, T] x 1,,(A) = 1,(4)

une fonction bornée, satisfaisant aux hypothéses du théoréme 1. Soit v°: [O, T] —
— I,,(A) une sous-fonction du probléeme (x), c.-a-d.

°(0) < a, %uo(t) Sf(0%) (0=2t<T),
et posons

(15) o) = a + j fsvi(s)ds (neN, 05 < T).
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Supposons de plus qu’il existe une constante « tel que
(16) «f([0, T] x B)) < k«(B) (B < I,(A), Bborné),

ou o désigne la mesure de non-compacité de C. Kuratowski [6]. Dans ces conditions
la suite des fonctions (15) converge vers une solution u: [0, T] — I,,(4) du problé-
me (*),

() > u(t) (n—> o0, 051 <T),
la convergence étant uniforme sur [0, T'] (voir S. W. Du et V. Lakshmikantham [4],

ou I’on trouve aussi un théoreme analogue pour les fonctions f satisfaisant a la con-
dition (9) dans les espaces de Banach ordonnés par un cone normal).

Donnons un exemple d’une fonction f (bornée et satisfaisant aux hypothéses du
théoréme 1) n’ayant pas la propriété (16), et d’une suite de la forme (15) ne con-
vergeant pas uniformément vers une solution du probléme (*) (v" sera une sous-
fonction de ce probléme): Soient T = 2, 4 = [0, 1],

a= (“)#6[0,1] € Ioo([o’ 1]) >

et soit f: 1,,([0, 1]) = 1,([0, 1]) définie par
fx) = o(x,) (re[0,1], xe ([0, 1])),

ou ¢ signifie la fonction (10). Le probléeme de Cauchy correspondant a ces données
a la forme

(17) u,0) = p, ut) =our)) 0<ps1,0=152),
d’ou immédiatement

2
(18) uﬂ(z)=<§+\/y) O<p=1,0=:=52).

La fonction v%(f) = O est une sous-fonction du probléme (17), et la formule (15)
devient

t
q@=u+f¢@ﬂ@ms@GM0§u§Logt§a.
0

Les fonctions
(1)1, ()=o) =0 ((m)ef0.1] x [0,2])
étant continues, il en résulte que toutes les fonctions
(19) (1) = () () e[0. 1] x [0,2])
(n =1,2,3,...) sont continues. Supposons maintenant que la suite (v"(t)),epy cON-

verge uniformément sur [0, 2] vers une solution u: [0, 2] — ([0, 1]) du probléme
(17). Alors, grace a la continuité des fonctions (19), la fonction

(1, 1) > u, (1) ((w1)€[0, 1] x [0,2])
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est continue, d’ol, en vertu de (18),
2
(20) w() =5 (0=t=2).

D’autre part,
() =0 (neN,0=1t=2),

donc ue(t) = 0, ce qui contredit (20).

Remarque. Si I'on considére le probléme de Cauchy (17) dans le cas, o le
paramétre pu varie sur [—1, 1], on obtient des solutions u: [0, 2] — I,([—1, 1]),
mais pour 0 < t < 2, les fonctions u(f):[—1,1] > R ne sont pas continues. De
cette observation simple il découle que notre théoréme 1 devient faux, si I’on remplace
espace I,(A4) par lespace C[—1,1] des fonctions continues x:[—1,1] - R.
(Remarquons que lintérieur du cdne des éléments positifs de C[—1, 1] n’est pas
vide, ce qui est contraire a la situation de I'espace Co)

7. ENCORE UN THEOREME D’EXISTENCE

Le théoréme suivant est inspiré par B. A. Suvar et M. I. Kopa¢ [12]. II serait
facile de le généraliser au cas des équations intégrales de Volterra, mais nous resterons
ici dans le cadre des équations différentielles. Le théoréme peut étre considéré comme
une conséquence d’un théoréme de point fixe de Knaster et Tarski ([5], p. 14).

_ Théoréme 4. Soient b, cel,(4), b < ¢, T> 0,

D ={(02)|rzela(4); v =z} u{(2) [y, 2€lef(A); 2 =}

et

(21) F:[0,T] x D — 1,(A)

une fonction continue, bornée, telle que

(22) 0<t=T; (yy,2y) (2 22)€D;

Y1 §y23 22 é ZIQF(EJ’DZJ§F(t,J’z,Zz)-

Alors le probléme de Cauchy
v(0)
(23) {W(O)
posséde une solution (v, w): [0, T] = I(4) x I,(A).
Démonstration. Soit

M= sup |F(ty,2)

0=t=<T, (y,z)eD

It

b, v =F(t,v,w)
¢, w =F(tw,v)

I

.

En posant

(v, w) (t) = J t F(s, v(s), w(s)) ds
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(si le membre de droite existe), soit
Q={(v,w)|v,weLly, v<w, 0=b+ Bo,w), w=c+ dw0o)},
ol par b, c on désigne respectivement les fonctions constantes
t>b, t—c (te[0,T]).
Si ’on pose
vt)=b—Mitp, wt)y=c+Mip (0<t=<T),
on a (v, w) € Q, donc Q =+ (. En définissant

(24) (03 w1) = (02, w2) (1> W1)s (02, w2) € Q)

par les inégalités
Uy S0 S Wy S Wy,

on obtient une relation d’ordre sur Q. 1l est facile de voir que
(25) (1w eQ=(v,w) = (b+ d(v,w), c + B(w,v))eQ.

Or, en appliquant la technique de la démonstration du théoréme 2 et en s’appuyant
sur le théoréme de Zorn, on trouve dans Q des éléments maximaux (par rapport
a 'ordre (24)). En vertu de (25), un tel élément maximal (v, w) sera une solution du
probléme de Cauchy (23). Le théoréme est donc démontré.

Sous des hypothéses convenables, le théoreme 4 fournit ’existence d’une solution
du probléme () (sans que f satisfasse a (1)): Considérons (23) avec b =c =a
(a €14(A4) étant fixé). Supposons que ce probléme ne posséde qu’une solution.
Alors v = w, d’ou

w0) = a, v()=F(to(t)o(t)) (0<t<T).
Si I’on pose

(26) ft,x)=Ft,x,x) (0=t T, xelgy(4)),

la fonction v: [0, T] — I,,(4) est donc une solution de ().

Or, pour appliquer la remarque précédente au probléme (x), il faut trouver une
fonction F convenable, f étant donnée. Si la fonction f: [0, T] x [,(A4) — 1,(4) est
bornée et uniformément continue, il existe toujours une fonction (21) bornée, uni-
formément continue et satisfaisant aux conditions (22), (26): En effet, on peut prendre

(27) Ft,7,2) = (Rt 1, et (0SS T (1,2)eD),

ou .
inf f(t,x) (y £ z)
F/l(t’ ¥, Z) — Jysx=:z
sup f(t, x) (z £ )

z=xZy

IIA

(voir [16]). Mentionnons P. ex. le cas particulier, ou la fonction f satisfait de plus
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a la condition d’unicité de Nagumo
£.9) = £ D] 55 [x = 5] (0< 15T 5 Fel(d).
Alors F satisfait également a cette condition, a savoir
I, 5. 2) = F0.5,2)] S - max {y = 5], | = 20}

0<t=< T (y,2), (y,2) e D).
Mais I'usage de la fonction (27) a aussi ses limites naturelles (voir [17]): Ainsi pour
f(x) = —2(sgn x) min {1, /|x|} (xeR),
la fonction (27) n’est autre que
F(.2) = £(2) (r.z€R).
Or, la solution du probleme de Cauchy
u(0) =0, u' = f(u)
est unique (u(t) = 0), tandis que le probléme (23) correspondant (avec b = ¢ = 0),
a savoir

v(0) = w(0) =0, o' =f(w), w =f(v),

posséde plusieurs solutions, p. ex. (v(r), w(t)) = (0,0) et (v(t), w(1)) = (— 13, 1)
(0=t=1).
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