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Czechoslovak Mathematical Journal, 32 (107) 1982, Praha 

DURCH RELATIONEN INDUZIERTE TOPOLOGIEN 

FRANTISEK SIK, Brno 
(Eingegangen am 15. Juni 1979) 

Zu einer gegebenen Menge von Funktionen R Ç?. G^, die die Punkte von M 
unterscheidet und die hier im Einvernehmen mit J. Zidani [8] eine Relation genannt 
wird (Bezeichnung R e (f (G^)), konstruieren wir eine binäre Relation Q(R) Ç 
Ç 2^ X 2^ nach der Vorschrift: Ä Q(R) В = (/ |^ - g\^ =>f\j, = g\j,) {A, В ^ M 

f, g e R ) . Die Relation Q(R) ist eine Quasiordnung auf 2 ^ und definiert also eine 
Zerlegung д(^Щ auf 2^. Jeder Block Ж der Zerlegung о(Щ enthält ein grösstes Element 
(Bezeichnung Ä^^^\ wenn Ä e ̂ Л ist). Die Zuordnung г/̂ (к) : А ~> Л^̂ ^̂  definiert eine F-To-
pologie auf M (die sogenante induzierte Topologie). Es sind zwei Probleme gelöst: (a) 
Existiert zu jeder F-Topologie и auf M eine Menge G und eine Relation R e ^(G^), so 
dass M̂ (R) = и gilt? (b) Charakteristische Bedingungen für die binären Relationen r ç 
Ç 2^ X 2^ bestimmen, so dass eine Menge G und eine Relation R e S'(G^) mit 
г = Q[R) existiert. Lösungen werden in 3.11 (Problem (a)) und 3.12 (Problem (b)) 
gegeben. Die Bedingungen lauten: card G ^ ZM(^) + ^ für (a) und die Bedingungen 
1. bis 4., 1.3, für (b). In 4.1.1 und 4.1.2 wird die Struktur der Menge Щи) aller jR e 
e (f (G^^) untersucht, die dieselbe Topologie и = W (̂K) auf M induzieren. Zuletzt wird 
eine Bedingung auf R angegeben, die es versichert, dass w^̂ )̂ eine FA-Topologie, 
also die Topologie im Sinne von Bourbaki ist (4.5). Diese Eigenschaft hat z. B. die 
durch eine repräsentierbare Verbandsgruppe R induzierte Topologie и^^^^у (4.6.). In 
der vorhegenden Arbeit werden Resultate von J. Zidani [8] vertieft, fortgesetzt 
und in den Bereich der topologischen Untersuchungen überführt. 

1.1. Definition. G und M seien nichtleere Mengen. Teümengen R ^ G^ wollen 
wir Relationen nennen. Wir werden stets folgende Bedingung als erfüllt voraus­
setzen 

(1,1) xeM =>3f, geR, f{x) + g(x) {R unterscheidet Punkte in M) 

Die Menge aller der Bedingung (1,1) genügenden Relationen R ^ G^ wird mit 
(f (G^) bezeichnet. 

1.2. Definition. Eine Abbildung ^ : ^ G ^ ) ~> 2^"^ ^ "̂̂  sei wie folgt definiert 
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{R E (f(G^^), A, Be 2^) 

A Q{R) B^if^geR, f\^ = g\^ => f\s = д\в) • 

{f\x bedeutet die Restriktion v o n / e G^ auf X ç M.) 
Anders gesagt: Funkt ionen/e R lassen sich eindeutig in R von A auf В fortsetzen. 

1.3. Hilfssatz. Für Reê[G^), r = Q{R) gilt 
1. г ist transitiv 
2. Mz2A^B=>ArB 
3. A,B, с M, ArB,{iel)=>Ar[j{B, :tel} 
4. A ^ M, фгА=> A = 0. 

Beweis ist trivial. 
Es sei bemerkt, dass aus 2. die Reflexivität von r folgt. Die zu 3. symmetrische 

Aussage folgt unmittelbar aus 1. und 2. Es gilt sogar 
3'. A, B^ я M (iE / ) , B^^ r A für ein Index IQ E I => {J{B^ : iE l] r A. 

In der Tat, IJ^^ ^ ^^o' ^^ ^^^^ U^t ^ ̂ ^o ^^^^ ^' ^^^^ Ü^/ ^ ^ î^ach 1. 

1.4. Definition. Die Menge aller binären Relationen r auf 2^, die den Bedingungen 
1. bis 4., 1.3, genügen, wird mit Д(М) bezeichnet. 

1.5. Hilfssatz. Jedes r E A{M) ist eine Quasiordnung in 2^. Es sei mit r die zu r 
zugehörige Zerlegung [Âquivalenzrelation) auf 2^ bezeichnet. Jeder Block der 
Zerlegung r enthält ein grösstes Element {bzgl. der mengentheoretischen Inklusion). 

Beweis folgt unmittelbar aus 1.3. 

1.6. Definition. Ж sei die Bezeichnung für das grösste Element des Blocks in r, 
der die Menge Л Ç M als Element enthält. 

1.7. Hilfssatz. Für r E A{M), A^M gilt A'' - A\ 

1.8. Hilfssatz. £5 sei r e Л(М), А, В ç^ M. Die folgenden Bedingungen sind 
äquivalent 
1. A r В, 2. A' ^ ß , 3. A' ^ ß^ 4. A' r ß^ 5. A r {A и ß), 6. A r {A и В) r A, 
7. A' r B. 

Beweis. 1 => 2: Aus Ar В folgt А r (А и В) r А (1.3) und aus 1.6 А r А*" r А, 
so dass А' r{Au B)r А'' (1.3). Daher А''' = (Л u В)' Ъ. Au В ^ В. Nun nach 1.7 
А' = Ä'\ also А' 3 в. 

2^>Ъ\ Ж ^ Б => Л*" г Б (1.3) und die schon bewiesene ImpHkation 1 => 2 ergibt 
A'' ^ B\ also nach 1.7 ŷ** ̂  B\ 

3 => 4: folgt aus 1.3. 
4 -> 5: Ar A\ A' r B' und W r В ergibt Ar В und daher Ar{AuB) (1.3). 
5 => 6: Aus 3' (1.3). 
6 =^ 7: Л r (Л u Б) г Л => Л'* ;2 Л u Б P. Б => Ж r ß (1.3). 
7 =^ 1: Ar A\ A''rB=>ArB (1.3). 
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Daher bekommen wir Folgerungen. 

1.9. Folgerung 1. A' = [j{B ^M:ÄrB} = ( J i ^ ^M:ÄrBr A}. 

Beweis. Nach 1.8 enthält A'' beide gegebenen Vereinigungen und da Ar A'' r A 
gilt, so ist einer der Summanden В gleich A\ 

1.10. Folgerung 2. Die folgenden Bedingungen sind äquivalent 
1. A' = A, 2. ArB=>A^B, 3. А r В r А => А ^. B, 4. ХЕМ,АГ{Х]=>ХЕ А, 

Beweis. 1 => 2: А r В, А' = А => А ==^ А'' ^ В. 
2 ==> 3 und 4: 3 und 4 sind Spezialfälle von 2. 
3 => 1: Es gilt А r A'' r A, also А ^ A*". A'' ^ А ist evident, daher A*" = A. 
4 => 1: X e A'' => A'' r [x]. Zusammen mit А r A'' bekommen wir A. r (x) und 

nach 4. xe Л. Daher A' '^ A, also A" = A. 

2.Beispiele. 2.1. Die Gleichung/ = а . m, die die Beziehung zwischen der Kraft/ , 
Beschleunigung а und Masse m ausdrückt, definiert eine dreigliedrige (3-are) Rela­
tion R e é'(G^), wobei G die Menge aller reellen Zahlen und M die dreielementige 
Menge {/, a, m} darstellt. 

[ f,a,m } 

Fig. 1 

{\,k,i,s} 

{l,k,ï. 
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Die Relation r = Q{R) ist durch die Paare ({/, a}, {m}), ({/ , m}, {a}), 
{{a, m], {/}) G г erzeugt. Im Hasseschen Diagramm von 2^ werden die Mengen Ä'' 
durch Kreise bezeichnet und die Elemente von 2^, die zu demselben Block von r 
gehören, durch dicke Linien verbunden (Fig. 1). 

2.2. Ein Schulstundenplan stellt eine Beziehung zwischen Lehrern /, Klassen k, 
Lehrzimmern z und Lehrstunden s dar. Diese Beziehung bestimmt eine Teilmenge R 
in Gl X Gf^ X G^ X G5, wobei G;, Gj^, G ,̂ G, der Reihe nach die Menge der Lehrer, 
Klassen, Lehrzimmer und Lehrstunden bedeutet. Es ist also R Ç G^ mit G = 
== GiU Gj^u G^ и G,, und M = [l, /с, z, s]. In meisten Fällen kann man R e é'{G^) 
voraussetzen. Erzeugende Paare für r = Q[R) sind {/, 5] r {/c, z}, {/c, s} r {/, z}, 
{z, s} r {/, k]. Es gilt {Us} r ({/c, z} u {/, s}) und daher {/, s} r {/, /c, z, 5}. Analogisch 
{/c, 5} r {/, /c, z, s} und {z, s} r {/, /c, z, 5}. (Eine andere Familie von erzeugenden 
Paaren für r = Q(R) ist z. B. {/, s] r{k],{k, s} r{z},{z,s} r {/}. Fig. 2). 

Beispiele 2.1 und 2.2 stammen von J. Zidani [8] (siehe 3.6). 

2.3. Sei jR eine repräsentierbare Verbandsgruppe, die durch eine subdirekte 
Summe linear geordneter Gruppen G^ [x e M) repräsentiert ist. Ist G^ ф 0 (x e M) 
und G - [j{G^: xeM}, so gilt Re^{G^). Ist z.B. R die direkte Summe von 
{G^: X e M], so ist Ä = A^^^'^ für jedes Ä ^ M. 

3. Defiîîitioo. Eine Abbildung u: 2^^ -^ 2^ heisst eine Topologie ohne Axiome auf 
der Menge M. Die Menge aller и sei mit ^ (М) bezeichnet ([1], [2], [7]). и hiesst 
eine Topologie, wenn giU: w0 = 0; А ^ M => А ^ uA; A^B^M=>uA^uB 
( [^] ' И ' W)- ^^^ Menge aller solchen и auf M sei mit ^(M) bezeichnet. Spezialfälle 
der Topologien: 
eine F-Topologie: A ^ M => uuA = uA (Eigenschaft F) ([1], [2] 6.1, [7]), 
eine A-Topologie: A, В ^ M => u{A и B) = uA u uB (Eigenschaft A) ([1], [2] 7.1), 
eine B-Topologie: x e M => u{x} = {x} (Eigenschaft B) ([1], [2] 8.3). 

Die Menge aller F-Topologien auf M (Topologien im Sinne von Sierpinski [7]) 
wird mit S^(M) bezeichnet, aller FA-Topologien mit ^ (M) (Topologien im Sinne 
von Bourbaki) und aller FAB-Topologien mit Jf(M) (Topologien im Sinne von 
Kuratowski [5]). 

3.1. In ^ ( M ) wird eine Anordnung wie übhch eingeführt [u, VE^(M)) и ^ V = 
= и А ç vA, A ç M. Es gilt: ^ (М) ist eine vollständig distributive vollständige 
Boolesche Algebra ([6]), ^(М) ist ein abgeschlossener Unterverband von ^ (М) 
([4] 1.7), C9^(M) ein vollständiger Verband und ein abgeschlossener Д-Unterhalb-
verband von ^(M) und J'(M) ein vollständiger Verband und ein abgeschlossener 
V-Unterhalbverband von ^(М). 

3.2. Satz. Für r e A(^M) ist die Abbildung u/. А я M -^ A'' eine F-Topologie 
auf M (also u, e ^(М)). 

Beweis. 0** = 0 nach 1.3 und 1.9, die Extensivität Ä' ^ А ist evident und die 
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Idempotenz Ж** = Ж folgt aus 1.7. Die Monotonie folgt aus 1.8, da aus Л Я^ В ^ M 
die Relationen Br Ar A'' und daher BrA'' folgt. Dann ist B'' 3 A"" (1.8). 

3.3. Definition. Mit cp sei die Abbildung r ~> u^ ( = rcp) bezeichnet. 

. 3.4. Satz, (p ist ein Isomorphismus der Verbände Â(^M) und ^(М). 

Beweis. Für i/ e У{М) sei r ^, 2^ x 2^^ wie folgt definiert {A, В ^ M): А r В = 
= и А 3 В. Es ist klar, dass г die Bedingungen 1. bis 4., Hilfssatz 1.3, erfüllt. Weiter­
hin ist и А = Л**. In der Tat, aus А r Ж folgt и А ^ А'' und aus и А ^ и А folgt Ar uA 
und daher nach 1.8 A^ =? uA. Abschliessend A' = uA. cp ist also eine Abbildung 
„auf". Eineindeutigkeit: Sei r, s e Â(M), rcp = scp, A, В ^ M. Nach dem bewiesenen 
ist /Г =-- {rç)) A = (sep) A = A' und nach 1.8 A r В ^ A'' ^. В, A sB ^ A' ^ B, 
Daher Ar В = A s В, d.h. r = s. Isotonic: Ist r, se Д(М), r ^ s, A ^ M, so ist 
nach 1.9 u,A = A"" ^ A^ = u^A. 1st nun и, v e ^ ( M ) , и ^ v, r = ucp"^, s = v(p-\ 
A, В ^ M, dann ist nach der Definition (p~ ^ : A s В => vA ^ В => uA ^ В ^ A r В, 
also г ^ 5. 

3.5. Aus 1.8 ergibt sich, dass Ä' =^ B'' ^ А r В r A. Also ist u^A = u^B genau 
dann, wenn Л und Б zu dem.selben Block der Zerlegung г gehören. Die Ab-
schliessung u^A ist dann das grösste Element des Blocks, A'' (siehe Beispiele 2.1 
und 2.2). 

3.6. Ähnliche Begriffe und Untersuchungen hat auch J. Zidani [8] gemacht. 
Zidani untersuchte n-are Relationen R ^[j {G/. x e M} mit endlichem M = 
= {1, 2, ..., n], definierte die binäre Relation Q(R) und aus R resultierende Abbildung 
и^^лу 2^ -> 2^. Da er Erfüllung der Bedingung (1, 1) für die Relation R nicht ver­
langte, bekam er als Ug(^R) nur Hüllenoperatoren im Verband 2^. Erst die Zufügung 
der Forderung (1, 1) wechselt die Hüllenoperatoren in Topologien um. So werden 
die Untersuchungen in den wohlbekannten topologischen Bereich überführt. Es ist 
evident, dass die Bedingung (1, 1) unwesenthch ist, wenn wir nur eine Relation unter­
suchen. In der Tat, im Fall f{x) = g(x) für alle j \ g e R und ein xe M kann der 
Punkt X von der Menge M entfernt werden. Wenn wir aber Beziehungen mehrerer 
Relationen studieren wollen, die Rolle von (1, 1) wird schon wesentlich. 

3.7. Definition. F ü r / , g e G^ definieren wir Z(/ , g) =•• [x e M: f(x) = g{x)]. 

3.8. Satz. Es sei R e (̂G^^ )̂. Die Menge {Z[j\ g): f, g e R} ist eine Basis der 
abgeschlossenen Mengen in der Topologie u^(^i^y 

Beweis. Die Menge {Z(/, g): f, g e R] is eine Basis der abgeschlossenen Mengen 
in einer F-Topologie, wenn gilt: x e M =^ es existieren f, g e R, so dass x ë Z(/, g), 
(Dies ist die duale Bedingung zu (P) [2], S. 448). Die Bedingung ist aber evident 
erfüllt wegen (1, l). 

Weiterhin beweisen wir, dass die Famihe aller abgeschlossenen Mengen in der 
durch die Basis {Z(/, g): / , g e R} eindeutig bestimmten F-Topologie gleich der 
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Menge {Ä^^^^: A ç M) ist. Sei A = C\{Z{f, g): (/, g)el}, wobei / eine Menge der 
Paare f, g e R ist. Es sei j ; e M, Л ^ [R) {y} und (/, g) e L Da Z(/, g) ^ A, so ist 
/ | л = о̂ |л ^"^^ daher /(3;) = ^^(v). Daraus sich ergibt у e Z(/, Ö )̂, d. h. v G Л. Nach 
1.10 gilt also А = A^^^\ 

Umgekehrt sei .4^^^^ = А für ein 4̂ ç M. Es sei mit / die Menge aller Paare von 
Elementen f, g e R bezeichnet, für die die Relation / | ^ = QIA erfüllt ist. Dann gilt 
В = f]{Z{f, g)\ (/, g)el] ^ A. Jetzt sei у i A, Also gilt die Beziehung А Q{R) {y} 
nicht und daher gibt es h^keR, so dass /?|д = k\^ und /7(v) Ф k(y). Daraus folgt 
{h,k)sl, yÊZ(h,k) und so ist уёВ. 

3.9. Nun kommen zwei Probleme vor: 

(a) Existiert zu jedem и e ^{M) eine Menge G und eine Relation jR G (f ( G ^ ) , 
so dass UQ(^R) ~ и gilt? 

(b) Charakteristische Bedingungen für die binären Relationen r ^ 2^ x 2^ 
bestimmen, so dass eine Menge G und eine Relation R G ê{G^) mit r = Q^R) 
existiert, 

3.10. Zu diesem Ziel definieren wir vorerst: 

Definition. Es sei и G è^{M). Das Totale Charakter j!J.J^) der Topologie и auf M 
ist das Infimum von den Mächtigkeiten der Basen der abgeschlossenen Mengen 
bzgl. и [2] S. 449. 

3.11. Lösung des Problems (a). 

Satz. Es sei и e ^{M). Ist G eine Menge mit card G ^ x[{^) + h so existiert 
eine Relation REé'(G^), so dass и — W^(R), cardio = zL(^) + 1-

Beweis. Nach [2] 6.4.4 existiert eine Basis der abgeschlossenen Mengen der 
Mächtigkeit Xu(^)- ^^ dieser Basis wird M als Element zugefügt. Die so entstandene 
Menge sei mit [A^ : a < n} bezeichnet, wobei n die Anfangszahl der Mächtigkeit 
XJ,(M) + 1 bedeutet. Sei ^Q = M. G sei in eine transfinite Folge v^, a < m geordnet. 
Nach Voraussetzung ist n ^ m. Für a < n sei definiert: Р{х) = v^, wenn x e M \ A^ 
und f°'{x) = VQ, wenn x e A^. Dann ist Zi^f'^f^) = Ay und ist ß ф а, а, ß < n, so 
folgt Z{P,f^) = A^n Aß, so dass die Menge [Z{P,f^): a, ß < n] eine Basis der 
abgeschlossenen Mengen in der Topologie и ist. Also ist R = [f^: а < n} eine 
Relation, für die W (̂R) = и und card R = х[{Щ + 1 g^l (^•^)- ^^ ^̂ ^ ̂ ^^^' ̂ ^^^ ^ ^ 
G ^(G^) erfüllt ist, da nach [2] S. 448, zu jedem x e M Funktionen / ^ / ^ G R existie­
ren, so dass X G Z[P,f^) gilt. 

3.12. Lösung des Problems (b). 

Satz. Es sei r ^ 2^ x 2^. Dann und nur dann existiert eine Menge G und eine 
Relation R e ^(G^) mit r = Q{R), wenn r G A{M). 
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Beweis. 1st г = Q{R), R E (Г (О^) , SO ist r e A{M) nach 1.3. 
Umgekehrt sei re A[M). Nach 3.2 ist u^ eine F-Topologie auf M. Nach 3.11 exi­

stiert eine Menge G und eine Relation R e (f (G^), so dass u,. = W^(R). Daher rcp = 
= u, = ŵ (K) = Q{R) (p, also rcp = Q(R) (p. Da nun nach 3.4 die Abbildung schlicht 
ist, so gilt r = g(R). 

4. Wasfüreine Struktur hat die Menge Щи) aller R e é'{G^), die dieselbe Topolo-
gie и = t/̂ ,̂ K) auf M induzieren? Darüber sprechen die folgenden Sätze 4.1.1 und 
4.1.2. 

Es sei и e ^ ( М ) und G eine nichtleere Menge. Mit Щи) sei das System aller R e 
e S'[G^) mit и = и^^щ bezeichnet. Ferner sei W{ii) das System aller maximalen 
Elemente von Щи) (bezüglich der mengentheoretischen Inklusion). Ist Щи) ф 0, 
bezeichnen wir mit m das Minimum der Mächtigkeiten der Elemente aus 9î(w) und 
mit Щи) die Menge {Re Щи)\ card R = m]. 

Aus Satz 3.10 folgt unmittelbar: 

4.1.1. Satz. Wenn Ccird G ^ хЦМ) + 1 ist, dann gilt Щи) ф 0undm g % (̂М) + 
+ 1. 

Die Struktur des Systems Ш{и) ist durch den folgenden Satz beschrieben: 

4.1.2. Satz. Es sei Щи) Ф 0. Dann gilt: 
1. m{u) Ф 0. Zu jedem R e Щи) gibt es S e Ш{и) mit S ^ R. 
2. a) Wenn m ^ Ko, dann ist m =̂  х[{Щ ^^^^ ^i/ jedem R e Ш{и) gibt es Те Щи) 

mit T ç Я. 
b) Wenn m < KQ, dann gilt 
a) x:{M) < Ko. 
ß) Kl + V(l + 8 X[{M))) йшй2 x[{M), 
y) Re Щи) =>3Te Ш(и), T ^ R, m ^ card T^l хЦМ). 
Beweis. 1) ĝ  sei das System alier abgeschlossenen Mengen in der Topologie u. 

Es sei G^ in eine transfinite Folge {/ßi ß < rj} geordnet, eine Relation REЩu) 
ausgewählt und SQ = R bezeichnet. Sei ß eine Ordnungszahl, 0 < ß < tj. Es sei 
vorausgesetzt, dass Mengen S^e S{G^) ïm 0 < а < ß konstruiert sind mit der fol­
genden Eigenschaft: Z{f, g) e % für alle f, g e S^. Ist Z(fß, / ) e g für jedes f e \J S^, 

definieren wir Sß = [j S^u {fß} und Sß = [j S^ im umgekehrten Fall. Also ist 

S, czSßfmo^Sß < n und Z(/ , g)e%mT},geSß,QSß < rj. Es sei S == [j S, 
<х<г\ 

bezeichnet. Evident ist S ^ R. Wir wollen S e Ш(и) beweisen. Es gilt f, g e S => 
=> Z(f, g) e 5- In der Tat, a bzw. ß sei eine Ordnungszahl mit feS^ bzw. g e Sß 
und es sei a S ß. Dann ist f, g e Sß und daher Z(/ , g) e %. So ist u^^s) è 
bewiesen. Andererseits gilt R ^ S => и = и^^^^^ ^ ^Q{S)I' ^^SO S e Щи). Darüber gilt 
S e Ш{и), da aus g e S(G^), Z(f, g)e 'S für jedes fe S die Beziehung g = fß für 
ein Index ß < rj folgt und daher g e Sß ^ S. 

2. Es sei R e Щи). Nach [2] 6.4.4, zu der Basis 93 = {Z(/, g): f, g e R} der ab-
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geschlossenen Mengen in der Topologie u^^j^^ = и existiert eine Basis d Ç © mit 
card ^ = xii^)- Zu jedem Äe(^ sei genau ein Funktionenpaar/, g e R mit Z(/, g) = 
— A ausgewählt und die Menge aller ausgewählten Funktionen/, g mit Tbezeichnet. 
Evident gilt Те Щи), Г ç Я und 

(1) card Г ^ 2 Хи{М) . 

b) Ist m ^ Ko, dann aus (1) (und aus card T ^ хЦЩ geht card T =-~ х[{М) 
hervor. Daher Те Щи), T ç î  und m = х[{Щ So ist der Fall m ^ KQ erledigt. 

c) Es sei m < Ko und X e Щи). Dann ist 

Ко > h ) ^ card {Z{f,g):f, g e X} ^ x'u{M), 

also 

Ko > Q à UM) 

und daher ^(1 + ^ ( 1 + 8 xl{^)) й iit. Wenn wir die evidenten Relationen 

m = card X й card Г ^ 2 х[(М) 
erwägen, bekommen wir 

i ( l + V(l + 8 хЦМ))) йшй card T S 2 х[{М). 

4.2. Bemerkung. Die Fälle für m unendhch oder endlich zu sein unterscheiden 
sich wesentlich. Im Fall m < KQ ist es möglich ein R G Щи) zu linden, so dass jedes 
F e Щи) mit V ^ R dm Beziehungen m < card F = 2 хЦЩ erfüllt. Beispiel: 

Es sei M Ф 0 eine endliche Menge, card M = w > 1, и die feinste Topologie 
auf M (d. h. jede Teilmenge in M ist abgeschlossen in u), G eine Menge mit card G ^ 
^ 2w. Für S = G^ gilt ersichtlich S e Щи). Die Topologie и hat für ihre (kleinste) 
Basis der abgeschlossenen Mengen die Menge aller dualen Atome in 2^. Es seien 
die Elemente von G mit 0, 1, ..., n — 1 (n ^ 2w) bezeichnet und /^ e G^ folgender-
massen definiert: 

/o - (0, ..., 0 ) , /,. = (0, ..., 1, ..., 0) (die /-te Komponente ist gleich 1) 

für / = 0, 1, ..., w. Ersichtlich gilt X = {/,,: /c = 0, 1, ..., w] G Щи), also m ^ 
g w + 1 und {2(/о,Л): /с = 1, 2, ..., vv} ist die vorhergenannte kleinste Basis für w, 
also xl(M) =̂  w. Das Element ^̂ ^ G G ^ für i = 1, 2, ..., w; j == 0, 1, besitzt alle 
Komponenten ausser der /-ten gleich 2(/ — 1), die /-te gleich 2(/ — 1) + j . Dann ist 
R = [g._: i = 1, 2, ..., w; j - 0, 1} G 9?(i/) und für jedes Ve Щи) mit F ^ î  gilt 
F = jR, also card F = 2н' = 2 xL(^0- Abschhessend resultiert m ^ w + 1 < 2w = 
= card F = 2 х[{М). 

4.3. Definition. F sei eine topologische Eigenschaft und и e ^(М). Eine Topologie 
Uy auf M heisst die untere F-Modifikation von u, wenn sie die grösste aller Topologien 
auf M ist, die die Eigenschaft F besitzen und kleiner als и sind. (Dual wird die obere 
F-Modifikation definiert.) 
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4.4. Satz. Die untere A-Modifikation u^ einer F-Topologie и ist eine FA-Topo-
logie (also u^ e ^{M% [3], S. 281. 

4.5. Satz. Für r e A{M) gilt: u,e ^ ( М ) <^ 
(4) А r В = В ^ f]S^, wobei S^ alle endliche Vereinigungen der Mengen C''{C ^ M) 

mit S^ ^ А durchläuft. 
Beweis. Nach 4.4 ist u^. e .#(M) für jedes и G ^(M). Das System aller endlichen 

Vereinigungen der in der Topologie и abgeschlossenen Mengen ist eine Basis der 
abgeschlossenen Mengen in der Topologie Uj [3] S. 279. 

Es sei ue^(M) und r = ucp"^ {cp siehe 3.3). Es gilt u^ = w, also uA = QS^, 
wobei S^ alle endliche Vereinigungen der in der Topologie и abgeschlossenen Mengen 
mit S,^^ А durchläuft. Nach 1.8 gilt ArB = B^A'= {^S^, wobei S^ alle endliche 
Vereinigungen der Mengen С (С ^ м) mit S^ ^ А durchläuft. 

Sei (4) für r G A{M) erfüllt, Л с M. Da Л r Ä' gilt, bekommen wir nach (4) 
Ж ^ Pi'̂ a (iT̂ t̂ 5^ wie in der Bedingung (4)). Nach (4) ist auch А r Ç]S^ (mit densel­
ben S^ als oben), so dass nach 1.8 П-̂ а — ^'' ĝ t̂. Daher /l** = Ç]S^, wobei S^ alle 
endliche Vereinigungen der Mengen С (С ç M) mit ^̂ ^ 3 v4 durchläuft. Es gilt 
С = U.C. Wählen wir A als die Vereinigung einer Famihe in der Topologie u. 
abgeschlossener Mengen, ist u.A = Ä' = A, also ist die F-Topologie u. eine A-
Topologie ([2] 7.1.5) und daher ist w, eine FA-Topologie, d. h. U,E^[M). 

4.6. Satz. Ist R eine repräsentierbare Verbandsgruppe, die durch eine subdirekte 
Summe von linear geordneten Gruppen G^ (G^ ф 0, x G M ) repräsentiert ist, so 
gilt u^^R^ G ^ (M) . 

Beweis. Es ist Ĵ  G ê{G^), wobei G = [j{G,,: x e M}. Es genügt zu beweisen, dass 
die Basis der abgeschlossenen Mengen 5 = {^(Л Q)'- f^ 9 ^ ^} ^i^ Bedingung 
Z ( / „ g,) и Z( / . , g2) G g erfüUt [2] 7.1.5. Es gilt Z(/, g) == Z{\f - g], 0) und daher 
z(A, h,) u z ( /„ ^,) = z(|A - 6̂11 л |/ , - ^^1,0) G g. 
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