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REGULARITE DE LA SOLUTION FORTE DE PROBLEMES
NON LINEAIRES D’EVOLUTION

MARIA GIOVANNA GARRONI, MARIA AGOSTINA VIVALDI, Roma

(Regu le 11. novembre 1977)

INTRODUCTION

Les inéquations d’évolution paraboliques ont été étudiées la premiére fois par
J. L. Lions et G. STAMPACCHIA [14], qui ont démontré d’existence de solutions faibles
pour des inéquations associées & un opérateur linéaire et avec de contraintes in-
dépendantes du temps.

Pour des autres résultats d’existence et de régularité des solutions faibles, voir
H. Brfzis [4] et J. L. Lions [11].

Lorsque le convexe, associé a I’ I. V. dépend du temps de fagcon suffisamment
réguliére, un théoreme d’existence de solutions faibles a été prouvé par M. BIROLI
[3]. Finalement, pour des problémes unilatéraux, avec opérateurs linéaires et obstacles
qui dépendent du temps de maniere non réguliere, F. MIGNoOT et J. P. PUEL [15] ont
démontré I’existence d’une solution faible maximum.

Des résultats d’existence et de régularité de solutions fortes pour des problémes
unilatéraux, avec les contraintes dépendantes du temps de maniére réguliére, ont été
prouvé par H. BrEzis [5], A. FRIEDMAN [9], M. BiroLi [2] et H. ATTOUCH, P. BENILAN,
A. DAMLAMAN, C. PicArD [1].

P. CHARRIER et G. M. TROIANIELLO dans [6] et F. DONATI et M. MATZEU dans
[7] prouvent dans le cas d’un opérateur respectivement linéaire et fortement non
linéaire I’existence et 'unicité de la solution forte en utilisant une inégalité du type
,,Lewy-Stampacchia‘““.

Dans ce travail on s’occupe de la régularité pour la solution forte d’une I. V.
parabolique relative a les opérateurs du type:

Au = —div (|grad u[~* grad u)
oup =2

On considére d’abord le cas ou le convexe dépend du temps et on donne trois
théorémes de régularité en supposant ’ouvert carré et les conditions au bord homo-
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génes et en employant des résultats de régularité pour équations analogues a ceux
qui sont donnés par A. EL KoLL1 [8] (voir paragraphe 2).

Dans le paragraphe 3 on considére un ouvert Q plus général (mais régulier) et
on obtient encore deux théorémes de régularité en utilisant un résultat pour équations
elliptiques dua J. SiMoN [19]. Si Je convex ne dépend pas du temps, et les conditions
au bord ne sont pas homogénes, on utili-e la méthode de Rothe comme dans
J. NEecas [16].

Cet article généralise les résultats indiqués dans une note précedente [10].

Nous désirons remercier M. J. Necas pour ses conseils et ses reinsegnements.

1. DEFINITIONS — NOTATIONS

On désigne par Q un ouvert borné de R" et par 02 la fronti¢re de Q.
Soit Q le ,,cylindre de R} x R,:

Q=2 x]o0, T[, Tfini,

et X' la frontiére latérale de Q:
=00 x10, T[.

On désigne encore par I1" le tore de période 2 par rapport a chaque variable X,
i =1,..., n. On utilisera les espaces des classes de fonctions réelles sur Q, 0Q, Q, Z,
I, 1" x 10, T[. Soit Wj(RQ) et W3(IT") I'espace usuel de Sobolev d’ordre s relatif
a L, sur Q e IT" respectivement, ou se R, 1 < p < + .
Pour 6 > 0 soit
Q; = {xeQ:d(x,0Q) > 5} .

On introduit les espaces de Nikolski H}(Q) comme suit: H(Q) est I'espace des
fonctions v e W telles que

(1) U‘ [D¥ v(x + he;) — D o(x)|P dx]llpg M|h[e-t8
Qs

ol h,keR, |h| < 6,') e; est le vecteur unitaire de R" dont toutes les composantes,
a exception de la j-¢éme, sont nulles,

les precédantes inégalités étant verifiées pour tout 2, + 0. H(<) est un espace de Ba-
nach pour la norme

lolama = {lo]%eca + MP(K, P, v, )}
ol M est la plus petite constante telle que (1) soit vérifiée (voir aussi [17]).

1) [k] désigne ici la partie principale de k.
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D’aprés les résultats de [17] on a les inclusions suivantes:
Proposition 1.
CHYQWEQHE, K >k.

D’une maniére tout a fait analogue on désigne par H"(H") I’espace de Banach des
fonctions u périodiques de période 2 par rapport & chaque variable appartenant
a WH(IT") et telles que:

jMW%x+MQ—DWWﬂMx§M%W“W,
P

1<i,j<n etot P=Tla,a+2[", acR.

Si B est un espace de‘ Banach et B’ son dual, I7(0, T, B), 1 £ p < o, désigne
I'espace de Banach des fonctions v mesurables de [0, T] — B telles que:

T
Jhum<+w.

On désigne par (+,) ou <+, la dualité entre B et B’ ou I*(0, T, B) et I?'(0, T, B)
respectivement: 1/p + 1/p’ = 1.

L}(B) désigne l’espace des fonctions h — f (h) de R, dans I'espace de Banach B,
mesurables, telles que:

f Tl < + o
o h

Posons vy, = v(x + he;) on a (voir [17]): )
WES(IT) = o) = h(on — 0) € WA}
' 0<o<1l, 1<ign o
W,.o (1) = {v: o(h) = A== (v, — v) e L}, (W' (1)} .

On con51dere la forme
n N
ag(u,v) =Y, J(|grad ulP"2 D, u D; v + colul?™? uv) dx,
i=1 Jg

T C€RY, P22, uveW,(Q).
L’identité:
(Au, v) = ag(u,v), ueWi(Q), ve°WiQ)
définit Popérateur 4 de W, (2) 2 W,.'(Q):
) Au = —div (|grad u|*~2 . grad u) + colulP~? u
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qui résulte borné, hémicontinu sur W, (), strictement monotone, coercif sur °W, (£2).

Dans ce qui suit on considerera 4 aussi comme opérateur de I?(0, T, W, (%))
a I (0, T, W,.*(Q)), qui résulte encore borné, hémicontinu etc. .. .

Remarque 1. On peut appliquer tout ce qui suit & un opérateur du type
n n
= S S 07" D, + coluf ™

n
ouc;eR*,j=0,1,...,n % c;>0.
i=1

Pour ¢; = J;; on obtient 'opérateur

(2) - lZ:l(ID,-u]"'z Du),, + colul~%u.

2. RESULTATS DE REGULARITE DANS UN DOMAIN CARRE AVEC
CONDITIONS AUX LIMITES HOMOGENES

On est interessé au probléme
(I.V) {u' + Au, v —u) = {f,v—u), YwekK
u(0) =u,, uek,
ou on a choisi le convexe K comme suit:

K = {veI?(0, T, "W, (R)) | v = ¢ p. p. dans Q}

Dans ce paragraphe Q désigne le pavé ]0, 1[".

On donne ici trois résultats de régularité, dans les théorémes 2 et 2’ on employ®
la méme technique de démonstration, dans le théoréme 2’ on fait des hypothéseS
plus faibles, dans le théoréme 3 et le corollaire on fait des hypothéses supplementaire$
sur la régularité en t de f et de ¥ et on démontre enfin que la solution u de (I. V.)
est dans

L°(0, T, H**Y®=1X(Q)) avec u’eL*(0, T, }(Q)).

On aura bzsoin, dans ce qui suit, des lemm3s suivants:

Lemme 1. Si (,) dénote le produit scalaire dans R", et t,, t, des vecteurs de R",
il existe ¢ > 02) tel que

(3) (Italny=2 t2 = (a2 tis ts = 1) Z (|t — t4]we)?

) (22]e)?=% t2 = (Jta]rn)f?™2 ta]rn Z €|tz = ti]gn (Jt2]rn + |t1]R)* "2 -

2y Dans ce qui suit ¢ désigne une constante positive qui ne sera pas toujour la méme.
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Lemme 2. Soit g € IP'(I"), il existe une constante ¢ > 0 telle que:
(5) ”gjh - -‘1”<Wp‘(ﬂ")>’ < clh| pour 15jsn
oit ¢ = Max | Djg | w, s(ny-
J

Voir [8].
On va maintenant établir deux résultats de régularité pour le probléme (6) suivant:

(6) u' + Au=f, u(0)=u,, "lz=0'
Théoréme 1. On donne f et u, avec les hypothéses

fel’(Q), u,e°H3'*(Q),3)

LS TRE

11 existe alors une solution unique de (6) telle que:
ue (0, T, H* M~ 9(Q)) n L*(0, T, H*(Q2)),
u' eIZ(0, T, Hy ' *®=1(Q)),
et en particulier:
(7) l4lerco, 7,110 a0, ey < | lrc) + [uollmarracan} -

Démonstration. Il est bien connu que (6) admet une solution unique u (voir
[11]) telle que

ueIX(0, T, "W, (Q)), w' e’(0, T, Wy ().

Il reste alors & démontrer la régularité; dans ce but on va utiliser avec El Kolli [8]
une convenable méthode de prolongement.

On prolonge, par rapport & chaque variable, & |—1, 1[", puis, par périodicité 2 R".
Plus précisement: soit @, ., Uensemble de R" défini par;

Qa, = {xeR: =1 <x, <0, i=1..,8s2n0<x;<1,j+k}.

Si 'on dénote avec x©® la s-ple (x;,, ..., X;,) et avec x®=9 Iy (n — s)-ple des variables
X, j# k,i=1,..,s, on définit la fonction # dans le_”,(a comme suit:

(8) ﬁ(t, x® , x(n—S)) — (___1)5 u(t, —x® s x(n-S)) ;
Posons :
V=w,(Ir), V' = (W),
v =I0,TV), ¥v' =0TV,

3) °HE'1%(Q) denote 1a fermeture de CP(Q) dans HE'/2(),
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ona: i € ¥ et si on prolonge f comme auparavant, on a aussi:
fer(o, T,m).
On peut vérifier aisement que d’apres (6) on a:
©) (@, ) + ap(@,¥) = (¥) p-p.ent, Ve, @0) =1,
ou
a (i, ¥) = .Z"; L,grad @72 Dt Dy + colt|P~% iwp) dx %),
P=1la,a+2[", acR.

Si on appelle maintenant @ = v et f = g on écrit la (9) dans la maniére suivante:

(10 v’ 7+ Av =g
et aussi
(11) ‘ Vi + AVj, = g

etencore pourt = T
[[16h = 0 0= 0+ o 2 = 9 = a0 00 = ] =
= J:(gjh = 9 v — v)dr.
On déduit alors que (voir (3) du lemme (1)):
(12) How(®) = o(0)]Zaery + cf(:””jh —ofpde <
¢ lou - alf o5 + 3@ — ol
ce qui, compte tenu des hypotheses ét du lemme 2, donne:
loa(®) = o(0)]Zam + € J:”vm — ol dv < cfn]” {J:fo [’ngllft;'pl(ﬁ")>' dr +

< 12
+ ”u()”Hzp'/Z("n)}
et donc la thése.
4) Dans ce qui suit on supposera, seulement pour briéveté, que cg = 0.
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Remarque 2. On peut aisement déduire du théoréme 1 un résultat de régularité
elliptique: c’est a dire: le probléme de Dirichlet suivant:

Au=f, fel’(Q), ula=0

admet une solution unique u telle que: u € °H, **/®~(Q). (Voir aussi [8] pour un
opérateur du type (2’) et [19] pour un opérateur du type (2)).

Théoréme 1’'. On se donne f et u, avec les hypothéses
felF(0, T, W;(Q)), upe°We"7%Q), 0<y<1,
il existe alors une solution unique de (6) telle que:
(13) ue I2(0, T, "W, ~0/e=1(Q)) A L°(0, T, WS ~"P73(Q)),
welr(0, T, W, =0/r=1)(Q)).

Démonstration. On part comme dans la preuve du théoréme 1, et on déduit,
d’aprés (11), que:

j 2 Joa(t) = ot)] 2y dh dh f dt J vu(t) — (0|}

h((l 7)/2)p’2 h(—np/(p—1) h

<. dt “ g — 9(’) vodh 10 (@) — do|Zqam dh
= B -ne h 2 R KA -N@12)2 h

et donc la thése.
Nous pouvons maintenant énoncer et prouver nos premiers résultats sur les iné-
quations variationnelles.

Théoréme 2. Si I’on suppose que:
() feI¥(Q),
O VeZOTWN@). () e W),
i)y 2+ apers(@), . (M w509,
(o o€ HE'*(Q), (i o Z ¥(0);
alors le probléme (1. V) admet une solution unique u telle que:

(14) u e I7(0, T, °H,* /®~Y(Q)) n L*(0, T, H3 (),
welr(0, T, H ' "1/~ 1)(Q)).

5) K est non vide de que ¥ V 0 € K; avec le symbole V(A) on désigne dans ce papier la borne
supérieure (inferieure respectivement) dans L'(R2), 1 < r £ + 0.
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Démonstration. On raméne I'inéquation (I. V) au cas du probléme (6) en utilisant
une inégalité ,,a priori“ du type Lewy-Stampacchia; c’est & dire, dans [7] il est
démontré que le probléme (I. V) admet une solution unique u e I7(0, T, °W, (%))
telle que:

(1) fSuw+Aus( +Aay 1) +19.

On déduit de (15) que u est la solution d’une équation d’évolution avec deuxiéme
membre dans I7'(Q) ed d’aprés le théoréme 1 on achéve la démonstration.

Théoréme 2'. Si I’'on suppose que:
)y feIF(O,T,W,7Q), 0<y<1;
(i veI(0, T, W,(Q); (ii),

(i) (‘2—"’ + Ay — f)ie FO.TWQ);  (iv) vs0;

oy

> e’ (0, T, W, '(Q)) ;
t

t

(e uoE WS T77X(Q) ;5 (i o Z ¥(0);
alors le probléme (1. V) admet une solution unique u telle que:

(16) u e I¥0, T, °W, =/~ (Q)) ~ [°(0, T, W' ~7P%(Q)),
u'e L"'(O, T, Wp-,l +(1—7)/(p-1)(g)) .

Démonstration. On part comme dans la preuve du théoréme 2; on déduit de
(15) que u’ + Aue I¥'(0, T, W,(R)) et on achéve la démonstration en utilisant
le théoréme 1'.

On va maintenant donner des hypotheéses plus fortes, pour obtenir une solution u
plus réguliére par rapport a t: c’est a dire:

Théoréme 3. Si I’on suppose que:

17 @), fer(Q. (i g{e Lo, T, (), (i), f(0)eX(2)),

0 veZOTWN), (@ Fel (T W@),
(iid), a—(;—/:+A|[/eL”'(Q), ), v:=0, () %;‘zﬁey(g) ),

6) On dénote avec b™ et b~ la partie positive et negative de b dans le sense des mesures.

7 3f 1 2 P’ ) p’
) é—teL O, 7, LY@)etfe L (Q=>fe L*(O, T, L" (2)).

2 .8 .
®) o + Av € L”(Q) et € L0, T,"W (@)= Ay & L”'(©).
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() uo€°HY'X(Q), (i) uo 2 W(0), (i), Auoel*(Q);
alors le probléme (1. V) admet une solution unique u telle que:
(18) 1) uel(0,T,°H," "7 N(Q), ueL0,T.I}Q)°),

2) 5% (IDiu,(p—z)/Z Du)e LZ(Q), Vi. |

Démonstration. Le plan de la démonstration est le suivant:

o) on construit des solutions ,,approchées* u;' par la méthode de Faedo-Galerkin,
B) on établit sur les solutions ,,approchées** u}' des estimations a priori,
¥) on passe 2 la limite sur m et on trouve que u, est la solution ,,réguliere’ d’un

probléme penalisé, X
8) on passe enfin i la limite sur ¢, aprés avoir démontré des majorations uniformes

par rapport a e.
Etape (o). On introduit une suite wy, ..., w,, des fonctions ayant les proprietés
suivantes: ,
wi(x) e °Hy* ' *=1(Q), V;; Vm, wy, ..., w, sont linéairement
indépendants, les combinaisons linéaires finies des w; sont denses
dans °H, *1/*=1(Q)
» .

On vois aisement que ’on peut approcher 'obstacle i de la maniére suivante:

Lemme 3. 11 existe des fonctions y™(t, x) et v™(x)

i = SBO ) + 670, 909 (9

telle que:
(19) y"—>y en IO, T, W,(Q), g_t./,m - %/tf en L°(0, T, °Wy(Q)),. .
L L
_a?.p v en I7(Q),
(20) v"(x) = ZI“J' wix), a;eR,
f=

Av™ — Au, en IXQ), v" 2 y™0).

On cherche u) solution approchée du probléme (I. V) sous la forme
0,%) = %0 )
iz
%) En particulier u € C°(0, T, H5 /(%)) cfr. [12].
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les y; étant a déterminer par les conditions:

O (Zorow) + () = L@ =" w) = () = e,
u(0) = v™.

Le systéme (P)" d’équations différentielles ordinaires non linéaires admet une solution
dans un intervalle [0, t,,]; les estimations a priori qui suivent montreront que t,, = T.

Etape (B). On multiplie 'équation de (P); de indice j par y}(t) et 'on somme en j.
Il vient aprés integration de O a t (t < t,):

m ! m 1 ‘ m m m m
(21) %nus (t)”IZ‘Z(Q) + aJ‘ nue ”:vpl(ﬂ)da + ;J~ ((lp - U )+s ‘/J - us) do é
o o

! m m 1 ! m m m
< [0 o A Om + [ (07— )", w7y g
o 0
On déduit donc, en particulier de (21) que (e étant fixé)

do

Lr'(Q)

wmmﬁijW—ww

et aussi en particulier:

.
W2 Olo S+ ¢ [ ur)linn do
o

d’ou résulte que:

(22) [u(®)| 222y < ¢, (indépendant de m)
etalorst, =T.
Reprenant (21) on en déduit que:

(23) |42 oo, 7w pcay + [ | oo, 7,220y = {“f |22 + [[o" ][22y +
“(ll/ = u) + ”'I’m”{r(e)}'

On dérive en t (formellement) 'équation de (P);, on multiplie par (d/df) y(?) et on
somme en j. Il vient, d’aprés integration de 0 a t:

ey 3

)

Lr'(Q)

2

t y 2
+ j j |grad uy|P~2 [(p -2) (_‘?_ |grad uZ'l) +
L@ Jode ot

]d odx + - j( (\1/"'—- ),g’t(lﬁ"'—u’,"))da=ll+12+l3

0

P ug ()
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ou: 8 2
— u:"(O)
ot L2

J2 I(Z{ ;t ’)do’
I, = 1_[( (" — un)* _Wﬂ)da———j ((w"'— )t a;;{m)da’r

a m,
o (Gt + 4570~ 10 5 ¥ (t)) .

5t
)

’

On a:
(25) J, = 3| 4v" — £(0)]Zacor
2 1o .|?
(26) 5, <% + == ul -
Ot|pao,renay 410t |lLeo,r,L200)

Estimons maintenant J,. Pour simplifier posons

]
uy =v, —yY"=w,
: P Y
En appliquant la inégalité de Joung résulte:

(oW =3, I (grad o~ 0, ) () dx 3
<E_'" rad v|P=2 p_|[¢’ 1§ P
s, ;J lerad of2=2 o, " (1) dx + ﬁ';‘::f,,lw"‘i (1) dx.

Mais on a:

; dolP2 I 4 < , ’
;“L“gra o2 0 (1) =;L{lgrad o|®=27'12|971%(0)| +
+ ti“ d v|e=2)p" 2
o3t 8ra v|p /2 vx.|”"2 da'} dx <
<2 ;[f |grado]e=27" |0, |27 /2(0)dx+Tf fl = |grad ofe=222], |2

B X L [,

440

dx do‘]
2
+ |grad -@' ]dx da} .
ot




11 résulte alors:

(Au“ >(t) = 2; {”vmuw"l“” - cLJ |grad u'|?” 2[(;% |grad uL"I)Z+

m P
]dxdo}+c—~“ Ym(t) .
Wpl(2)
Et donc on a:
1 oym 1
27 VAES SUEE M I MY LAPP
7 il ﬂs ( ) @ || 0 ey 80t 2@
0 oym||P
+2 “ L (’) + - “f“m(o T,L2(2) + o +
@ P Ot ||Lw(0,T.LP(2))
122 “v ey + 2625 j f |grad 7|7~ {( |grad u"‘|)
m|2
} dx do
Wol(R)
Donc de (24), (25), (26), (27) résulte, avec une choix convénable de p, la majoration
suivante:
0 iy
(28) ‘— u] f f Igrad uy|P~? [p - 2)( |grad u’"|>
at L*(0,T ,L2(R))
]d" do = C[HA” — fO)|| 2y + o +
Ot||L1(0,1,L2(2))
1 m ' 62 P
_(‘I,m_uz)+ + _z_lllm +
& v 10t L7(Q)
oym "
# A lEoron+ || 1 |
0t || Loo,T,W,1(2)) :

Etape (y). D’aprés (22) et (28), compte tenu de
v — )

€

1 2
_u::"
&

Sc +c
LP'(Q)

L=(0,T,L*(9))

et de (21) on déduit que:

(29) (i) llui"llﬁ(o.r.-w,‘m» < ¢, (indépendant de bm) ,
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(i) [Iu'g"ﬂfm(o'r,,‘z(g)) < ¢, (indépendant de m),

ouy C
(iii) < ¢, (indépendant de m),
ot Le(0,T,L3(2))
m
(iv) | |srad um|®=2/2 |grad oue < ¢, (indépendant de m),
L3(Q)

(v) | |grad yr|e-2/2 g— |grad u}|
t

< ¢, (indépendant de m),
L2(Q)

Donc, (& étant fixé), on peut extraire de uj une suite telle que:
(30) i)  uf - u,dans L*(0, T, I}(Q)) faible étoile ,

ii)  ul > u, dans I?(0, T, °W,(Q)) faible ,

iii) 6% ut - g—ue dans L°(0, T, I*(Q)) faible étoile .
t

On déduit maintenant de (30), ii) et iii) que u} — u, dans I2(0, T, W, ~*()) fort
(cfr. [11]) et en particulier:

(31) (y* — ut)* > (¢ — u,)* dans L?(Q) fort .

Par ailleurs, 4 étant borné, on peut déduire de (29) que:

(32) “Au “L,, 0. TW-1,42) = Ce (indépendant de m)

et en passant a la limite sur m dans (P) on obtient (d’apres ’hémicontinuité et la
monotonie de A, cfr. [11]):

(P)z iue + Auz - l(ll/ - ue)+ =f
ot €

u(0) = uy, u,eI?(0, T, "W, (Q))
et aussi, aprés (23) et (28): '

(33) “u "Lp(o T, Wpl(g)) {"f“m o+ \(‘// - u)

+ [¥]Ero + “uoﬂfz(sp} .

LP'(Q)
2 2
(34) 9 u, |grad u,|*~2/ |grad Ou, +
at L°°(0,T,L2(Q) at Lz(ﬂ)
+ | |erad u,|®=?/2 — 9 ‘gradu | <
a 12(9)
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+ | f =0 1oy +

p }
Lr(Q)

Si on remarque que le probléme (P,) admet une solution unique (cfr. [11]), on
a aussi (30) et (31) pour P'entiére suite {u}'},,cpg-

< c{|sf<o>umm + Auo| 2 + “ f

L1(0,T,L2(82))
P P’
ot

v

+
or?

H(w —u)*

L=(0,T,W,(R)) Lr'(Q)

Etape (8). La majoration uniforme par rapport a ¢ dont nous avons besoin,
pour achever le démonstration du théoréme 3, est donné par le lemme suivant:

Lemme 4. Dans les hypothéses du théoréme 2 on a

(39) S - )’

<c
LP'(Q)

ou ¢ ne dépend pas de e.

Démonstration. Multipliant I'équation de (P,) par |(¥ — u,)* " "2 (¥ — u,)*
on a:

[0 =i A — =2 ) o+ [0~ 00 i =

t
= J W+ A — £, |y —u)* |2 (Y — u)*)do.
(1]
En utilisant I'inégalité de Joung on en déduit que:

1 . il 1( el
- I — u,) Q] 2 +~"j I = uo)* | do +
p €Jo

+ (- 1) j ):(lsradW 2y, -

2a(y>uyi=1

- [graduE["“2 u,),, (Y —u, ),,‘ |(|//—u |""2 dxde £

p”p“(‘/’ — u) " | + 5 “'/” + 4y = flir-
En utilisant la (2) du lemme (1) on peut dire que

11 , 1 ,
() LR 2 VR 2t
e p P
et donc, en posant u? = 1/e, la (35).
Maintenant on peut majorer le deuxiéme membre de (33) et (34) par une constante
qui ne dépend pas de &. .
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La fonction u, est la solution d’une équation du type (6) avec deuxiéme membre F
F=f+2(=u) e(0), [Fluose.
On déduit alors de (7) que:
(36) ]| oo .11+ 1160 diaaLeo, 7. mar 20y <

§c{§(~/f—u,)+

+ [ flerer + ““onm'ﬂ(n)}-
Lr'(Q)

On doit seulement passer a la limite en ¢ et pour faire ¢a on revient au probléme
(P)., en remarquant que pour tout v dans K on a:

B (-W—-u) u—v)=((y —v)* =¥ —u)*,u,—v)=0 p.p.ent.
En multipliant I'équation dans (P), par u, — v (v e K) on peut écrire, d’aprés (37):
(38) <u;9 U, — U> + <Aue9 u, — U) é <f’ U, — U) .

De (33) et (34) on déduit en particulier (pour une sous-suite que I'on note encore
avec u,) que (cfr. [11]):

u, > u dans I?(0, T, W,(Q))
et A étant borné, aussi:
(Y —u)* =e(du, + u, — f) >0

ce qui entraine u € K.
On passe maintenant a la limite dans (38) et 'on achéve la démonstration.

Corollaire 1. Si ’on ajoute aux hypothéses du théoréme 3 que:
AY e I2(0, T, I7'(Q))
alors la solution de (1. V) est dans L°(0, T, H, *1'/=)(Q)).
Demonstration. On part de (15) (cfr. [7]) que I'on écrit dans la maniére suivante:
(A + Y)Yz Auzf— o
Draprés le fait que u’ € L*(0, T, I*(2)) on déduit que:
Aue (0, T, () .
En utilisant un résultat elliptique (cfr. Remarque 2) il vient
Ju(®) a2 +trct-ma, < cf Au(®)]ioriay £ e du]Logo,r,5can -
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3. RESULTATS DE REGULARITE DANS UN OUVERT REGULIER

Dans ce paragraphe on donne deux théorémes du type du corollaire 1, en utilisant
les résultats de régularité de J. Simon (voir Annexe 1).

On fait Phypothése que Q soit un ouvert de classe C>.

Théoréme 4. Si on fait les hypothéses suivantes:

O rer@. G Zerorne@). Gy 10cr@),
O VeZOTWE@). () ZelO.T W),

2
(iii)y % eI’(Q), (i), AyeL*(0, T, I’ (),
(V)w Yy =0,
(Do %o €°Wp(Q),  (ii)y, AuoeI¥(2), (i), uo = ¥(0)
alors la solution de (1. V) vérifie les conditions suivantes:
ue L0, T, °Hy*™®~D1(Q)), u' e L°(0, T, I}(Q)) .

Demonstration. On procéde comme dans le théoréme 3. On déduit de (33) et
(34), compte tenu de (35), les extimations suivantes:

(39) lue] oo,z omprcan < €
(40) ou <ec,
0t || Lo 1,022))

ol ¢ ne dépend pas de .

D’aprés (39), (40) on obtient que

u, — u dans I2(0, T, °W,(Q)) faible,
o 2 , o
—u,—> —u dans I»(0, T, (Q)) faible étoile
ot ot
et aussi que u, - u en I7(0, T, W, ""(Q)) fort.

On démontre alors que u est solutioy de (I. V) en passant 2 la limite dans (38);
mais de (40) on a aussi

u' e L0, T, X(Q)) .
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En partant de (15) on a alors

—u' + Ay +Y)ANfZAuzf—u
et donc
Aue L*(0, T, ' (Q)) .

En utilisant le résultat elliptique de J. Simon [19], on obtient
we L2(0, T, H:*1V®=D7 (@)

Si I’obstacle est dépendant seulement des variables d’espace, on peut obtenir des
résultats du type du théoréme 4, aussi pour le probléme non homogene, en utilisant
la méthode de Rothe (voir Brezis [5], Ne¢as[16]). Cette méthode peut étre employé
(voir [16]) toutesles fois quon a des résultats de régularité elliptique pour
opérateurs monotones [voir par example I'opérateur 4, de I’Annexe 1].

On fait les hypothéses suivantes: ‘
(41) fecC(0, T, }(Q) n VB, T, I}(Q)),
yeW,(Q), Ayell(Q),
geC(0, T, W2 1"(3Q)), g =,
u,€°W, + G, Auge IX(Q), uy=y.
01 (G & W3(@)/Glua) = 9(0) -
On s’interesse au probléme

(P) u' + Au, v — o) = {f,v—u)d, VYvek, u(O);—:uo, uekK

ot K = {ueI?(0, T, "W,(2) + G), u = ¥ p. p. dans Q} .

On peut maintenant établir le théoréme suivant:

Théoréme 5. Si on fait I'hypothése (41) le probléme (P) admet une solution
unique u telle que:

ue L0, T, Hy*™e=D1(Q)), w' e L°(0, T, A(Q)).

Pour démontrer le théoréme ci-dessus on va employer trois lemmes.
On désigne par

Ap = Av — 1(l// - v)*
€
et on se pose le probléme:
(M ueWy(Q), upo=9g, Au=7f.
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On a:

Lemme 5. Sous I'hypothése (41) le probléme (I) admet une solution unique u
telle que:
ue Hll’+[1/(p_l)2] (Q) .

Démonstration. Pour I’existence et I'unicité voir Lions [11], pour prouver
la régularité on considére ’equation:

Au=f+1(1p—u)+
e

ol le deuxiéme membre est dans I7(Q), d’aprés J. Simon [19] on achéve la dé-
monstration.
On va maintenant étudier le suivant probléme:

(I0), uel’(0,T,G + Wy (Q), u' + Au=f, u(0)=u,
et établir le:

Lemme 6. Toujours sous I'hypothése (41) il existe une unique solution u, de (II),
et de plus:
(42) ”“;“wa,r,u(m) =C
ou C ne dépend pas de ¢.

Démonstration. On commence par rémarquer que si on désigne par D(4,) =
= {ueG + °W)(Q) : Au € I¥(Q)), A, vérifieles hypothéses du théoréme de [16]
(voir Annexe 2).

Compte tenu que u, < ¥ donne A,u, = Au,, on a que il existe une unique solution

de (II), et de plus:

43)  ul)) = D)oy < |t = o] (var |f] + Max [[£(1)] 20y + [[Auo] r2@) -
0,T) [0,7]

On déduit alors de (43) que:

(44) ”“;“Lw(o,r,u(n)) =C,

ou C ne dépend pas de e.

Lemma 7. Soit u, solution de (1), on a la majoration suivante:

=C,
L=(0,T,L2(2))

Hl W - u)*

ou C ne dépend pas de e.
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Démonstration. On commence en multipliant par —,(zp — u,)*|'2 (W —u,)*
les deux membres de I’égalité suivante

Au = =) =f =
et on déduit:
5 W = u)* ()2 + (A% = Auy, [(F — w) |72 (0 = u)*) (1) =
=(f—u+ A, |V —w)* "2 (0 — u)*) (1)

et, de que
(A% — Auy (4 — w) ]2 (F = u)*) =
2(pr-1) lgrad (¥ — u)[? |(¥ — u)* |2 dx 2 0,
20 {y Zue}

(voir lemme 1) on obtient, en utilisant I'inégalité de Young:
1 . 1 o
: W = w)* £ (1) = " Tl + f = w B (1) +
1 ,
+ ;l‘p”('/’ = 1) [Eocay (),

avec la choix #? = 1/¢ on achéve la preuve.
On va maintenant terminer la démonstraticn du théoréme 5.

Démonstration. On déduit du lemme 6 et 7 que la fonction u, est solution de
P’équation:
, 1
Au, = —u; + -(y — u,)* +f p.p.dans(0, T)
e

ol le deuxiéme membre

F(t,x) = —u, + §(|/1 —u)t + f

est dans L°(0, T, IZ'(Q)) et vérifie:
"F”L“(O,T,Lp’(n)) évc,

ou C ne dépend pas de .
D’aprés Simon [19] on obtient:

lu0lagraso-30 5 {1l + ;0= w0+ @) =
2)

Lp'(

+|f |IL°°(0.T,LP'(9))}

; 1
= C{”“e”w(o.r.w(m) + ”— W —u)*
€ L*(0,T,LP"(2))
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et encore
(45) Hus||L°°(O,T,H11,+[]/("_l)z](_())) £C,

ou C ne dépend pas de &.
Compte tenu de (44) et (45), on achéve alors la démonstration comme dans [11].

Annexe 1. (cfr. Simon [19]). Soient © un ouvert borné de R" dont la frontiére 0Q

est de classe C* et d € L*(Q), telle que infess d > 0, on définit une bijection 7,
Q
o, Wa(Q) » W (Q) x W, ~1P(6Q)

par o/ u = (div (d(|grad u|ga)?"? . grad u, ul,0), on a alors:

Théoréme. On suppose p = 2, d € Wi(Q).

L’application d,,—‘ envoie

(@) x W™'"(0Q) dans H)*Ve~DY(Q).

Aunexe 2. Soit 4 un opérateur monotone dans D(4) < H ou H est un espace

d’Hilbert reel: on suppose que:
(4+1I)(D(4) =H.

On suppose uy e D(A4) et fe C%0, T, H) n VB(0, T, H) on définit solution du
probléme (*)

(*) u + Au(t) = f(t1), 0t<T, u(0)=u,
toute fonction u fortement continue de [0, T & H, faiblement derivable dans H par
rapport a t€ [0, T], telle que u(t) e D(A) par tout te [0, T], Au(t) est faiblement

continue et qui vérifie I"équation (*) pour tout ¢ dans [0, T'].
On a alors le suivant:

Théoréme. Dans les hypothéses exposées ci-dessus il existe une solution unique u
du probléme (*): de plus u(t) est uniformement lipschitzienne est vérifié 'inégalité:

) = u@] = It = <l (var [/l + Max [ 7] + [ uola)
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