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ZUR ZERLEGUNG DES E, DURCH EINFACHE HYPERFLACHEN

HEeinz DammM, Berlin

(Eingegangen am 2. Februar 1977)

EINLEITUNG

In [2] wurde eine geometrische Konzeption fir den Aufbau einer qualitativen
Theorie der nichtlinearen Optimierung entwickelt. Im Falle der konvexen Optimie-
rung konnte diese Konzeption bereits mit Erfolg angewandt werden [4]. Eine zentrale
Stellung nehmen in [2] die einfachen Flichen ein. Fiir abgeschlossene einfache
Hyperflichen wurde gezeigt [2], daB diese den E, in genau zwei Gebiete zerlegen.
Die Zerlegung des E, durch homSomorphe Bilder von abgeschlossenen einfachen
Hyperflichen ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Dabei wird in den Féllen,

wo der E, als topologischer Raum aufgefat wird, die natiirliche Topologie zugrunde
n+1

gelegt. Mit S, = {x€E,,, | (x;)* = 1} wird die n-Sphire bezeichnet. SchiieBt
i=1

man E, mit einem unendlich fernen Punkt oo ab, so sind E, = E, U {0} und S,
in bekannter Weise homdomorph zueinander. Begriffe und Bezeichnungen, die im
folgenden aus [2] iibernommen wurden, werden als solche gegennzeichnet und hier
nich noch einmal erklart.

ZERLEGUNGSSATZE
Es sei M,_, < E, eine einfache Hyperfliche [2] und M < E, homomorph
zu M, _ ;. Wie Beispiel 1 zeigt, braucht M keine einfache Hyperfliche zu sein.

Beispiel 1. Sei
M={xeE |[0<x, 21, x,=(x)}u{xeE |[0Zx =1, x, = (x,)°}.

Man iiberzeigt sich sofort, daBl in x = (0, 0) die Definition der einfachen Hyperfliche
nicht erfiillbar ist. Andererseits ist M hom6omorph zu S, und S, ist eine einfache
Hyperfliche in E,.

Gilt M,_, = M,_,, so zerlegt M, _; den E, in genau zwei Gebiete [2].
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Beispiel 2. Sei M, = {x€E, | —in < x, < 4m, x, = tan x,}. Dann ist M,,_,
eine einfache Hyperfliche in E, und es gilt M,_, = M,_,. Die Mengen M,_, und
M = {xeE, | —4n < x; < 3m, x, = 0} sind homSomorph und M ist eine einfache
Hyperfliche in E,. Man sieht aber sofort, daB M nicht abgeschlossen ist und den E,
nicht zerlegt. Daraus folgt, daB das homdomorphe Bild einer abgeschlossenen
einfachen Hyperfliche den E, nicht zu zerlegen braucht.

Die abgeschlossenen einfachen Hyperflichen besitzen folgende Eigenschaft.

Satz 1. Sei M,_; = M,_, < E,. Dann ist M,_, gemeinsame Begrenzung der
Gebiete G, und G,, in die der E, durch M, _ zerlegt wird.

Beweis. Der Beweis wird nur skizziert. Es werden die Bezeichnungen und Er-
gebnisse des §4 von [2] benutzt. Sei Z(M,_;) = U U(x) eine Z-Uberdeckung

xeMp -1
von M,_,. Dann zerlegt M,_, jedes U(x) in genau zwei Gebiete 'U(x) und *U(x)
([2], §4, Beh. 1). Aus dem in [2] dafiir angegebenen Beweis folgt sofort, daB fiir
jedes feste x°e M, _, jedes x e M,_; n U(x°) Begrenzungspunkt von 'U(x°) und
2U(x°) ist. Beriicksichtigt man jetzt die Konstruktion der Gebiete G, und G, aus den
Mengen 'U(x) und 2U(x) ([2], § 4, Beh. 2, 3 und 4), so folgt sofort, daB jeder Punkt
von M, _, Begrenzungspunkt von G, und G, ist.

Es sei jetzt M < E, abgeschlossen und hom6omorph zu einer abgeschlossenen
einfachen Hyperfliche M,_, von E,. Der Homéomorphismus von M auf M,_,
werde mit ¢ bezeichnet. Zunidchst wird der Fall betrachtet, da3 M,_; unbeschrankt
ist. Dann ist auch M unbeschrinkt und es gilt folgende Aussage.

Lemma 1. Fiir jedes hinreichend grofie d € E; d > 0 existiert ein he E{_ h >0

mit der folgenden Eigenschaft: Die Punktmenge N(H) = {x € E, l Y (x)* > h} n
i=1

AM wird durch ¢ in die Punktmenge Q(d) = {x€E,|Y (x;)* >d}nM,_,
=1
abgebildet.

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefithrt. Angenommen, fiir d* > 0 existiert
kein h mit der genannten Eigenschaft. Dann gibt es zu jedem h > i > 0 ein x(h) €

€N(h) mit o(x(h)) ¢ Q(d*). Folglich gilt ¢(x(h)) € {x € E, |i§1(xi)2 Sd*nM, =

= 0(d*). Sei jetzt hyyy =h,+ 1, hy > k>0 und v =1,2,.... Fiir jedes v =
= 1,2, ... existiert dann ein x(h,) € N(hv) mit ¢(x(h,)) € §(d*). Da 0(d*) kompakt
ist, existiert eine konvergente Teilfolge {@(x(h,))} -, deren Grenzwert x* zu Q(d*)
gehort. In jeder e-Umgebung von x* liegen daher unendlich viele Glieder der Folge
{o(x(h,)}- 1. Sei ¢ '(x*) = X € M. Wegen ¢ ' stetig, liegen daher in jeder Umge-
bung von % unendlich viele Punkte der Folge {x(h,)}. Das steht abcr im Wider-
spruch zur Konstruktion der x(h”). Das Lemma ist damit bewiesen.
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Bemerkung. Aus dem eben angegebenen Beweis folgt sofort: Fiir jedes hin-
reichend groBe he E;, h > 0 existiert ein d € E;, d > 0 mit der Eigenschaft, daB
97}(Q(d)) = N(k).

Sei jetzt E, = E, U {oo} Als Umgebungen des Punktes oo werden in bekannter
Weise alle Mengen angesehen, die den Punkt co und alle Punkte auBerhalb einer
geniigend groBen abgeschlossenen Kugel mit dem Koordinatenursprung als Mittel-
punkt enthalten. Es ist dann ohne weiteres klar, daf3 M=Mu {w} und 1\71,,”1 =
= M,_, u {0} in E, abgeschlossen sind. Die Abbildung

¢(x) fir xeE,
oo fiir x= o0

Y(x) =<

ist dann ein Homdomorphismus von M auf M,_,. Die Stetigkeit von ¥ und ¢!
ergibt sich dabei unmittelbar aus Lemma 1 und der sich daran anschlieBenden
Bemerkung.

Im weiteren wird folgende Lemma benutzt, dessen Beweis unmittelbar klar ist.

Lemma 2. Es seien R und R* homéomorphe topologische Rdaume. Wenn P < R
den Raum R zerlegt, so zerlegt auch das Bild P* von P den Raum R*. Beide Zerle-
gungen haben dieselbe Anzahl von Komponenten.

Bildet man jetzt E, homSomorph auf S, ab, so gehen M und M,_, in zueinander
homoomorphe Mengen M und M,_, iiber. Nach Lemma 2 zerlegt M,_, den
Raum S, in genau zwei Gebiete. Unter Benutzung des Dualitdtssatzes von ALEXANDER
und PoNTRIAGIN [1] folgt sofort, daB auch M den Raum S, in genau zwei Gebiete
zerlegt. Wendet man nochmal Lemma 2 an und beriicksichtigt die Definition von M
und M,_,, so ergibt sich folgendes Resultat.

Satz 2. 1°. Ist M < E,, M = M homdomorph zu einer abgeschlossenen un- -
beschrinkten einfachen Hyperfliche M,_,, so zerlegt M den E, in genau zwei
Gebiete G, und G,. 2°. M ist die gemeinsame Begrenzung von G, und G,.

Beweis. Es muBl nur noch Behauptung 2° bewiesen werden. Nach Satz 1 ist jeder
Punkt von M, _, Begrenzungspunkt von M, _, und die Menge M, _, ist gemeinsame
Begrenzung der beiden Gebiete, in die sie den E, zerlegt. Aus dem Satz von der
Gebietsinvarianz ([3], S. 346) folgt dann, daB jeder Punkt von M ebenfalls Be-
grenzungspunkt von M ist. Sei x € M. In jeder n-dimensionalen Umgebung von x
liegt dann stets ein Punkt von G; und ein Punkt von G,. Denn wiirde eine Umge-
bung U(x) existieren mit 0.B.d.A. U(x)\ M < G, so wiirde jede Umgebung des Bild-
punktes X von x, X € M, _,, eine Umgebung enthalten, die homdomorph zu E, ist.
Das ist aber nicht mdglich. Jeder Punkt von M ist daher Begrenzungspunkt von G,
und G,. Die Menge M ist somit gemeinsame Begrenzung von G; und G,.

Es sei jetzt M,_; = M,_, eine beschrinkte einfache Hyperfliche in E,. Wie
in [2] bewiesen wurde, ist eins der beiden Gebiete, in die der E, durch M, _, zerlegt
wird, beschrankt. Aus Satz 1 folgt daher sofort \

482



Korollar 1. Jede kompakte einfache Hyperfliche M,_, < E, ist eine reguldre
Gebietsgrenze in E,.

Sei M < E, homdomorph zu einer kompakten einfachen Hyperfliche M, ., < E,.
Aus Korollar 1 folgt dann unter Benutzung des Dualititssatzes von Alexander und
Pontrjagin [1] unmittelbar der nachstehende Satz.

Satz 3. Jede Teilmenge des E,, die homéomorph zu einer kompakten einfachen
Hyperfldche des E, ist, ist in E, reqguldre Gebietsgrenze.
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