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KOORDINATISATION PROJEKTIVER EBENEN
MIT HOMOMORPHISMUS

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 1. September 1975)

Der Autor definierte in [5] lokale Ternarringe, H-Ternérringe und ihre Erweite-
rungen. Im vorliegenden Artikel wird gezeigt, daB sich diese Strukturen zur Koordi-
natisation projektiver Ebenen mit Homomorphismus [4] eventuell projektiver
H-Ebenen [3] verwenden lassen.

Im ersten Teil wird die Koordinatisation projektiver Ebenen durch erweiterte
Ternérkorper durchgefiihrt ([5], Definition 11). Die Inzidenz von Punkten und
Geraden wird hier ausschlieBlich durch die Terndroperation dargestellt ohne Ver-
wendung der traditionellen Verfahrungstechnik aus der affinen Geometrie [6], [7].
Die Anwendung der erweiterten Terndrkorper zur Koordinatisation projektiver
Ebenen erméglicht dann nachfolgende Verallgemeinerungen. Im zweiten Teil wird
auf der Menge Q aller Punkte von beliebigen Geraden der projektiven Ebenen mit
Homomorhismus die partielle Ternidroperation ¢ derart eingefiihrt, daBl T =
= (R, R’, t) ein erweiterter lokaler Ternarring ist, wo R, R’ eine gewisse Zerlegung
der Menge Q bildet. Insbesondere 148t sich dann mittels einer beliebigen Geraden
der projektiven H-Ebene ein erweiterter H-Ternirring kanonisch zuordnen. Im
dritten Teil wird durch einen erweiterten lokalen Ternirring T = (R, R’, 1) eine
projektive Ebene mit Homomorphismus kanonisch bestimmt. Thre Punkte und
Geraden werden durch geordnete Elementepaare aus T, die Inzidenz bei Anwendung
der Operation t definiert. Im Sonderfall 148t sich dann durch einen erweiterten
H-Terndrring in dhnlicher Weise eine projektive H-Ebene gewinnen.

Erweiterte lokale Ternarringe bieten den algebraischen Apparat zum eingehende-
ren Studium projektiver Ebenen mit Homomorphismus und ihrer Spezialfélle. Der
Hierarchie: projektive Ebene mit Homomorphismus — projektive H-Ebene — pro-
jektive Ebene entsprechen algebraisch nacheinander: erweiterter lokaler Ternir-
ring — erweiterter H-Ternirring — erweiterter Ternarkorper, lokaler Ternérring —
— H-Ternarring — Ternédrkorper und lokaler Ring — H-Ring — Korper.

In [2] sind die projektiven H-Ebenen durch PH-Ternére, d. h. durch gewisse
algebraische Strukturen mit drei terndren Operationen koordinatisiert. Die Fragen
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der Koordinatisation projektiver und affiner H-Ebenen wurden ausfiihrlicher und
néher in [1] untersucht. Es wird jedoch gezeigt, daB die in [1] und [2] untersuchten
Probleme ein Teil der allgemeineren Theorie sind, die ein tieferes Eindringen in die
betrachtete Problematik ermoglicht.

Definition 1. Eine Inzidenzstruktur £ ist ein Tripel (B, L, I) von Mengen, wo
BN L=0undI < B x L. Die Elemente a € B heilen Punkte, p € L Geraden und I
heiBt Inzidenzrelation. Fiir (a, p) € I schreiben wir a I p, im Gegenteil a nonI p
und man sagt dariiber: Der Punkt a liegt (liegt nicht) auf der Geraden p, die Gerade p
geht (geht nicht) durch a usw.

Definition 2. Seien J = (B, L, 1), #' = (B, L',I') Inzidenzstrukturen. Die Ab-
bildung » : Bu L— B’ U L' (kurz % : # — #') heiBt ein Homomorphismus, wenn
gilt:

(1) Bx =B, Lx = L,

(2 alp=axl px.

Der Homomorphismus % : J — #' hei3t ein Epimorphismus, falls Bx = B', Lx'= L
gilt.

Definition 3. Die Inzidenzstruktur =« = (B, L, I) heiit eine projektive Ebene,
falls gilt:

(1) x,yeB, x + y=>3peL; x,yIp.
(2 x,yeL, x + y=31peB; plx,y.

(3) Es existieren vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.

Definition 4. Eine projektive Ebene mit Homomorphismus ist als ein Tripel
(m, ', %) definiert, wo = = (B, L, I) eine Inzidenzstruktur, =’ eine projektive Ebene
und % : 7 — #n’ ein Epimorphismus sind, wobei gilt

(1) x,yeB, xx + yx=3peL; x,y1p,
(2 x,yeL, xx + yx=3'peB; plx,y.

Bemerkung 1. Unter einer projektiven Ebene mit Homomorphismus werden wir
weiter die Inzidenzstruktur 7 aus der Definition 4 verstehen. Die einzige Gerade,
die nach (1) durch die Punkte x, y bestimmt ist, werden wir mit p = xy bezeichnen
und mit p = x [] y werden wir den nach (2) durch die Geraden x, y bestimmten
einzigen Punkt p bezeichnen.

Definition 5. Eine projektive Ebene n = (B, L,1) mit Homomorphismus heiBt
eine projektive H-Ebene, falls folgendes gilt:
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(1) Zu je zwei Punkten x, y € B mit xx = yx gibt es mindestens zwei verschiedene
Geraden, von denen jede durch beide Punkte x, y geht.

(2) Jede zwei Geraden x, y € Lmit xx = yx besitzen mindestens zwei verschiedene
gemeinsame Punkte.

Gegenstand des folgenden Abschnittes ist die Koordinatisation der projektiven
Ebenen mit Hilfe von erweiterten Ternarkorpern [5]. Sei © = (B, L, I) eine projektive
Ebene und o, u, v, e Punkte aus B, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.
Bezeichnen wir nacheinander Q = {xe B|xTou}, R = Q\{u}, Q, = {(a,b)e
QxQ|b=u=a=u},Q,={(a,b)eQ x Q|a =u=b = u}. Definieren wir
eine Abbildung ¢’ : Q; — B durch folgende Vorschriften E, bis E;:

E,. Fiir jedes Paar (x, y)eR x R bezeichnen wir w = yv[]oe, s = xv[]uw
(Abb. 1). Dann gilt s non I uv und wir setzen s = (x, y)°-

E,. Fiir jedes Paar (u, y) mit y € R bezeichnen wir n = yv[] oe, n' = nu[] ve,
s = on’ [T uv (Abb. 2). Dann gilt s + v und wir setzen s = (u, y)*.
E,. Es sei (u, u)* = v.
v
Y u
/ X \ AN
Abb. 1.

Abb. 2.
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Fiir jeden Punkt s € B fiihren wir nun folgende Betrachtung durch:

a) Ist s non I uv, so setzen wir x = vs[ ] ou, w = su []oe, y = vw [] ou, woraus
x,y€Rund s = (x, y)* folgt.

b) Es sei sluv mit s &= v und setzen wir n’ = os[lev, n =un’'[Joe, y=
= vn [ ou. Daraus folgt y € R und s = (u, y)*. Also ist die Abbildung & eine bijek-
tive Abbildung der Menge Q, auf B.

Definieren wir weiter eine Abbildung ': Q, — L durch die Vorschriften E; — Ej:

E}. Fiir jedes Paar (m, k) € R x R bezeichnen wir n = mv [ ] oe, n' = nu [] ve,
p=on'[luv, z=kv[]oe, q=uz[]ov (Abb. 3). Dabei gilt p + v, ¢ + v und
wir setzen r = pq = (m, k).

Abb. 3.

E;. Fiir jedes Paar (m, u) mit m € R bezeichnen wir r = mv und setzen r =
= (m, u)".

Ej. Es sei (u, u)" = uv.

Wir zeigen, daB 5’ eine bijektive Abbildung der Menge Q, auf List:

a) Ist r eine Gerade mit r + uv, vnonIr, so kann man p =r[Juv,q =r[1ov
setzen und mit dem zu E] umgekehrten Verfahren Punkte m, k konstruieren. Daraus
erhdlt man dann r = (m, k)"

b) Ist r eine Gerade mit r # uv, v1r, so gilt r = (m, u)", wo m = r [ ou.

Weiter wird (x, y)* = [x, y] V(x,y)e @, und (m, k)" = (m, k) V(m, k)€ Q,
gesetzt. Bezeichnen wir Q' = {(a,b,c)e Q x Q x Q l b =u=c=u} und defi-

576



nieren wir t durch

1. Tst (x, m, k) e @', k + u, so gilt y = 1(x, m, k) < [x, y] T {m, k).
2. x =y, m,u) < [x, y] 1 {m, u).
Es 1aBt sich leicht nachpriifen, daB t eine Abbildung von Q’ in Q ist.

Satz 1. Das Tripel T = (R, u, t), wo t aus der vorigen Definition ist, bildet einen
erweiterten Terndrkirper.

Beweis. Wir beweisen die Giiltigkeit von 11.1 bis 11.4 aus Definition 11, [5]-

ad11.1. 7 = (R, t | R) ist ein Terndrkdrper, wo t ] R eine Restriktion von t auf
die Menge R x R x R bedeutet. Zum Beweis siehe etwa [7].

ad 11.2. Es sei y = #(u, m, k) mit m, ke R. Wird s = [u, y], r = {m, k) gesetzt,
so ist s I . Erklaren wir nach E} die Gerade r = pq. Nach E, gilt s I uv und mithin
s = p. Durch Vergleich der Konstruktionen E, und E} erhalten wir y = m.

ad 11.3. Es sei x = #(y, m,u) mit ye R und me Q. Wird s = [x, y] und r =
= {m, u) gesetzt, so ergibt sich s I r.

a) Es sei m € R. Nach E} ist r = mv. Wenn wir nach E; zum Punkt y den Punkt w
festlegen und s = uw [] r setzen, so erhdlt man x = m.

b) Es sei m = u. Dann ist r = uv. Erklaren wir nach E, mit Hilfe des Punktes y
die Punkte n, n’, dann gilt s = on' [Juv und x = u = m.

ad 11.4. Es sei x = #(u, m, u) mit me Q. Wird s = [x, u], r = {(m, u) gesetzt,
so erhdlt man s I r. Nach Definition der Menge Q, folgt dann x = u.

Es sei T = (R, u, t) ein erweiterter Terndrkorper und Q = R U {u}. Setzen wir
Q;={(a,b)e Q@ x Q|b=u=a=u}und Q, = {(a, b) e Q x Qla=u=b=
= u}. Seien B, Lelementfremde Mengen, &’ eine bijektive Abbildung der Menge Q,
auf B und 7’ eine bijektive Abbildung der Menge Q, auf L. Setzen wir widerum
(x, )" =[x, ¥] Y(x,») € Qy, (m, k)" = {m, k) ¥(m, k) € Q, und definieren wir eine
Relation I = B x L durch

1. Ist k < u, so gilt [x, y] I {m, k) < y = 1(x, m, k).

2. [x, y]I<m, u) < x = 1(y, m, u).

Satz 2. Das Tripel n = (B, L, I) aus der vorigen Konstruktion ist eine projektive
Ebene.

Beweis. Nach Definition 1 ist © eine Inzidenzstruktur und wir iiberpriifen, daB3
sie den Forderungen (1) bis (3) aus der Definition 3 geniigt.

ad 1. Seien p = [a, p], ¢ = [c, d] zwei verschiedene Punkte aus B.

1. Nehmen wir an, daB a + c ist.

a) Seien a, b, ¢, d aus R. Da (R, t | R) ein Ternarkorper ist, gibt es nach K, aus
der Definition 2, [5] ein einziges Paar (m,k)e R x R mit b = t(a, m, k), d =
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= 1(c, m, k), was bedeutet, daB p, g I {m, k). Angenommen p, q I {(m, u), so erhilt
man a = t(b, m, u), ¢ = #(d, m, u). sWegen b,d e R gilt nach 11.3, [5] a =
= (b, m,u) = m = t(d, m, u) = ¢, was ein Widerspruch ist.

b) Nehmen wir an, daB @ = u. Dann folgt ¢ # u und nach Definition von Q,
ist auch d =+ u.

o) Essei b = u. Nehmen wir an, daB p, ¢ I {m, k) mit k # u gilt. Nach Definition
von Q, ist auch m =+ u und es gilt b = t(a, m, k). Nach 11.2, [5] erhélt man u =
= t(u, m, k) = m, also einen Widerspruch. Es sei k = u. Dann ist ¢ =#(d, m, u) =
=m und a = u = t(u, c,u) = t(b, m, k). Folglich gilt p, qI<c, u).

B) Es sei b + u. Angenommen p, g I {m, k) mit k = u, so erhilt man a = u =
= t(b, m, k) = t(b, m,u) = m = t(d, m, u) = t(d, m, k) = ¢, also einen Wider-
spruch. Nehmen wir also an, daB k # u ist. Danach ist m % u und es gilt b =
= t(a, m, k) = t(u, m, k) = m und d = t(c, m, k) = t(c, b, k). Wegen b,c,deR
gibt es nach K, aus Definition 1, [5] ein enziges Element k € R, welches der vor-
gehenden Gleichheit geniigt. Dann p, g I <{b, k).

c) Ist ¢ = u, dann durch Vertauschung der Bezeichnungen verlauft der Beweis
dhnlich dem in b).

2. Nehmen wir an, daBl a = ¢ und folglich b = d gilt.

a) Es sei a = u. Wegen b + d muB entweder b % u oder d + u gelten. Es sei
b #+ u. Angenommen p, g I {m, k) mit k # u, dann erhélt man b = t(a, m, k) =
= t(u, m, k) = m = t(c, m, k) = d und somit einen Widerspruch. Es sei k = u.
Dann ist a = u = t(b, m, k) = t(b, m, u). Wegen b # u gilt nach 11.3, [5] u =
= #(b, m,u) = m. Man erhilt ¢ = u = #(d, u, u) = (d, m, k). Es gilt demnach
P, q 1 <{u, u).

b) Angenommen a # u, so ist auch ¢ # u und nach Definition von Q, folgt b + u,
d # u. Es sei p,qI{m, k) mit k + u. Dann gilt b = t(a, m, k) = t(c, m, k) = d
und damit ist ein Widerspruch erreicht. Angenommen k = u, so erhilt man a =
= (b, m, k) = #(b, m, u) = m = #(d, m, u) = t(d, m, k) = ¢ und demnach gilt
p,q1<a, uj.

ad (2). Seien p = <a, b), q = {c, d) zwei verschiedene Geraden aus L.

1. Nehmen wir an, daB b = u, d % u ist. Nach Definition von Q, folgt dann
¢ #+ u. Gilt [x, y]1p,q, so ergibt sich x = #(y, a, b) und y = t(x, ¢, d). Wegen
¢,d e R ergibt sich aus der Gleichheit y = #(x, ¢, d), daB y e R. Nach 11.3, [5]
erhilt man x = (y, a, b) = (y, a, u) = aund y = #(a, c, d). Mithin gilt [a, y] I p, g
mit y = #(a, ¢, d).

2. Nehmen wir an, daBB a # c.

a) Es sei b, d e R und folglich auch a, ce R. Da (R, t| R) ein Ternarkorper ist,
gibt es ein einziges x € R, so daB t(x, a, b) = #(x, ¢, d) und daher [x, y]Ip,q,
wo y = #(x, a, b) ist. Gilt [x, y]Ip, g mit x = u, so ergibt sich y = #(x, a, b) =
= t(u, a, b) = a = H(u, ¢, d) = ¢, also ein Widerspruch.
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b) Es sei b =d =u. Gilt [x,y]1p,q mit y + u, dann folgt x = «(y, a, u),
x = #(y, ¢, u), was ein Widerspruch ist. Ist also y = u, so gilt nach 11.4, [5] x =
= t(y, a,b) = t(u, a,u) = u = t(u, ¢, u) = (y, ¢, d) und dies bedeutet, daB
[u,u]Ip,q. ,

3. Nehmen wir an, dal a = ¢ und folglich b % d gilt. Ist etwa b = u, so gilt
d #+ u und man erhélt den Fall 1. Wir konnen also annehmen, dal b + yuund d + u
gilt. Dann ist auch ¢ =+ u. Ist #(x, a, b) = #(x, a, d) mit x € R, so ergibt sich nach K,
[5] b = d, was einen Widerspruch ergibt. Nahmen wir also an, daB x = u. Dann
erhdlt man y = #(x, a, b) = t(u, a,b) = a = ¢ = t(u, ¢, d) = 1(x, ¢, d) und es gilt
daher [u, a]1p, q.

ad (3). Keine drei der Punkte [o, o], [1, 1], [u, 0], [u, u] liegen auf einer Geraden.
Nehmen wir an, daB die Punkte [0, o], [u, 0], [u, u] auf einer Geraden {m, k)
liegen. Gilt k = u, so folgt m + u und aus [u, u] I {m, k) erhdlt manu = t(u, m, k).
Nach 11.2, [5] folgt aber #(u, m, k) = m, also ein Widerspruch. Nehmen wir dem-
nach an, es gilt k = u. Dann folgt 0 = t(o, m, u) und daraus m = o. Weiter ergibt
sichu = t(o, 0, u), u = o, also wiederum ein Widerspruch. Ahnlich in den restlichen
Fallen.

I

Sei m = (B, L, 1) eine projektive Ebene mit Homomorphismus. Dann ist mx =
=7n = (B’, L, I') eine projektive Ebene. Im folgenden setzen wir ax = a Yae B
Va € L. Wahlen wir in = solche Punkte o, u, v, e, wo keine drei der Punkte 0, i, 0, &
auf einer Geraden in 7’ liegen und setzen wir Q = {x€ B|xTou},R' = {xe Q|X =
=i}, R=0\R,Q, ={(a,b)eQ x Q|beR =aeR}, Q,={(a,b)e Q x
x QlaeR =beR}.

Definieren wir eine Abbildung ¢ : Q; — B durch folgende Vorschriften P; —P5:

P,. Sei (x, y) ein beliebiges Paar aus R x R. Wegen & non I’ oe gilt oe + vy und
man kann w = oe [] vy schreiben. Wegen uw =+ xv gibt es genau einen Punkt s
mit s = vx []uw (Abb. 1) und 5 non I’ uv. Wir setzen s = (x, y)°.

P,. Sei (x, y) ein beliebiges Paar aus R’ x R. Bezeichnen wir n = yv [ oe und
n’ = un[]ve. Wegen i’ & ¥ gilt on’ + vx und man kann s = on’ ["] vx schreiben.
Wir setzen s = (x, y)* (Abb. 4). Hierbei ist § + o, wegen x € R’ gilt Xo = uv und
5T uv.

P;. Sei (x, y) ein beliebiges Paar aus R’ x R’. Bezeichnen wir w = yv[7] oe,
h = xv [T oeund w = uw [] ve (Abb. 5). Es gilt yv = uv, ' uv, W = o, X0 = uv,
h I’ uv, uh = uv. Daher ist uh + ow’ und man kann s = uh [] ow’ schreiben, wo
§ = 0. Wir setzen s = (x, y)°.

Wir zeigen, daB & eine bijektive Abbildung der Menge Q, auf B ist:

a) Sei s ein Punkt mit § non I’ uv. Bezeichnen wir nach Abbildung 1 w = su [ oe,
x =vs[ou, y =vw[]ou dannist x, ye Rund s = (x, y)°.
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b) Sei s ein Punkt mit §I' uv und § # . Bezeichnen wir nach Abbildung 4 n’ =
=so[lve, n=un'[loe, y=vn[]lou, x=uvs[]ou, dann folgt xeR’, yeR
und s = (x, y)°.

c) Sei s ein Punkt mit § = . Bezeichnen wir w’ = os[Jve, w = uw' [ oe, y =
=vw[lou, h=us[]oe x=vh[]ou (Abb. 5), dann ergibt sich x, y € R’ und
s = (% y)f

Leicht kann man nachpriifen, daB alle Konstruktionen von a) bis c) eindeutig
sind.

Definieren wir weiter eine Abbildung 7 : Q, — L durch folgende Vorschriften
P{—P5:

P;. Sei (m, k) ein beliebiges Paar aus R x R. Setzen wir n = mv []| oe, n’ =
=nul[lve, p=on'[luv, dann ist p £ v (Abb. 3). Bezeichnen wir weiter z =
= oe[1kv, g = uz [ ov, so folgt § + ¥ und deshalb p + g. Wir setzen r = pq =
= (m, k)". Offensichtlich gilt 5 nonI' 7.

P;. Sei (m, k) ein beliebiges Paar aus R x R’. Setzen wir h = kv [ oe, w =
=uh[]ve, g =o0wl[]|uv, dann ist § = ¥ (Abb. 6). Wird r = mq gesetzt, dann
folgt 7 = uv. Wir setzen r = (m, k).

Pj. Sei (m, k) ein beliebiges: Paar aus R’ x R’. Bezeichnen wir h = vk [ oe,
q = uh [ ov, r = mq, dann ist ¥ = uv (Abb. 7). Wir setzen r = (m, k).
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7 “\
Wir zeigen, daB n eine bijektive Abbildung der Menge Q, auf List:

a) Sei r eine Gerade mit 7 + uv, ononI’F. Dann kan man p =r[Juv, q =
= r [ ov bezeichnen, wobei p + ¥, § + © (Abb. 3). Erkldren wir schrittweise die
Punkte z =qu [l oe, k =vz[lou, n"=o0p[lve, n=un'[]oe, m=on[]ou,
so erhalten wir m, k € R und r = (m, k)".

' b) Sei r eine Gerade mit 7 + uv, 5 I’ 7. Dann folgt 7 + ou und man kann m =
= r[]ou,q = r[] uvbezeichnen. Es gilt m € R und § = ©. Erklaren wir die Punkte
w = oq [ ve, h = uw [ oe, k = vh [ ou (Abb. 6), dann ist ke R" und r = (x, y)".

c) Sei r eine Gerade mit 7 = uv. Danach gilt 7 # ou, ¥ #+ ov und man kann m =
=r[lou, q=r[lov; h =uqlloe, k=vh[]ou bezeichnen. Demzufolge ist
m,keR’ und (m, k)" = r.

Setzen wir (x, y)* =[x, ¥] V(x,»)€ @ und (m, k)" = {m, k) V(m, k)e Q,,
bezeichnen wir Q' = {(a,b,c)€ Q x @ x @|be R’ = ce R’} und definieren wir ¢
durch
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1. Gilt m, ke R, xe Qoder x, ke R, me R, so y = t(x, m, k)< [x, y] I <{m, k).

2. Fiir alle Tripel (y, m, k) € Q', die nicht unter 1 angefiihrt sind, gilt x =
= t(y, m, k) < [x, y] L <{m, k). :

Mit Hilfe der Konstruktionen P, bis P} 148t sich zeigen, daB ¢ eine Abbildung der
Menge Q' in Q ist. '

Satz 3. Das Tripel T = (R, R, 1) ist ein erweiterter lokaler Terndrring ([5],
Definition 12).

Beweis. Gilt y = #(x, m, k) mit x, m, k € R, dann ergibt sich [x, y] I {m, k) und
nach Definition der Menge Q, folgt y € R. Die Abbildung ¢ ist also auf der Menge
R x R x R abgeschlossen. Bezeichnen wir mit t]R die Restriktion von t auf die
Menge R X R x R. Zunichst wollen wir zeigen, daBl = (R, t l R) ein Ternarring
ist, d. h. es gilt K, K, aus Definition 1, [5].

ad K,. Es seien m, k beliebige Elemente aus R und setzen wir y = t(o, m, k).
Wird s = o, y], r = {m, k) bezeichnet, dann folgt s I r. Nach der Konstruktion P}
gilt dann r = pq, pLuv, g I ov. Wegen x = o ergibt sich nach P, s = g und durch
Vergleich von P, mit P} erhdlt man k = y. Es seien x, k beliebige Elemente aus R
und setzen wir y = #(x, o, k). Dann gilt sIr, wo s = [x, y], r = o, k). Nach P}
folgt r = pq, wo p = u und nach P, ergibt sich y = k. Bezeichnen wir 1 = ve [ ou,
dann gilt o & 1. Ist y = #(1, m, 0) mit m € R, dann erhilt man nach P, und P} y =
= m. Analog gilt x = 1(x, 1, o) fiir alle x aus R.

ad K,. Es seien x, y, m beliebige Elemente aus R. Erkliren wir gemaB P, den
Punkt s = [x, y], dann ist § non I’ uv. Konstruieren wir nach P} den Punkt p zum
Punkt m, dann gilt pIuv, p & 0, p & § und es existiert eine einzige Gerade r = sp
mit 7 % ov. Setzen wir ¢ = r [ ov, dannist§ + 0. Wird z = uq [ oe, k = vz [] ou
bezeichnet, so folgt r = (m, k). Wegen sIr gilt y = t(x, m, k) und der Punkt k
ist der einzige dieser Eigenschaft.

Betrachten wir die projektive Ebene nx = n’ = (B’, L, I'), die das Bild von 7 im
Homomorphismus % ist und bezeichnen wir Q = {Xe B'| XI'ou}, R = O {a}.
Der Epimorphismus x : = — n’ induziert eine Abbildung ¢ : R — R durch a? = ax
VaeR. Setzen wit O, ={(@,b)eQ x §|b=u=a=1u}, Q,={@b)eQ x
x Q ‘ a = i = b = i}, definieren wir die Abbildungen &' :Q; —» B, n': 0, > L
mit den Konstruktionen E, bis E} und setzen wir ferner (X, y)* = [%, ] V(X, 7) € Q,,
(m, kY = <m, k) V(m, k)€ Q,. Definieren wir i durch iy, m, i) = X < [X, ] I’
(m, iy und i(x, m, k) = y < [X, y]I' (m, k) fiir k % @, so ist das Tripel T =
= (R, I, 7) gemaB Satz 1 ein erweiterter Ternarkdrper und 7 = (R, 7| R) ist dann
ein Ternarkorper. Sei s = [x, y] mit x, y € R ein Punkt aus B. Da » ein Epimorphis-
mus von 7 auf n’ ist, erhdlt man § = [i, P] durch Verlgleich der Konstruktionen P
und E,. Ahnlich erhalten wir mit P} und E/, daB 7 = (m, k) fiir r = {(m, k) gilt.
wo m, k beliebige Elemente aus R sind.
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Es sei y = #(x, m, k), wo x, m, k beliebige Elemente aus R sind. Dann ist y € R
und [x, y]I<{m, k). Da x ein Epimorphismus ist, gilt [x,y]1' (m, k) und daraus
folgt [x, y]1I' <im, k), was y = ix, m, k) bedeutet. Demzufolge gilt y* =
= [#(x, m, k)]° = #(x®, m®, k?). Die Abbildung ¢ ist demnach ein Epimorphismus
des Ternarringes 7 = (R, t l R) auf den Ternarkorper 7 = (R, 7 | R). Nach Satz 6,
[5]ist Ry = {x e R | x” = 0} ein Ideal in J und der Restklassen-Ternirring 7' =
= (R/Ry, t') ist mit 7 isomorph. Daher ist 7 ein Ternirkdrper und man kann im
folgenden x" = X fiir alle x" € 7 setzen.

Nun wollen wir zeigen, dal R, ein vollstindiges Ideal in 7 ist, d. h., es befriedigt
die Forderungen K}, K}, aus Definition 6, [5].

ad Kj. Es seien beliebige m, k,, m,, k, aus R mit m, =+ m, gegeben.

(a) Erklaren wir mittels der Konstruktion P; die Geraden r, = (m,, k) =
= p1q,, 1, = {m,, k,> = p,q, und nehmen wir an, dal p; = p,. Dann gilt gemal
P, op;, = op,, iy = Ay, uny = uny, iy = i,, vny = vn, und m, = m, im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Daher ist p; + p, und daraus folgt 7y % 7,. Wird s =
= ry [1r, gesetzt, dann erhdlt man §non I’ uo. GemaB der Definition von ¢ gilt
dann s =[x, y] mit x, ye R. Wegen sIr,,r, erhalten wir y = t(x, my, k;) =
= #(x, m,, k,) und x ist das einzige Element dieser Eigenschaft.

(b) Nehmen wir an, daB es zwei Elemente X,, X, aus R|R,, gibt, mit #'(%,, m,, k) =
= (X, My, ky), 1'(X,, My, ky) = t/(X,, M, k;). Da I ein Terndrkdrper ist und
i, *+ m, gilt, ergibt sich nach K; aus Definition 2, [5], daB X, = X,.

ad Kj. Es seien beliebige x;, y;, X,, ¥, aus R mit X; + X, gegeben.

(a) Erklaren wir gemdB P, die Punkte s, = [xy, y;], s, = [x,, y,], so erhalten
wir §;, 5, non I yv. Wegen X, #+ X, gilt §; =+ 5, und durch die Punkte s, s, ist genau
eine Gerade r = s,5, bestimmt. Hierbeit gilt ? non I' 7, 7 + uv. Es existiert also ein
einziges Paar (m, k)eR x R derart, daBB r = {m, k). Wegen s,,s, I r gilt y, =
= t(x;, m, k), y, = t(x,, m, k) und (m, k) ist ein einziges Paar dieser Eigenschaft.

(b) Es gelte 3, = 1'(Xy, My, ky) = (%, My, Kky), §2 = (%5, My, ky) = (X, My,
k,) fiir (m,, k,), (m,, k,) € R|Ry x R|R,. Nach K, aus Definition 2, [5] ergibt
sich dann (7, k,) = (,, k).

R, ist somit ein vollstindiges Ideal in 7 und der Ternarring J ist lokal.

Nun beweisen wir die Giiltigkeit der Forderung (2) aus Definition 12, [5]:

ad (a) Es seien x € R’ und m, k € R gegeben. Da ¢ eine Abbildung der Menge Q'
in Q ist, existiert ein einziges y € Q derart, daB y = #(x, m, k). Wird s = [x, y] und
r = {m, k) gesetzt, dann ist s I r. Wird ferner » = pq gemal P} gesetzt, so ergibt
sich s nonI' 7 und folglich 7 % uv, y e R. GemaB P, gilt s = vx [] r und wegen
x € R ergibt sich vx = uv und § = p. Durch Vergleich der Konstruktionen P,

und P} erhalten wir schlieBlich j = m.
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ad (b) Es seien y, me R und ke R’ gegeben und setzen wir x = #(y, m k) s =
=[x, y], r = {m, k). Dann ist sIr. GemaB P folgt r = mq, wo § = 5. Wegen
y € R gilt §non I’ uv, vs = ¥ und nach P, folgt X = m.

Es seien y e R und m, k€ R’ gegeben und setzen wir x = t(y, m, k), s = [x, y],
r = {m, k). Dann ist s I r. GemaB P} folgt F = uv. Wegen s I r, y € R gilt gemaBl P,
x € R’ und deshalb X = & = m.

ad (c). Es seien x k,e R’ und m € R gegeben und setzen wir y = #(x, m, k), s =
=[x, y], r = {m, k). Dann ist s I r. GemiB P, folgt r = mq mit § = o, ¥ + uv.
Wegen sIr und xe R’ gilt ye R’. Es seien y, m, k aus R’ gegeben. Wird x =
=y, mk),s = [x, y], r = {m, k) gesetzt, dann ist s I r. GemaB P} folgt r = mq
mit 7 = uv. Wegen s I r und y e R’ gilt x e R'.

Im folgenden wird die Giiltigkeit von K’ und K} aus der Definition 12, [5] be-
wiesen.

ad K3 1. (a) Seien my, k,, m,, k, € Rmit i, = i,, k; + k,. Erkliren wir nach P}
die Geraden r; = (my, k;> = p1q,, r, = {m,, k,> = p,q,. Wegen k, + k, gilt
g, #* g, und 7, * F,. Setzen wir s = r, [ r,. Wegen i, = m, gilt p, = p, und
daher 51’ uv. Hierbei ist § + o. Man erhilt somit s = [x, y], wo xeR’, yeR.
Wegen sIry,r, gilt dann y = #(x, my, k,) = #(x, m,, k;) und x ist der einzige
Punkt dieser Eigenschaft.

(b) Es seien m,, m, € R und ky, k, € R’ mit m, + m, gegeben. Erkldren wir ge-
miaB P, die Geraden r, = {my, k> = m;q,, r, = {m,, k,> = m,q,. Wegen
m, % m, gilt 7, & ¥, und wir kénnen s = r, [7] r, setzen. Damit ergibt sich § = ¥
und folglich gilt s = [x, y] mit x, ye R". Wegen sIry,r, ergibt sich y =
= 1(x, my, ky) = 1(x, m,, k).

2.(a) Seien my, ky;, myeR und k, e R". Erkliren wir gemi P; die Gerade
ry = {my, k;> = p,;q; und gemiB P, die Gerade r, = {(m,, k,) = m,q,, dann ist
7, #+ 7, und wir konnen s = r, [ r, setzen. Folglich ist §nonI’ uv und mithin
s =[x, y] mit x,yeR. Wegen sIr,r, gilt y=t(x,my, k), x = t(y, my, k).
Seien my, k; € R und m,, k, € R'. GemaB P} ergibt sich r; = {my, k;> = P14
und gemiB Pj r, = {m,, k,» = m,q,. Danach ist #; #+ uv, ¥, = uv und deshalb
F, * F,. Somit gilt s = r; [ r, mit §I' up, § # ¥ und so ergibt sich s = [x, y], wo
x€R’, yeR. Wegen s1ry,r, gilt y = t(x, my, ky), x = 1y, my, ky).

(b) Seien m; € R und m,, ky, k, € R". GemaB P; folgt ry = {my, k;> = mq,
und gemiB P} ist r, = {m,, k,) = m,q,. Danach ist ¥, + uv, 9 I' ¥, ¥, = uv und
es gilt 7, + 7,. Wird s = r, [ r, gesetzt, dann erhilt man § = % und s = [x, y]
mit x, y € R'. Wegen sIry,r, gilt y = t(x, my, ky), x = t(y, my, k).

ad K} (a) Seien xy, ¥1, ¥2 € R, x, € R" und setzen wir s; = [xy, y;], 5, = [X2, V2]-
Nach P, gilt 5, nonI uv, nach P, gilt §,I' uv, §, + # und mithin §, % §5,. Wird
r = s;5, = {m, k) gesetzt, dann ist ¥ + uv, o non I' ¥ und daher m, k e R. Wegen
sy, 8, Irgilty, = t(xl, m, k), Y, = t(xz, m, k).
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(b) Seien v 3 € R, 1, %2 € R mit §, & Jy und setzen wir 5, = [x1, 1], &2 =
= [x2 ). Nach P, folgt i, 5,1"uo und 5, # %, 5 #0. Weg_le J1 ¥ 72 fOlg,t
5, # 5. Wird r = s;5, = <m, k) gesetzt, dann ergibt sich 7 = yv und m, ke R".
Es gilt x; = #(y1, m, k), X, = 1(y,, m, k), denn s, s, Ir.

(c) Seien x;, 1€ R, X5, y,€ R’ und setzen wir s; =[xy, y,], 52 = [x2, ¥2]-
Nach P, gilt 5, nonI' uv und nach P; 5§, = . Deshalb ist §; #+ §, und man kann
r = 5,8, = {m, k) setzen. Danach gilt 7 # uv, I'F und me R, ke R'. Wegen
51,8, 17 folgt x; = 1(y;, m, k), y, = t(x,, m, k).

(d) Seien y; €R, X;, y,,x, € R’ und setzen wir s; = [xy, y{], 85 = [X2, ¥2]-
Nach P, ist §; I"uv, §; + ¢ und gemidB P, folgt's, = #. Deshalb gilt 5, + 5, und
man kann r = 5,5, = {m, k) setzen. Dann ist F = uv und m, k € R’. Daraus erhalt
man x; = (y;, m, k), x, = t(y,, m, k).

(e) Seien yi, Xy, ¥5, X, aus R mit j; # 7,, X, = X, und bezeichnen wir s; =
= [x1, 1], 52 = [*2, ¥,]- So erhalten wir 5,35, non I’ uo. Wegen 7, + y, gilt
nach Py, daB §; # 5, und somit ergibt sich r = s;s, = {m, k). Dann ist ¥ # uv.
Wegen X, = X, gilt 9 I' 7 und folglich me R, ke R’. Es gilt also x; = t(yl, m, k),
x; = (y,, m, k). '

Damit ist der Beweis des Satzes 3 beendet.

Satz 4. Ist = = (B, L, 1) eine projektive H-Ebene, so ist der erweiterte lokale
Terndrring T = (R, R', t) aus Satz 3 ein erweiterter H-Ring ([5], Definition 13).

Beweis. Wir beweisen, daB in T die Bedingungen (1), (2) von der Definition 13
gelten.

ad (1). Es seien die Elemente m;, k;, m,, k, aus Q mit m, = m,, k; = k, derart
gegeben, daB k; e R=m;€R, k,eR = m,eR. Betrachten wir die Geraden
ry = {my, k>, r, = {m,, k,». Dann folgt 7y = {m,, k;> = (iM,, k) =7, und
nach Definition 5 besitzen die Geraden r,, r, mindestens zwei verschiedene ge-
meinsame Punkte s, = [x;, »,], s, = [*,, y,]. Gilt r; = r,, dann haben die
Geraden ry, 1, alle Punkte gemeinsam und die Bedingung (1) aus der Definition 13,
[5] ist offensichtlich befriedigt. Nehmen wir ferrier an, es gilt r; # r,. Danach ist
nach der Definition 4 §; = §,, also X; = X, und j; = j,.

(a) Nehmen wir an, es gilt k; € R. Dann erhilt man nach Definition der Menge Q,,
daB m, e R. Wegen k, = k, gilt dann k, € R und auch m, € R. Wegen s;,s, I r;
und sy, s, I r, gilt

(i) Y1

Y1

t(xZ’ mls kl) >

t(xl’ my, k2) s Y2 = t(xZ’ ms, kz) .

t(xu my, kl) s V2

Il

Aus (i) ergibt sich
(ii) txi, my, ki) = t(xq, my, ky), (x5, my, ky) = t(x5, my, k3) -
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Falls x, = x, ist, dann gilt y, = #(x,, my, k;) = #(x,, my, k;) = y,. Dies ist aber
ein Widerspruch, denn nach der Voraussetzung ist s; = s,. Es gilt also x; + x,.

(b) Angenommen k; € R, m, € R, so erhalten wir auch k, € R’, m, € R. Wegen
sy I ry gilt entweder x4, y; € R oder Xy, y; € R'. Es gelte x;, y, € R. Wegen X, = X,,
Y1 =y, gilt auch x,, ¥, € R. Dann erhalten wir

(lll) xl = t(yls M1,k1), Xy = t(y29 m19 k1)>
Xy = Uy, my, ky), x; = 1(y2, my, k).
Aus (iii) folgt

(iv) t()’l, my, k,) = t()’x’ msy, kz)‘, t(}’z, my, k1) = t()’z» my, kz)

mit y, * y,.

Gilt xq, y, € R, so ist auch x,, y, e R". Wegen s;,s, I r, und sy, s, 1r, gelten
die Gleichheiten (i) und (ii) fiir x; =+ x,.

(c) Es seien my, k; € R, also auch m,, k, € R’. Dann gelten die Gleichheiten (ii)
und (iv).

ad (2). Es seien die Elemente x,, y;, X5, y, aus Q@ mit X; = X,, y; = J,. Durch
geeignete Wahl der Bezeichnungen 1aBt sich (xy,y;)e Q;, d.h. x,e R=y, eR
erreichnen. Danach gilt auch (x,, y,)€ Q;. Wird s; = [x,, y,] und s, = [x,, y,]
gesetzt, dann folgt §, = §,. GemaB der Definition 5 gibt es mindestens zwei verschie-
dene durch die Punkte s,,s, gehende Geraden r; = {my, k), r, = {m,, k,).
Gilt s; = s,, dann jede den Punkt s; enthaltende Gerade enthalt auch den Punkt s,
und offensichtlich gilt die Bedingung (2) der Definition 13, [5]. Nehmen wir ferner
an, es gilt s; & s,. Nach der Definition 4 gilt 7, = 7,, also m, = m, und k; = k,.

(a) Nehmen wir an, daB.x;, y; € R, also auch x,, y, € R. Daraus folgt §,, §, non I
non I’ uv und es gilt entweder m,, k,-€ R oder m, € R, k, € R'. Es seien m,, k; € R.'
Dann auch m,, k, e R. Wegen s; Iry,r, und s, Ir,, r, gilt (i). Es seien m; e R,
k, € R’. Dann auch m, € R, k, € R’ und es gilt (iii).

(b) Nehmen wir an, es gilt x; € R’, y, € R und daraus auch x, € R’, y, € R. Dann
erhilt man §,,5, I'uv mit 5, = 7, 5, + 5 und es gilt entweder my, k; € R oder
my, k, € R". Falls my, k; € R und my, k, € R ist, dann gilt (i). Falls my, k; € R’
und m,, k, € R’ ist, dann gilt (iii).

(c) Nehmen wir an, es gilt x,, y; € R’, also auch x,, y, € R". Damit ergibt sich
5, =35, = 0 und es gilt entweder m,; € R, k, € R" oder m,, k, € R’. Falls m, e R,
k€ R" und m, € R, k, € R’ ist, dann gilt (i). Falls m,, k; € R’ und m,, k, € R’ ist,
dann gilt (iii).
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Seien T = (R, R’, t) ein erweiterter lokaler Ternarring, 7 = (R, t | R) der lokale
Ternérring mit vollstindigem Ideal R, und 7 = (R/R,, t') der Restklassen-Ternir-
korper aus der Definition 12, [5]. Betrachten wir weiter den erweiterten Te rnarkdrper
T = (R/Ry, {R'},7) aus Satz 9, [5], wo @ € R/R, fiir alle ae R und u# = {R'} fiir
alle u e R" gesetzt wird. Setzen wir 0 = R/Ro U {R'}, 0, = {(a,b)e 0 x Q| be
€R'=aeR'}, 0, ={(ab)e0xQ|aeR = beR'}. Seien B, L' elementfremde
Mengen, ¢’ eine bijektive Abbildung der Menge Q, auf B’ und 7’ eine bijektive
Abbildung der Menge Q, auf L. Setzen wir (X, 7)* = [X, y] V(X, 7)€ O, und
(m, k)" = <m, k) V(m, k) € Q,. Definieren wir eine Relation I’ = B’ x L' folgender- -
weise:

1. Ist ke R, dann [X, ] I' {m, k) < j = i(X, m, k).

2. Ist ke R, dann [X, 7| I (i, k) < X = i(y, m, k).

Nach Satz 2 ist das Tripel 7’ = (B’, L', I') eine projektive Ebene.

Bezeichnen wir Q =RUR’, Q, ={(a,b)eQ x Q|beR =aeR}, Q,=
={(a,b)eQ x Q | aeR = beR'}. Seien B, L elementfremde Mengen, ¢ eine
bijektive Abbildung der Menge Q, auf B und # eine bijektive Abbildung der Menge Q,
auf L. Setzen wir (x, y)° = [x, y] V(x, y) € Q;, (m, k)" = <m, k) ¥(x, y) € Q, und
definieren wir die Inzidenzrelation I « B x L folgenderweise:

1. Ist ke R oder x, ke R’ und m € R, dann [x, y] I {m, k) <y = t(x, m, k).
2. [x, y]I<m, k) <> x = t(y, m, k) in allen in 1 nicht angefiihrten Fllen.

Satz 5. Die Inzidenzstruktur © = (B, L, I) ist eine projektive Ebene mit Homo-
morphismus.

Beweis. Betrachten wir die Abbildung ¢ : T— T aus Bemerkung 6, [5], wo
a® = a fiir alle a € Q gilt. Dann gelten fiir alle zuldssige Elemente a, b, ¢ aus Q die
Gleichheiten [#(a, b, ¢)]* = #(a, b, ¢) = i@, b, ¢) = #(a®, b®, c*). Definieren wir eine
Abbildung x : 7 — ' folgenderweise: [x, y]x = [x% y?] = [, 7], <m, kD> x =
= (m®, k°y = {(im, k). Dann gilt Bx = B’ und Lx = L'. Nun zeigen wir, daB} x
ein Epimorphismus von n auf 7’ ist (Definition 2): Es liege [x, y]€ B, {m, k) e L
mit ke R vor und es sei [x, y]I<m, k). Daraus folgt y = #(x, m, k) und
y? = i(x?, m® k®) = i(x, m, k). Wegen keR gilt dann [X, y]1' (m, k), also
[x, y] % I' {m, k) . Es sei [x, y]I<{m, k) mit x, ke R’ und m € R. Dann gilt y =
= t(x, m, k) und folglich y = i(X, m, k). Da T ein erweiterter Terndrk®rper ist, es
gilt y € R’ gemaB 11.4, [5] und folglich auch X = #(j, m, k). Hieraus ergibt sich dann
[x, y] % I' {m, k> ». Es gelte schlieBlich [x, y] I (m, k) => x = #(y, m, k). So erhal-
ten wir k € R und X = (j, m, k), also [X, y] 1’ <m, k). Es gilt demnach [x, y] » I
I' {m, k) ».
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Nun beweisen wir, daB in = die Bedingungen (1) und (2) von der Definition 4
befriedigt sind.

ad (1) Seien p = [a, b], g = [c, d] solche Punkte aus B, fiir welche px + qx,
d.h. entweder @ + ¢ oder b + d gilt. Nehmen wir an, daB p, g I {m, k) ist.

1. Essei a =+ c.

a) Seien a, b, c,d aus R und es sei ke R". Wegen b, deR gilt a = (b, m, k),
¢ = 1(d, m, k) und folglich @ = b, m, k), ¢ = id, m,k). Da T ein erweiterter
Terndrkorper ist, erhdlt man nach 11.3, [5] @ = m = ¢, was auf einen Widerspruch
fiihrt. Es sei k € R. Demnach ist b = #(a, m, k), d = t(c, m, k). Da J ein lokaler
Ternérring ist, gibt es nach Kj, [5], Definition 6, ein einziges die vorgehenden
Gleichheiten befriedigendes Paar (m, k)€ R x R.

b) Sei a € R’. Damit ergibt sich ¢ € R und nach Definition der Menge Q, ist auch
deR.

a) Es sei b € R’ und nehmen wir an, daB3 k € R ist. Nach Definition der Menge Q,
folgt daraus m e R und es gilt b = 't(a, m, k). So ergibt sich b = ¥a, m, k) und aus
11.2, [5] folgt m € R’ und daraus k € R’. Dies ist aber ein Widerspruch. Nehmen wir
an, daB ke R’ ist. Ist m aus R’, so folgt ¢ = t(d, m, k), also ¢ = ¥(d, m, k). Nach
11.3, [5] ist ¢ e R’, also wieder ein Widerspruch. So erhdlt man m e R. Wegen
aeR gilt b = t(a, m, k) und wegen ce R gilt ¢ = #(d, m, k). GemaB KJ (c) aus
Definition 12, [5] gibt es ein einziges Paar (m, k) dieser Eigenschaft.

B) Es sei b e R. Nehmen wir an, dal k€ R’ und m e R gilt. Daraus ergibt sich
b = t(a, m, k) und folglich b = #(a, m, k). Nach 11.4, [5] ergibt sich b e R’, also
ein Widerspruch. Gilt k, m € R’, so folgt ¢ = #(d, m, k), ¢ = ¥(d, m, k) und daher
c€ R’, was wieder ein Widerspruch ist. Nehmen wir also an, daB k € R. Hieraus
folgt b = t(a, m, k) und d = t(c, m, k). Nach K} (a) aus Definition 12, [5] gibt es
ein einziges Paar (m, k) dieser Eigenschaft.

c) Gilt ce R’, so fiihren wir den Beweis durch Vertauschung der Bezeichnungen
analog zu b).

2. Nehmen wir an, daB @ = ¢ und folglich b =+ d gilt.

a) Sei a € R, woraus auch ce R und b,d e R folgt. Ist ke R, dann gilt b =
= t(a, m, k), d = t(c, m, k) und man erhilt b = i(a, m, k) = i(c, m, k) = d, also
ein Widerspruch. Es sei ke R’. Wegen a, c€ R gilt a = (b, m, k), ¢ = 1(d, m, k).
GemiB K (e), [5] gibt es ein einziges Paar (m, k) dieser Eigenschaft.

b) Nehmen wir an, daB a € R’ gilt, woraus auch c € R’ folgt.

o) Es seien b, d € R. Ist ke R, dann ist auch m e R und es gilt b = t(a, m, k),
d = t(c, m, k). Wegen b = ¥(a, m, k), d = i, m, k) gilt b = m = d nach 11.2, [5],
was ein Widerspruch ist. Es seien k € R, m € R. Hieraus folgt b = #(a, m, k), b =
= i(a, m, k) und beR’, also wieder ein Widerspruch. Nehmen wir also an, daB k,
m e R’ gilt. Dann ist a = #(b, m, k) und ¢ = #(d, m, k). Nach K} (b) gibt es ein ein-
ziges Paar (m, k) dieser Eigenschaft.
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B) Es seien be R, d € R". Nehmen wir an, es liege k€ R, d.h. auch m e R vor.
Dann gilt b = #(a, m, k), d = t(c, m, k) und nach 11.2, [5] folgt b = m = d, also
ein Widerspruch. Gilt ke R’, m e R, so ergibt sich b = t(a, m, k), b = i(a, m, k),
also beR’. Dies ist wieder ein Widerspruch. Falls k, m € R" ist, dann gilt a =
= (b, m, k), ¢ = t(d, m, k). Nach Kj (d), [5] gibt es ein einziges Paar (m, k) dieser
Eigenschaft.

ad (2) Seien p = <a, b), q = {c¢,d) Geraden aus L mit px #+ gx und nehmen
wir an, daB [x, y] I p, q gilt.

1. Seien b € R, d € R'. Aus Definition der Menge Q, folgt a € R. Nehmen wir an,
daB y e R’. Damit ergibt sich auch x€ R’. Wegen beR gilt y = 1(x, a, b) und
y = i(%, a, b). Nach 11.2, [5] folgt dann j = @, d.h. a € R". Dies ist aber ein Wider-
spruch. Sei y € R. Dann ist y = #(x, a, b). Gilt ¢ € R’, dann ergibt sich x = #(, c, d).
Ist ce R, so x € R und es gilt auch x = #(, ¢, d). GemiB K} 2(a) aus Definition 12,
[5] gibt es ein einziges Paar (x, y) dieser Eigenschaft.

2. Esseia + c.

a) Nehmen wir an, daB b, d € R ist. Damit auch a, c € R und es gilt y = (x, a, b),
y = (x,c,d). Falls xeR’, so gilt nach 11.2, [5] i(X,a,b)=a =X, ¢, d)=¢
und wir erhalten einen Widerspruch. Demnach ist x € R. Da J ein lokaler Ternér-
ring ist, gibt es nach Kj, [5] ein einziges Element x € R, wo #(x, a, b) = #(x, ¢, d).
Daraus folgt dann y = #(x, a, b) mit y e R.

b) Es seien b, de R’

cx) Nehmen wir an, daBB ¢ e R’. Wegen a + ¢ gilt a e R. Ist x e R, so folgt x =
= (y, ¢, d) und nach 11.3, [5] erhélt man X = ¢, d.h. x € R, was auf einen Wider-
spruch fithrt. Nehmen wir an, dal x € R’, dann ergibt sich y = t(x, a, b), x =
= 1(y, ¢, d). Nach K3 2(b), [5] gibt es ein einziges Paar (x, y) dieser Eigenschaft.

B) Nehmen wir an, daf a, ¢ € R ist. Hieraus folgt x € R’ und es gilt y = #(x, a, b),
y = 1(x, ¢, d). Nach K3 1(b) gibt es ein einziges x € @ mit #(x, a, b) = #(x, ¢, d) = y.

3. Es sei a = ¢ und folglich b # d. Ist etwa b e R’, dann d € R und man erhilt
Fall 1. Nehmen wir also an, daB b, d € R. Dann auch a,ce R und es gilt y =
= 1(x, a, b), y = #(x, ¢, d). Nach K3 1(a) gibt es ein einziges Paar (x, y) dieser Eigen-
schaft.

Satz 6. Ist T = (R, R, t) ein erweiterter H-Terndrring, dann ist die projektive
Ebene n = (B, L, I) mit Homomorphismus aus Satz 5 eine projektive H-Ebene.

Beweis. Mittels der Definition 13, [5] beweisen wir die Giiltigkeit der Bedingun-
gen (1) und (2) von der Definition 5.

ad (1) Seien p = [a, b], g = [c, d] Punkte aus B mit px = gx. Dann gilt @ = ¢,
b = d. Nehmen wir an, daB a, b € R, d.h. auch ¢, d € R. Nach (2) (a) aus Definition
13, [5] gibt es entweder zwei verschiedene Paare (m;, k;)€ R x R derart, daBl
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b = t(a, m;, k;), d = t(c, m;, k;) gilt oder (m;, k;)e R x R, wo a = t(b, m;, k;),
c= t(d, m;, ki). Bezeichnen wir r; = (my, k), ry = {(m,, k,», dann gilt ry * r,
und p,qIr;; p,qIr,. Ganz dhnlich behandelt man die Félle a€ R’, b e R und
a,beR’.

ad (2) Seien p = {a, b), q = {c¢,dy Geraden aus L mit px = gx. Damit folgt
a = ¢, b = d. Nach (1) aus Definition 13, [5] gibt es verschiedene Elemente x;, X,
aus Q, wo 1(x;, a, b) = t(x;, ¢, d) fiir ie{1,2}. Wird y; = #(x;, a, b) gesetzt, so
erhilt man nach Satz 11, [5] X, = X, und y, = y,. Danach gilt entweder [x,, ;]I
Ip, q; [x2, y2]1p, g oder [y, x;]11p, 5 [y2, x2] 1 p. q.
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