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ERWEITERTE LOKALE TERNARRINGE

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 1. September 1975)

M. HALL koordinatisierte in [1] affine und projektive Ebenen durch ternire alge-
braische Strukturen, welche Ternarkorper [5] oder auch Ternirringe [1], [6] ge-
nannt werden. GemaB [5] werden wir diese Strukturen Ternirkorper nennen. Die
Bezeichnung ,, Ternérring* verwenden wir im algemeineren Fall (Definition 1) in der
Ubereinstimmung mit den Strukturen mit zwei biniren Operationen.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir zunichst algebraische Eigenschaften
von Terndrringen, welche spéter bei der Definitionen weiterer Ternarstrukturen
benutzt werden. In der Definition 4 wird ein Ideal im Ternérring definiert. Dabei
wird gezeigt, daB die Ideale in den Terndrringen &dhnliche Struktureigenschaften,
wie die Ideale in den Ringen besitzen. So 14Bt sich z. B. durch jedes Ideal im Terna-
ring ein Restklassen-Ternarring definieren. Eine kanonische Abbildung eines Ter-
narringes auf einen Restklassen-Ternarring ist ein Epimorphismus und jeder
Epimorphismus der Ternérringe 148t sich auf diese Weise beschreiben.

In den Definitionen 6 und 7 werden vollstdndige und H-vollstédndige Ideale defi-
niert. Ein Ternéirring, der ein vollstindiges bzw. H-vollstdndiges Ideal besitzt, heifit
ein lokaler Ternérring bzw. ein Hjelmslev-Ternérring (H-Ternérring). Wird auf einem
lokalen Ring (etwa [4]) mit Hilfe von biniren Operationen eine Terndroperation
in geeigneter Weise definiert, so erhalten wir eine Ternérstruktur, die einen lokalen
Ternirring darstellt. Ahnlich erhalten wir mit Hilfe des Hjelmslev-Ringes (H-Ringes
[2], [3]) einen H-Ternérring.

Der weitere Teil wurde den- Definitionen und dem Studium der erweiterten Ter-
narstrukturen gewidmet. In der Definition 11 wird ein erweiterter Terndrkorper, in
der Definition 12 ein erweiterter lokaler Ternérring und in der Definition 13 ein er-
weiterter H-Ternarring eingefiihrt. Es wird z. B. gezeigt, daB jeder erweiterter Ternar-
korper einen erweiterten lokalen Terndrring darstellt und daB aus jedem erweiterten
lokalen Ternérring durch gewisse Faktorisation ein erweiterter Terndrkorper zu
erhalten ist.

Ahnlich wie die klassischen Ternirkdrper, haben auch die durch die Definitionen
11 bis 13 eingefiihrten erweiterten Ternérstrukturen eine geometrische Interpretation.
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Im anschlieBenden Artikel ,,Koordinatisation projetiver Ebenen mit Homomor-
phismus* beweist der Autor, daB sich projektive Ebenen bzw. H-Ebenen [2] bzw.
projektive Ebenen mit Homomorphismus [3] durch erweiterte Ternirkdrper bzw.
erweiterte H-Ternarringe bzw. erweiterte lokale Terndrringe koordinatisieren lassen.

Definition 1. Ein Terndrring T ist definiert als ein Paar (R, t), wo R eine Menge,
t eine Terndroperation iiber R sind und wobei

K;. Es existieren Elemente 0,1€ R, 0 % 1, mit #0, a, b) = t(a, 0, b) = b,
t(1,a,0) = t(a, 1,0) = a Va,beR.

K,. Va,b,ceR 3!x€eR ¢ = 1(a, b, x).

Satz 1. Ist T = (R, t) ein Terndrring, so gibt es ein einziges Paar (0, 1), das die
Bedingung K erfiillt.

Beweis. Nehmen wir an, daB es zwei die Bedingung K, erfiillende Paare (0, 1),
(0’,1") gibt. Dann gilt #(1,0’,0) = 0’ und zugleich auch #(1, 0’,0) = 0, woraus
0 = 0" folgt. Nach K, ergibt sich weiter #(1,1’,0) = 1" und #(1,1,0') = 1. Im
Hinblick auf #(1, 1’,0) = #(1, 1", 0’) gilt dann 1 = 1".

Definition 2. Ein Ternarring T = (R, t) heiBt ein Terndrkdrper, wenn gilt:

K;. Fiir alle Elemente q, b, ¢, d aus R mit a #+ ¢ gibt es genau ein x € R derart,
daB (x, a, b) = t(x, ¢, d).

K,. Fir alle Elemente a, b, ¢, d aus R mit a # c gibt es genau ein Paar (x, y)
aus R x R derart, daB b = t(a, x, y) und d = #(c, x, y).

Bemerkung 1. Es sei £ = (R, +, *) ein Ring (nicht notwendig assoziativ) mit
Einselement. Setzen wir #(a, b, ¢) = ab+c¢ Va, b, ce R, soist T = (R, t) ein Ternir-
ring. Falls £ ein Korper ist, so ist T ein Terndrkorper.

Definition 3. Es seien T; = (Ry, t;) und T, = (R,, t,) Ternirringe. Eine Abbil-
dung ¢ der Menge R, auf die Menge R, heiBt ein Epimorphismus des Ternérringes Ty
auf den Ternirring T,, falls [t,(a, b, ¢)]* = t,(a% b% c®) Va, b,ceR gilt. Der
Epimorphismus ¢ heilt Isomorphismus, falls ¢ eine bijektive Abbildung der Menge
R, auf R, ist.

Definition 4. Es seien T = (R, t) ein Ternirring und R, eine Teilmenge aus R.
Setzen wir @ @ r = (1, a, ) Va € R Vr € R. R, heiBt ein Ideal des Ternirringes T,
wenn folgendes gilt: '

(i) O € R,.

(ii) Gilt b = a @ r fiir a, be R, r € Ry, so existiert ein r' e R, mita = b @ r".

(iii) Fir alle a, b, ce R und ry, 73, 73 € R, existiert ein 7’ € Ry, so daB t(a @ r,,
b®ry,c®r;) =tabc)@®r.
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(iv) Gilt t(a, b, x') = t(a, b,x) @ r fiir a, b,x,x" €R, re Ry, so existiert ein
" €Rymit x' =x ®r'.

Bemerkung 2. Nach K, ist r' aus (ii), (iii), (iv) ein einziges Element, das (ii), (iii),
(iv) erfiillt. Offensichtlich gilt 0 @ r = r Vre Ry und a @ 0 = a Yae R.

Folgerungen aus Definition 4:

(1) Fiir alle aeR; ry, r,€ Ry gilt a, 7, 7,) = tla @0, 0 ®ry, 0@ r,), nach
(iii) gibt es ein re Ry, mit {a ®0, 0D ry, 0@ r,) =1a,0,0) Dr=0@r=r
und folglich #(a, r,, r,) € R,. Entsprechend ist #(ry, a, ;) € R,.

(2) Nach (1) gilt (ry, r,, 73) € Ry ¥ry, 75, 73 € Ro.
(3) Fiir alle aeR und r,r,eR, gilt (a®r) ®r,=11,a®r,r,) =

=11 ®0,a®r,, 0@ r,) und nach (iii) gibt es ein re R, mit (1 &0, a @ ry,
0@®r,)=1t1,a,0)@®r=a@r. Folglich ergibt sich (a ®r,) ®r, =a ®r.

Satz 2. Im jeden Terndrring T = (R, t) sind {0}, R Ideale. Ist T ein Terndrkérper,
so sind {0} und R die einzigen Ideale in T.

Beweis. 1. Sei T = (R, t) ein Ternérring.

a) Die Menge {0} ist ein Ideal: Gilt b = a @ 0,sofolgt b =b ®0=a @0 = a.
Ferner erhilt man t(a @0, b ®0, ¢ ®0) = f(a, b, ¢) = t(a, b, ¢) ® 0. Gilt
t(a, b, x') = t(a, b, x) ® 0 = #(a, b, x), so folgt nach K, x’ = x und mithin x" =
=x®O0.

b) Die Menge R ist ein Ideal: Es sei b = a @ r. Nach K, gibt es ein ' € R mit
a= t(l, b, r’) = b ®r'. Es seien Elemente a, b, ¢, ry, r,, 73 aus R gegeben und
setzen wir d = f(a, b, ¢). Nach K, gibt esein re Rmit t{la @ r;, b @1y c D r3) =
=1(1,d,r)=d ®r = t(a, b, c) ® r. Nach K, gibt es fiir beliecbige Elemente x, x’
aus R ein re R, wo x’ = (1, x, ) = x @ r gilt und daraus (iv) folgt.

2. Es sei R, ein Ideal im Terniarkorper T und nehmen wir an, daB R, # {0} ist.
Dann gibt es ein Element r € Ry mit r = 0. Ist d ein beliebiges Element aus R, so
gibt es nach K; ein x € R mit #(x, r, 0) = #(x, 0, d) = d. Wegen r, 0€ R, ist dann
d € R, nach Folgerung (1) und folglich erhilt man R, = R.

Satz 3. Es seien # = (R, +, *) ein Ring mit Einselement 1 und T = (R, t) ein
Terndrring nach Bemerkung 1. Ist Ry ein Ideal in &, so ist Ry auch ein Ideal in T.

Beweis. Es sei R, ein Ideal in £. Dann ist 0 € R,. Nehmen wir nun an, daB3
b=a®r=1(1,a,r)=a + rfir Elemente a, be R und r e R, gilt. Da (R, +)
eine Gruppe ist, gibt es ein zu r umgekehrtes Element 7' € Ryundes gilta = b + r' =
=HL,b,”)=b@r. Es liege a,b,ceR und ry,r,,r;€R, vor. Dann gilt
la@r, b@®ry, c®ry)=(a+r)(b+r)+(c+r;)=ab+rb+ar, +
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+rry+c+ry=(ab+c)+ 1, wo r'eR, Daher gilt a@®r, b®r,
c@®ry) =ta,b,c) ®r. Gilt H(a, b, x') = t(a, b, x) @ r, so erhilt man ab + x’ =
= (ab + x) + r und daraus folgt x' = x + r = (L, x,7r) = x @ r.

Satz 4. Es sei R, ein Ideal des Terndrringes T = (R, 1). Setzen wir fiir jedes
aeR @ ={a@r|reR,} und R[R, = {@|aeR}, dann ist R|R, eine Zerlegung
der Menge R.

Beweis. Sei a ein Element aus R und setzen wir x € a an. Dann existiert ein solches
reR,, daB x = a @ r. Sei y ein beliecbiges Element aus X, also y = x @ r' =
= (a @ r) ® r'. Nach Folgerung (3) ist y € @, woraus X < a folgt. Nach (ii) gibt
es ein solches r; € Ry, daBl a = x @ r; und deshalb ist a € X. Nach dem Vorher-
gehenden gilt dann @ < X und daher erhdlt man X = a. Setzen wir voraus, daB3
x€ad n b. Dann gilt x € @ und mithin X = a. Gleichzeitig ist x € b, also X = b und
daraus ergibt sich a = b.

Satz 5. Es sei R, ein Ideal des Terndrringes T = (R, t) mit R, + R. Setzen wir
t'(a, b, ¢) = t(a, b, ¢) Va, b, € R|Ry, so ist t' eine Terniiroperation iiber R|R, und
T’ = (R/Ry, ') ist ein Terniirring.

Beweis. Nach (iii) gilt #(a @ ry, b @ ry, ¢ ® r3)et(a, b, c) Va, b,ce R Vry, ry,

r3 € Ry und deshalb ist ¢’ eine Ternaroperation iiber R/R,. Nun wird gezeigt, daBl ¢’
den Forderungen K, K, aus Definition 1 geniigt.

ad K,. Wegen r = 0 @ r Vr e R, gilt R, = 0. Nehmen wir an, daB 1 € R,. Dann
gilt nach Forderung (1) #(1,a,0) = ae R, Va€eR, also R, = R, was ein Wider-
spruch ist. Folglich gilt 0 + 1. Aus Definition von t' folgt dann fiir alle a, be R
£(0,a,b) =10,a,b) =b =1a,0,b)=1(a0,b) und ¢(I,a0) =1l,4a,0) =
=a= m= t'(a, 1,0).

ad K,. Fiir beliebige a, b, c € R gibt es nach K, ein Element x € R derart, dafl
¢ = 1(a, b, x) und es gilt (g, b, X) = tm) = ¢. Nehmen wir an, daB es ein
Element X’ € R|R, mit (@, b, X) = t'(a, b, X') gibt. Dabei ist #(a, b, x) = #(a, b, x’)
und es gibt ein r € R, so daB #(a, b, x) = #(a, b, x) @ r. Nach (iv) gibt es dann ein
solches ' € Ry, dal x’ = x @ r', also x’ e X und X' = X.

Definition 5. Es sei T = (R, t) ein Ternérring und R, ein Ideal in T mit Ry =+ R.
Im Satz 4 beschriebener Ternirring T’ = (R/R,, t') heiBt ein durch das Ideal R,
bestimmter Restklassen-Terndrring. '

Satz 6. 1. Es sei T' = (R/Ry, t') ein durch das Ideal R, des Ternirringes T =
= (R, t) bestimmter Restklassen-Terndrring. Dann ist die Abbildung ¢:a—a
VYa € R ein Epimorphismus von T auf T'.
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2. Es sei ¢ ein Epimorphismus des Ternéirringes Ty = (Ry, t,) auf den Terndrring
T, = (Ry, 1,). Dann ist Ry = {a€R|a® = 07} ein von R, verschiedenes Ideal
in T, und Terndrringe T' = (R|Rq, t'), T, sind isomorph.

Beweis. 1. ¢ ist eine Abbildung auf R/R, und nach Definition von t' gilt
[((a, b, c)]” = ;(a, b, c) = t'(a, b, ¢) = t'(a®, b?, ).

2. Es seien c, d beliebige Elemente aus R,. Dann existieren a, b€ R;, so daB
a® =¢, b® =d und es gilt 1,(0%, ¢, d) = 1,(0°, a®, b®) = [1,(0, a, b)]* = b® = d.
Ahnlich ist t,(c, 0%, d) = d. Weiter gilt 1,(1°, ¢, 0°) = 1,(1°, a®, 0°) = [t,(1, a, 0)]° =
= a® = ¢ und t,(c, 1%, 0%) = c. Nach Satz 1 ist 0? & 1¢ und daher R, + R. Nun
wird gezeigt, daB die Menge R, ein Ideal in T ist: Die Forderung 0 € R, folgt direkt
aus Definition der Menge R,.

ad (ii). Es sei b=a ®r =t,(l,a,7) mit a,beR, reR, Dann gilt b® =
= [t,(1, a, r)]° = 1,(1%, a®, 0?) = a®. Nach K, existiert ein einziges Element ' € R,
mit a = t,(1, b, r'). Dann ist a”® = 1,(1%, b?,1'?) = 1,(1%, a®, r'?) = t,(1%, a®, 0%).
Da T, ein Terndrring ist, ergibt sich aus K,, daB #'? = 0? und r’' € R,. Damit
ethilt mana = t,(1, b, r)=b ®r.

ad (iii). Es gebe a, b,ce Ry und ry, 75, r3€ Rp. Dann ist (a & r,)° = a
(b @ r,)” = b% (c ®ry)® = c® Setzen wir d = t,(a, b, c). Nach K, gibt es ein
einziges Element r € R, derart, daB t,(a ® r;, b @ 5, ¢ @ r3) = 1,(1, d, r). So folgt
1,(a% b%, ¢?) = t,(1%, d*, r?) = d° = t,(1%, d*, 0°). Daraus folgt r® = 0%, reR,
und es gilt t}(a D ry, b Dry c Dry) =ty(a, b,c) Dr.

ad (iv). Vorgelegt sei t,(a, b,x") = t,(a, b,x) @ r mit re R, und setzen wir
d = t,(a, b,x). Dann ist t,(a,b,x')=d ®@r =t,(1,d,r) und t,(a® b% x'?) =
= 1,(1%, d*, 0?) = d* = t,(a®, b®, x¢). Daraus folgt nach K, x'¢ = x°. Nach K,
gibt es ein se R, derart, daB x’ = t,(1, x,s). Dann ist x'¢ = t,(1%, x?, s%) =
= 1,(1%, x'%, s%) = 1,(1%, x'%, 0°). Hieraus folgt sofort s* = 0%, s€ Round x' = x @ s.

Nach dem vorgehenden Teil des Beweises gilt @ = b <> a® = b®. Die Abbildung
$:d > a® VaeR,[R, ist somit bijektiv, es gilt [#(a, b, ¢)]® = [t,(a, b, ¢)]° =
= [ty(a, b, ¢)]? = ty(a®, b, c?) = t,(a® b?, ¢®) und & ist also ein Isomorphismus
des Ternirringes T = (R;/Ry, t') auf Ty.

Definition 6. Es sei R, ein Ideal des Ternirringes T = (R, t) mit R, + R und
T = (R/Ro, t’) ein durch dieses Ideal bestimmter Restklassen-Ternérring. Das
Ideal R, heifit vollstdndig, wenn gilt

Kj. (a) Fiir alle Elemente a,y b, ¢, d aus R mit a # ¢ gibt es genau ein x € R derart,
daB #(x, a, b) = 1(x, ¢, d).

(b) Falls t'(x, a, b) = t'(%, ¢, d) und gleichzeitig #'(¥’, a, b) = (X', ¢, d) ist, dann
gilt X = X'.

K} (a) Fiir alle Elemente a, b, ¢, d aus R mit @ # € gibt es genau ein Paar (x, y) €
€R x Rderart,daB b = #(a, x, y), d = 1(c, x, ).

(b) Falls b =1(a, %, 7), d=1t(¢X,7) und gleichzeitig b = 1'(a, X, ), d =
= 1'(¢, X', y') ist, dann gilt ¥’ = X, ' = .
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Definition 7. Es seien T = (R, t) ein Ternérring, R, ein vollstindiges Ideal in T
und T’ = (R/R,, t') ein durch R, bestimmter Restklassen-Ternirring. Das Ideal R,
heiBit H-vollstdndig, wenn giit

(1) Gibt es ein x € R mit #(x, a, b) = t(x, ¢, d), wo @ = ¢, b = d, dann existiert
ein von x verschiedenes Element x’ derart, daB #(x’, a, b) = t(x’, ¢, d).

(2) Gibt es ein solches Paar (x,y)e R x R, daB b = t(a, x, y), d = (¢, x, y)
fir a = ¢, b = d ist, dann existiert ein von (x, y) verschiedenes Paar (x’, ), fiir das
b=tax,y)d=1tcx,y) gt

Satz 7. Ist R, ein vollstindiges Ideal des Terndrringes T = (R, t), so ist jedes
von R verschiedene Ideal aus T in R, enthalten.

Beweis. Es sei Q ein Ideal aus T mit Q # R und nehmen wir an, dall ae @ n
N (R\Ry) ist. Sei d ein beliebiges Element aus R. Wegen a ¢ R, ist @ + 0. Nach
Definition 6 gibt es ein x € R mit #(x, a, 0) = #(x,0,d) = d. Wegen a,0€ Q gilt
d € Q nach Folgerung (1). Daher ist Q = R, woraus ein Widerspruch folgt. Es gilt
somit Q < R,.

Bemerkung 3. Das vollstindige Ideal des Ternarringes T = (R, t) ist nach Satz 7
ein enziges maximales Ideal in T.

Satz 8. Ist R, ein vollstindiges Ideal des Ternirringes T = (R, t) so ist der
Restklassen-Terndrring T' = (R|Ry, t') ein Terndrkdrper.

Beweis. Wir zeigen, daB der Ternérring T' = (R/R,, t') den Forderungen K3, K,
der Definition 2 geniigt: Gegeben seien beliebige Elemente a, b, ¢, d € R/R, mit
@ # ¢. Nach Kj(a) von der Definition 6 gibt es ein Element x € R mit #(x, a, b) =
= 1(x, ¢, d). Dann gilt #(x, a, b) = t'(%, @, b) = 1(x, ¢, d) = t'(X, ¢, d). Nach Kj(b)
ist X ein enziges Element dieser Eigenschaft. Mit Hilfe von K} wird in dhnlicher
Weise bewiesen, daBl K, in T gilt.

Definition 8. Ein Ternarring, der ein vollstindiges Ideal enthilt, heiBt ein lokaler
Terndrring. Ein Ternarring, der ein H-vollstindiges Ideal enthilt, heiBt ein
Hjelmslev-Terndrring (kurz H-Ternérring).

Definition 9. Ein assoziativer Ring # = (R, +, -) mit Einselement 1 heiBt (wie
bekannt) lokal, wenn er ein einziges maximales Rechtsideal enthalt.

Bemerkung 4. # sei ein lokaler Ring mit dem maximalen Rechtsideal R,. Nach
[4], Kapitel 3, § 3.7 gilt: R, ist ein zweiseitiges Ideal in R und es stellt die Menge von
nichtinvertierbaren Elementen dar, d. h. von Elementen, zu denen in # keine Inver-
sen bestehen. Der durch das Ideal R, bestimmte Restklassenring ist ein Korper.

*
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Definition 10. Ein lokaler Ring £ mit dem maximalen Ideal R, heift ein H-Ring,
wenn gilt:

(1) Jeder Nullteiler in £ ist ein zweiseitiger Nullteiler.

(2) Ist Ry * {0}, so ist R, die Nullteilermenge.

(3) Fiir jede a, b € R existieren solche Elemente m, m’ € R, dal
(@) a=mb v b= ma,
(b) a=bm' v b=am"

Beispiel’e. 1. Jeder Ternarkorper T ist ein H-Ternérring, denn {0} ist ein H-vollstin-
diges Ideal in T.

2. EsseiZ = (R, +, ) ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal R,. Betrachten
wir nach Bemerkung 1 einen Ternérring T = (R, t), wo #(a, b, ¢) = ab+¢ Va, b, ce
€ R gilt. Nach Satz 3 ist R, ein Ideal in T. Wir zeigen, daB3 R, ein vollstandiges Ideal
in Tist. Seien a, b, ¢, de R und @ # ¢, wo &, ¢ € R|R,.

ad Kj(a). Betrachten wir die Gleichung f(x, a, b) = #(x, ¢, d), also xa + b =
= xc + d. Dann ist x(a — ¢) =d — b. Wegen @ =+ ¢ gilt a — ¢ ¢ R, und es liegt
ein zu a — c inverses Element (a — ¢)™! vor. Dann ist x = (d — b) (a — ¢)~*. Es
besteht also genau ein x € R, welches die Gleichung xa + b = t(x, a, b) = xc + d=
= 1(x, ¢, d) befriedigt.

(b) Da nach Bemerkung 4 #' = (R/R,, +, *) ein Korper ist, so gibt es ein enziges
Element X € R/R, mit Xa + b = x¢ + d und folglich auch #'(%, a, b) = ¢'(%, ¢, d).

ad K/, (a) Betrachten wir die Gleichungen b = #(a, x, y), d = t(c, x, y). Dann ist
b=ax+y, d=cx+y, also b=(@a—-c¢)x+d, x=(a—c¢)"'(b—d) und
y=d —cla—c)* (b — d). Die Gleichungen b = (a, x, ), d = t(c, x, y) besitzen
deshalb eine einzige Losung.

(b) Erfolgt in dhnlicher Weise wie in ad Kj(b).

Da R, ein vollstandiges Ideal in T ist, bildet T einen lokalen Ternarring.

3. Sei # = (R, +, *) ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal R, und es gelte
die Forderungen (1), (2) aus der Definition 10. Dann ist der nach der Bemerkung 1
konstruierte Ternarring T = (R, ) ein H-Ternérring mit dem H-vollstindigen Ideal
Ry: Nach dem Beispiel 2 ist R, ein vollstindiges Ideal in T. Nun wollen wir beweisen,
daB die Bedingungen (1) und (2) von der Definition 7 erfiillt sind.

Gegeben seien die Elemente a, b, ¢,d aus Rmita = ¢, b = d.

ad (1). Wegen a = ¢ gilt @ — ce R, und nach (1) und (2) aus Definition 10
existiert ein Element w # 0, so daB w(a — ¢) = 0 gilt. Nehmen wir an, daB b = d.
Dann ist 0a + b = Oc + d und zugleich wia —¢) =0 =d — b, also wa + b =
= wec + d. Somit gilt 10, a, b) = #(0, ¢, d) und t(w, a, b) = t(w, ¢, d) mit w * 0.
Nehmen wir an, daB b # d und es existiere ein solches Element x € R, daB
t(x,a, b) = t(x,c,d), also xa + b =xc +d gilt. Somit ist x(a —¢) =d — b.
Setzen wir x’ = x — w, dann ist x' % x. So erhdlt man w(a — ¢) = (x — x').
.(@a=c¢)=0und x'(a — ¢) = x(a — ¢) = d — b. Mithin gilt x'a + b = x'c +d
und #(x', a, b) = 1(x', ¢, d).
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ad (2). Wegen a — c € R, existiert ein Element w % 0 derart, daB (c — a)w = 0
gilt. Nehmen wir zuerst an, da b = d. Dann (c — a) w=d — b. Setzen wir v =
= b — aw, so erhalten wir b =aw + v, d =cw + v, also b =t{a,w,v) d=
= 1(c, w, v). Gleichzeitig gilt b = #(a, 0, b), d = #(c, 0, d). Es sei b + d und nehmen
wir an, es existiere ein Paar (x, y) € R x R derart, daB8 b = #(a, x, y), d = #(c, x, y),
also b=ax+y, d=cx +y. Dann ist y=b —ax und d =cx + b — ax,
also (c —a)x =d — b. Wird x’ = w + x gesetzt, so gilt x" + x und (c — a).
(x = x)=0, also (¢c — a)x’ =(c —a)x =d — b. Dann folgt d = ¢x’ + b —
— ax’. Setzen wir y' = b — ax’, so erhalten wir b = ax’ + y’, d = ¢x’ + y’ und
b =t(a,x',y), d=1tcx,y).

Definition 11. Es sei R eine Menge und u ein Element mit u ¢ R. Setzen wir Q =
=RuU{u} und Q' ={(a,b,c)e @ x Q x Q|b =u=c =u}. Das Trippel T =
= (R, u, t) heiBt ein erweiterter Terndrkorper (mit ausgezeichnetem Element u),
wenn ¢t eine Abbildung von Q' in Q ist und gilt

11.1. 7 = (R, t | R) ist ein Ternarkdrper, wo mit ¢ | R eine Restriktion der Ab-
bildung ¢ auf die Menge R x R X R bezeichnet ist.

11.2. #(u, b,c) = b Vb, c€eR,

11.3. t(a, b,u) = b Vae R Vbe Q,

11.4. f(u, b,u) = u Vbe Q.

Bemerkung 5. Zu jedem Ternirring T = (R, t) und jedem Element u mit u ¢ R
148t sich ein erweiterter Ternarkdrper (mit ausgezeichnetem Element u) kanonisch
zuordnen.

Definition 12. Es seien R, R’ elementfremde Mengen und schreiben wir Q =
=RUR, Q' ={(a,b,c)eQ x @ x Q|beR = ceR'}. Ferner sei t eine Ab-
bildung der Menge Q' in Q. Das Tripel T = (R, R’, t) heiBt ein erweiterter lokaler
Terndrring (mit ausgezeichneter Menge R’), wenn gilt:

(1) #(a, b,c)eR Va,b,ceR und J = (R, t|R) ist ein lokaler Ternirring mit
dem vollstindigen Ideal R, (im weiteren werden wir mit ' = (R|Ry, t') den durch
das Ideal R, in J bestimmten Restklassen-Terndrkorper bezeichnen. Hierbei ist
R|R, = {a | a € R}. Weiter setzen wirii = {R'} Vu e R').

(2) (a) t(a, b,c)eb VYaeR' Vb,ceR,

(b) t(a, b,c)eb VaeR VbeQ VceR,
(c) t(a,b,c)e R’ Va,ce R’ Ybe Q.

K5 1. Zu den Elementen a, b, c,d aus Q gibt es ein einziges Element x € Q
derart, daB #(x, a, b) = 1(x, ¢, d) gilt, wenn

(@) a,b,c,deRund a=¢ b +4d,

(b) a,ceR; b,deR und a * ¢.
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2. Zu jeden Elementen a, b, ¢, d aus Q gibt es ein einziges Paar (x, y)e @ x Q
derart, daB y = 1(x, a, b), x = 1(y, ¢, d) gilt, wenn

(a) a,beR; ceQ; deR,

(b) aeR; b,c,deR.

K, Fiir die Elemente a, b, ¢, d aus Q gibt es ein einziges Paar (x,y)e Q x Q
mit b = (a, x, y), d = t(c, x, y), wenn

(a) a,b,deR; ceR,

(b) a,ceR; b,deR und @ * ¢,

(c) a,beR; ¢,deR,

(d) aeR; b,c,deR,

(¢) a,b,c,deRund a +¢, b=d, yeR. .

Satz 9. Seien T = (R, R', 1) ein erweiterter lokaler Terndrring, 7 = (R, t | R)
der lokale Terndrring mit vollstindigem Ideal Ry, 7' = (R|Ry, t') der Restklassen-
Terndrkérper und Q, Q' aus Definition 12. Definieren wir t; durch t,(a, b, ¢) =
= t(a, b, ¢) fir alle (a, b, c)e Q dann ist T, = (R|R,, {R'}, t,) ein erweiterter
Terndrkorper.

Beweis. Es geniigt zu beweisen, daB3 die Gleichheiten 11.2 bis 11.4 gelten.

ad 11.2. Gegeben seien b, ¢ € R|R,. Dann ist t,(i1, b, ¢) = t(u b, ¢). Nach (2) (a)
aus der Definition 12 gilt #(u, b, ¢) € b und daraus folgt t,(ii, b, ¢) = b.

Die Eigenschaften 11.3 und 11.4 werden in dhnlicher Weise bewiesen, indem wir
(2) (b) und (2) (c) aus der Definition 12 anwenden.

Bemerkung 6. Sei T = (R, R, t) ein erweiterter lokaler Terndrring und T, =
= (R/Ro, {R'}, t,) ein erweiterter Terndrkdrper vom Satz 9. Fiir die Abbildung
¢: T — Ty, welche durch a® = @ Va € Q bestimmt ist, gilt [#(a, b, ¢)]° = t(a, b, ¢) =
= 1,(a, b, ¢) = t,(a®, b®, ¢*) fiir alle a, b, ¢ aus Q.

Satz 10. Seien T = (R, R’, t) ein erweiterter lokaler Terndrring und R, ein
vollstindiges Ideal im lokalen Terndrring I = (R,t|R). Dann besitzen die
Mengen Ry, R’ dieselbe Mdchtigkeit.

Beweis. Sei r € Ry. Nach Kj 1(a) existiert ein einziges Element we Q, wo Q =
= R U R’ derart, daB #(w, r, 1) = #(w, 0, 0) ist. Dabei muB we R’ gelten. Wird
" =wet(w,r,1) = t(w, 0, 0) gesetzt, so ist ¥ eine Abbildung von R, in R'.

Gegeben sei ein beliebiges w € R’ und sei #(w, 0, 0) = r’ gesetzt. Nach (2) (a) aus
der Definition 12 folgt ' € R,. Fiir jedes r, wo ' = #(w, r, 1), gilt nach (2) (a) auch
reRy. Da 7 ein Ternirring ist, gilt nach K, #0,r, 1) = 1 Vre R. Nach KJ (a)
existiert ein einziges Paar (r, 1)e @ x Q, fiir welches #(w, 7, 1) = r', #0,r,1) = 1
ist und somit auch ein einziges r. Dann ist ¥ = w. Die Abbildung ¥ ist eine bijektive
Abbildung der Menge R, auf R’.

Definition 13. Ein erweiterter lokaler Ternarring T = (R, R’, ), wo Q = RUR/,
heiBt ein erweiterter H-Terndrring, wenn gilt:
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(1) Fiir jede a, b, ¢, d aus Omita=¢,b=d woaeR =beR und ceR =
= d e R’ gilt, gibt es solche verschiedene Elemente x,, x, aus Q, daB #(x;, a, b) =
=1(x;, ¢, d), 1e{1,2}.

(2) Fiir jede a, b, ¢, d aus Q mit @ = ¢, b = d schreiben wir

(*) b = t(a, my, k;), d = t(c, m;, k),

(x*) a = (b, m;, ky), ¢ = t(d, m;, k;)

mit Unbekannten m;, k; fiir i € {1, 2}.

(a) Falls a, b € R ist, dann existieren entweder zwei verschiedene Paare (m;, k;) €
€ R x R, fiir die (x) gilt oder es existieren zwei verschiedene Paare (m;, k;) € R x R/,
fiir die () gilt.

(b) Falls ae R’, beR ist, dann existieren entweder zwei verschiedene Paare
(m;, k;) € R x R, fiir die () gilt oder (m;, k;) € R’ x R’, fiir die (**) gilt.

(c) Falls a, b e R’ ist, dann existieren entweder zwei verschiedene Paare (m;, k;) €
€ R x R, fiir die (x) gilt oder (m;, k;) € R' x R/, fiir die (**) gilt.

Satz11. Es sei T = (R, R, t) ein erweiterter H-Terndrring. Erfiillen die Elemente
a, b,c,d, x{, x, aus Q die Bedingung (1) aus der Definition 13 und gilt dabei
entweder a + c oder b =+ d, so ist X; = X,.

Beweis. Wegen @ =¢, b=d und aeR ' =beR’, ceR =d eR ergibt sich
fir Elemente a, b, ¢, d drei folgende Moglichkeiten: a) a, b, c,d€ R, b) a,ceR;
b,deR,c)a,b,c,deR

Nehmen wir an, daB8 X, #+ X, gilt und setzen wir y, = #(xy, a, b), y, = #(x,, ¢, d).

1. Es seien X, x, aus R.

a) Nehmen wir an, daB a, b,c,deR. Da 7 = (R, t I R) ein lokaler Ternarring
ist und X, =+ X, gilt, gibt es nach K} ein einziges Paar (u, v) aus R x R mit y, =
= 1(xy, u, 0), y, = 1(x,, u, v). Gleichzeitig gilt aber y, = t(x,, a, b) = t(x,, ¢, d)
und y, = (x5, a, b) = 1(x,, ¢, d) nach (1) aus Definition 13. Daraus folgt u = a = ¢
und v = b = d, was ein Widerspruch ist. Es gilt X; = X,.

b) Es seien a, ¢ aus R und b, d aus R’. Nach (2) (b) aus Definition 12 folgt y, =
= 1(x,, a, b) € aund y, = t(x,, ¢, d) € C. Dies bedeutet, daB y,, y, € Rund j, = ,.
Wegen Xy, X3, ¥y, ¥, € R und X, *+ X,, j; = y, gibt es nach Kj (e) ein einziges
Paar (u, v) derart, daB y, = #(x,, u, v), y, = #(x,, u, v) ist. Daraus ergibt sich ganz
dhnlich wie im Falle a), daB a = cund b = ¢, also wieder ein Widerspruch.

c) Esseien a, b, ¢, d aus R’. Nach (2) (b) von der Definition 12 erhilt man y;, y, €
€ R’. Wegen X;,x,€R und X, # X, gibt es nach K} (b) ein eniziges Paar (u, )
mit y; = 1(xy, u,v), y, = #(x,, u, v). Daraus folgt a = ¢, b = d, also ein Wider-
spruch.

2. Nehmen wir an, daB x, € R, x, € R".

a) Esseien a, b, ¢, d aus R. Dann gilt y, = #(x,, a, b) € R und nach (2) (a) von der
Definition 12 folgt y, = t(xz, a, b) €a also y, e R. Wegen x; y;,y, € Rundx,eR’

569



gibt es nach K (a) ein einziges Paar (u, v) mit y, = #(x, u, v), y, = #(x,, u, v) und
daraus ergibt sicha = ¢, b = d.

b) Es seien a, ¢ aus R und b, d aus R’. Nach (2) (b) von der Definition 12 erhlt
man y, = #(x,, a, b) € @, also y, € R. Nach (2) (c) aus Definition 12 fogt dann y, =
= #(x,,c,d)€R". Wegen x;, y; € R und x,, y, € R’ gibt es nach Kj (c) ein einziges
Paar (u,v) mit y, = #(x, u,v), y, = #(x,, u,v) und folglich ergibt sich a =,
b=d.

c) Es seien a, b, ¢,d aus R'. Aus (2)(b) erhdlt man y, = #(xy, a, b) € @, also
y; € R". Nach (2)(c) folgt dann y, e R". Wegen x, € R und x,, y;, ¥, € R’ gibt es
nach K} (d) ein eniziges Paar (u, v) mit y, = #(xy, a, b), y, = #(x,, ¢, d) und daraus
erhalten wir a = ¢, b = d.

3. Ist x, e R’ und x; € R, so filhren wir den Beweis durch Vertauschung der
Elemente x,, x, ganz dhnlich wie im Falle 2 durch.

Satz 12. Sei T = (R, R', t) ein erweiterter H-Terndrring und a, b, ¢, d Elemente
aus Q mit @ = ¢, b = d, wobei entweder a + c oder b + d gilt. Erfiillen die Paare
(my, ky), (my, k) aus Q x Q die Forderung (2) der Definition 13, dann gilt m, =
= im,, k; =k,

Beweis. (a) Seien a, b € R und folglich auch ¢, d € R.

ot) Nehmen wir an, daB3 zwei verschiedene Paare (ml, k; ) € R x R existieren, fiir
die (*) gilt und sei m; #+ m,. Da 7 = (R, t l R) ein lokaler Terndrring ist, existiert
nach Kj ein einziges Element x € R derart, daB #(x, my, k;) = t(x, my, k,) gilt.
Nach (%) ist #(a, my, ky) = t(a, my, k,), t(c, my, k,) = t(c. my, k,). Somit ist x =
= a = c und auch b = d, was auf einen Widerspruch fiihrt. Folglich gilt m; = m,.
Nach Satz 6 ist die Abbildung x — X Vx € R ein kanonischer Homomorphismus des
lokalen Ternérringes J auf den Resklassen-Ternirring ' = (R/R,, t'). Nach (*)
ist dann ¢(a, my, k) = t'(a, m,, k;). Wegen m, = m, gilt r(a, m,, k,) =
= t'(a, my, k,). Aus K, folgt dann k, = k,.

[3) Es seien (mi, k,-) € R x R’ zwei verschiedene Paare, fiir die (**) gilt. Dann ist
k, = k,. Nach (xx) gilt t(b, my, k,) = #(b, m,, k). Nach Satz 9 ist T, = (R/R,,
{R’}, t,) ein erweiterter Ternirkorper und es gilt ¢,(b, my, k;) = t,(b, m,, k,). Nach
11.3 gilt dann 7, = 7.

(b) Seien a € R’, b € R und folglich auch ce R, d € R.

a) Es seien (m;, k;) € R x R zwei verschiedene Paare, fiir die (*) gilt. Dann ergibt
sich #(a, my, ky) = #(a, m,, k,) und daher t,(a, m,, k,) = t,(a, m,, k,). Da T, ein
erweiterter Terndkorper ist und a € R’, gilt nach 11.2 t,(a, m,, k,) = i, =
= t,(a m,, k,) = m,. Nehmen wir an, daB k, + k, gilt. Nach Kj 1 (a) gibt es ein
einziges Element x € Q derart, daB #(x, m, k) = #(x, m,, k;). Da () gilt, folgt
daraus, daBl x = a = ¢, b = d und somit ein Widerspruch.

B) Aus (my, k;)e R’ x R’ folgt unmittelbar m, = m,, k, = k,.

(c) Seien a, be R’ x R’ und folglich auch ¢, de R’ x R'.
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o) Es gelte (m;, k;) e R x R’ und (x). Falls m, # i, gilt, so folgt aus Kj 1 (b)
und aus (%) a = ¢, b = d, also ein Widerspruch.
B) Ist (m;, k;)e R’” x R', so m; = m, = k; = k,.

Satz 13. Ist T = (R, R, 1) ein erweiterter H-Terndrring, so ist 7 = (R, th)
ein H-Terndrring.

Beweis. Betrachten wir das vollstdndige Ideal R, von 4 und den Restklassen-
Ternirring 7' = (R|R,, t') von der Definition 12. Es wird gezeigt, da8 R, ein
H-vollstdndiges Ideal ist, d. h., daB es die Bedingungen (1), (2) der Definition 7
befriedigt. Seien a, b, ¢, d Elemente aus R mit @ = ¢, b = d.

ad (1) Es gelte #(x, a, b) = #(x, ¢, d) mit x € R. Fallsa = cund b = d ist, dann gilt
1(y, a, b) = 1(y, ¢, d) fiir alle y € R. Nehmen wir an, daB entweder a + c oder b * d
gilt. Nach Definition 13 existiert ein zu x verschiedenes Element x" € Q derart, dal
t(x’, a, b) = 1(x’, c, d) gilt und nach dem Satz 11 ist X’ = X, also ist x' € R.

ad (2) Nehmen wir an, es existiert ein Paar (x,y)eR x R derart, daB b =
= t(a, x, y), d = (¢, x, y) gilt. Im Falle von @ = ¢ und b = d gelten die vorigen
Gleichheiten fiir alle Paare (x, y) aus R x R. Nehmen wir an, es gilt entweder a =+ ¢
oder b+ d und gleichzeitig a = #(b, x4, y,), ¢ = #(d, x,, y,) fiir (x;, y,)eR x R".
Nach K} 2 (a) existiert ein einziges Paar von (u, v) € Q x Q derart, daB v = t(u, x, y),
u = (v, x4, y,). Dann gilt a = u = ¢, b = v = d, was einen Widerspruch enthilt.
Nach (2) (a) aus Definition 13 existiert also ein zu (x, y) verschiedenes Paar (x’, ) €
€R x Rmit b = t(a, x, y), d = t(c, x, y).

Satz 14. Jeder erweiterter Terndrkorper ist ein erweiterter H-Terndrring.

Beweis. Es sei T = (R, u, t) ein erweiterter Ternidrkorper und setzen wir Q =
=RuU {u} Zunachst wird gezeigt, daB T ein erweiterter lokaler Ternirring ist.
Nach 11.1ist 7 = (R, t | R) ein Terniarkorper und nach dem Beispiel 1 ist 7 ein
lokaler Terndrring mit vollstindigem Ideal {0}. Mithin gilt @ = b<>a = b. Die
Forderungen (2) (a) bis (2) (c) der Definition 12 gelten nach 11.2 bis 11.4. Wir wollen
beweisen, daB in T auch die Forderungen K3, K; der Definition 12 befriedigt sind.

ad K35 1 (a). Es seien a, b, ¢, d aus R gegeben, wo a = ¢, b + d. Nach 11.2 gilt
t(u, a, b) = a = ¢ = #(u, ¢, d). Nehmen wir an, daB es x € R gibt mit #(x, a, b) =
= 1(x, ¢, d). Dann gilt #(x, a, b) = #(x, a, d) € R und nach K, folgt b = d, was ein
Widerspruch ist.

(b) Es seien a, b, ¢, d aus Q gegeben mit a, c€ R, b=d=uund a = ¢c. Nach
11.4 ist #(u, a, u) = t(u, ¢, u) = u. Nehmen wir an, daB es x € R gibt mit #(x, a, u) =
= #(x, ¢, u). Aus 11.3 folgt #(x, a,u) = a = #(x, ¢, u) = ¢, also ein Widerspruch.

2. (a) Es seien a, b, ¢, d aus Q gegeben mit a, be R, c€ Q, d = u. Nehmen wir
an, daB x = #(y, ¢, d), y = #(x, a, b) und es sei y = u. Dann erhilt man nach 11.4
x = t(u, c,u) = uund y = t(u, a, b) = a. Damit ist ein Widerspruch erreicht. Ist y
aus R, dann nach 11.2 gilt x = #(y, ¢, u) = ¢ und gleichzeitig y = t(c, a, b).
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(b) Es seien a, b, ¢, d aus Q gegeben mit ae R und b = ¢ = d = u. Dann gilt
u=t(u, a,u), u=tu u,u).

ad Kj. Esseien a, b, ¢, d € Q und nehmen wir an, daB b = #(a, x, y), d = t(c, x, )
gilt.

(a) Seien a,b,de R und ¢ = u. Ist y = u, dann folgt d = #(u, x, u), also ein
Widerspruch. Es sei y € R. Nach der Definition von ¢ folgt, daB auch x € R ist. Nach
11.2 gilt d = #(u, x, ) = x und somit b = t(a, d, y). Nach K, gibt es ein einziges
y € R dieser Eigenschaft.

(b) Seien a, ce Rund b = d = u. Gilt y € R, x € R, dann ergibt sich #(a, x, y) € R
und u = t(a, X, y), was einen Widerspruch enthélt. Fiir y = u ergibt sich u =
=t(a, x, u) = x = 1(c, x, u).

(c) Seiena,be Rundc = d = u. Gilt ye R,x e R, dannistd = u = t(u, x, y) =
= x, was ein Widerspruch ist. Nehmen wir an, daB} y = u. Dann erhélt man b =
=ta,x,u) =xund d = u = t(u, b, u).

(d) Seien aeR und b=c=d =u. Gilt yeR, xeR, dann folgt d = u =
= #(u, x, y) = x, was ein Widerspruch ist. Gilt y = u, dann erhilt man b =
= t(a,x,u) = uund'd = 1(u, b, u).

(e) Seien a, b,c,de Rmita + ¢, b = d, y = u. Dann gilt b = t(a, x, u) = x =
=t(c,x, u) = d.

Nun beweisen wir, daB die Bedingungen (1), (2) der Definition 13 befriedigt sind.

ad (1) Gilt a = ¢, b = d fiir Elemente a, b, c, d aus Q, so ist die Gleichheit
t(x, a, b) = 1(x, c, d) fiir jedes Element x € Q erfiillt.

ad (2) Nehmen wir an, daB a = ¢, b = d fiir Elemente a, b, ¢, d aus Q gilt.

(a) Sind a, b aus R, so existiert nach K, zu jedem m € R ein Element k € R derart,
daB b = t(a, m, k) ist. Dann gilt auch d = t(c, m, k).

(b) Esseien a = u, b e R. Nach 11.2 gilt b = #(u, b, k) = t(a, b, k), d = t(c, b, k)
fiir alle k e R.

(¢) Gilt a = b = u, dann folgt nach 11.4 b = t(a, m, u), d = t(c, m, u) fiir alle
me R.
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