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EINE BEMERKUNG ZUM KARDINALPRODUKT

LADpISLAV SKULA, Brno

(Eingegangen am 18. August 1970)

1. EINLEITUNG

In der Kardinalarithmetik der Typen der teilweise geordneten Mengen wird oft
das folgende Problem untersucht: ,,Es seien o, 5,y Typen der teilweise geordneten
Mengen, und es gelte o.. B = o .y. Wann gilt § = y?* Eine Reihe von den sich mit
diesem Problem beschiftigten Resultaten befindet sich in den Arbeiten von BIRKHOFF
([1]), Cuana ([2], [3]), Novorny ([6], [7]), MikoLAS ([5]) und Skura ([8]).

In der Arbeit ([7]) hat Novotny bewiesen: ,,Sind o, B,y endliche Typen, o =+ 0,
und gilt oo. f = o.y, so ist f = 7.

Dieses Resultat wurde von Mikolas in [5] fiir Typen «, B, y mit der in [5] angege-
benen Eigenschaft (S,) verallgemeinert.

Das Resultat von Novotny iiber endliche Typen wurde noch von Skula in [8]
mit einer anderen Methode bewiesen. Diese Methode benutzt den Polynombereich in
abzahlbar vielen Unbestimmten iiber dem Ring der ganzen Zahlen.

In dieser Arbeit wird der Polynomenbegriff verallgemeinert, und mit der Hilfe der
Integrititsbereiche 2, und £, dieser ,,verallgemeinerten Polynome** wird das
Resultat von Mikolds verallgemeinert (Satz 3.3).

Die in den Arbeiten von Mikola§ ([4], Satz; [5], 3.11 und 3.12) angegebenen
Resultate iiber das Problem: ,,Wann ergibt sich « = B aus o> = %, wobei «, B
Typen von teilweise geordneten Mengen sind?‘ und iiber das Problem: ,,Wann
gilt o =f.7, B=a.6=oa = fir Typen der teilweise geordneten Mengen
a, B, 7, 67 werden auch hier verallgemeinert (Satz 3.3).

Unter einem Typus versteht sich hier stets der Typus einer teilweise geordneten
Menge. Der Typus der leeren Menge ist 0, und der Typus der einelementigen teilweise
geordneten Menge ist 1. Fiir Typen o, § bezeichnet man mit o« + f die Kardinal-
summe dieser Typen und o . f§ ihr Kardinalprodukt. Fiir ein Typensystem {ocL | vel £
# 0} bezeichnen wir mit ) «,(cel) die Kardinalsumme und mit [[o,(c€I) das
Kardinalprodukt dieser Typen. Sind o ein Typus und »n eine natiirliche Zahl, so be-
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zeichnet n.o den Typus o« + o + ... + o (n Summanden), und «" bezeichnet den
Typus . a. ... .o (n Faktoren). Unter 0. o verstehen wir den Typus 0, und o heiBt
den Typus 1. Ein Typus heiBt zusammenhdngend, wenn er der Typus einer nicht-
leeren teilweise geordneten zusammenhingenden Menge ist. Ein Typus o« heif3t
unzerlegbar, wenn o # 1 und aus der Gleichung« = o, . o, stetso; = 1 odera, = 1
folgt.

Fiir diese Arbeit brauchen wir folgende Aussagen:

L1. (Novotny [6], 2.3.) Es sei « ein Typus und es gelte o = Ya,(tel + 0) =
= Y B €K % 0), wobei a,, B, zusammenhéngende Typen sind. Dann ist card I =
= card K und es gibt eine schlichte Abbildung ¢ der Menge I auf die Menge K
mit o, = B, fiir alle Indizes 1e1.

1.2. (Novotny [7], 2.3.) Es sei a ein Typus, und es gelte o = [Toe(cel #+0) =
=T]B(xeK % 0), wobei «, p, zusammenhingende unzerlegbare Typen sind.
Dann ist card I = card K, und es gibt eine schlichte Abbildung ¢ der Menge I auf
die Menge K mit o, = B, fiir alle Indizes €.

1.3. (Novotny [6], 3.3). Es seien a, § Typen, o = Yo(tel +0), f = YB(xe
€K =+ 0), wobei a,, B, zusammenhdngende Typen sind. Dann ist «, . B, ein zu-
sammenhdngender Typus fiir jedes vel und jedes xcK, und es gilt o.f =
=Yo,.plel, xeK).

2. RINGE 2, UND 2,

2.1. Bezeichnungen. Unter einem Ring R = (R, +, *) verstehen wir einen kommu-
tativen Ring. Das Nullelement von dem Ring R wird mit Oy bezeichnet. Die Menge
aller ganzen nichtnegativen Zahlen mit der iiblichen Operation + bezeichnen wir
mit M = (M, +).

Fiir Mengen U # 0 # VheiBt U” die Menge aller Abbildungen von Vin U.

Sind Y # 0 eine Menge und (S, *) eine Halbgruppe mit einem neutralen Ele-
ment ng'), so bezeichnen wir die Menge {fe S”|cardf (S — {ns}) < No} mit

(s, )y = (57)-

2.2. Definition. Es sei X # 0 eine Menge. Fiir g, h € M¥ setzen wir g . h = f,
wobei f(x) = g(x) + h(x) fiir jedes x € X gilt. Offenbar ist die Menge M* mit dieser
Operation « (also (M¥, -)) eine kommutative Halbgruppe mit dem neutralen Ele-
ment o und mit der Kiirzungsregel.?) Das Element o wird definiert: o(x) = 0 fiir
jedes x € X. Offenbar ist ((MX)’, +) eine Unterhalbgruppe von (M*, +), und o € (M*)’
ist auch ein neutrales Element dieser Unterhalbgruppe.

1) Das heiBt: fiir beliebiges Element s € S gilt s « ng = ng « s = s.
2) Das heiBt: fiir f,g, he MX mit f.g = f. hgilt g = h.
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Es sei R = (R, +, ") ein Ring. Wir setzen 2, = 2,(R.X) = (R, +)") =
= (R"), 2, = 2,(R,X) = R™’ Fiir p, g e P.(p, qe P,)setzen wirp + q = r,
wobei r(f) = p(f) + q(f) fiir jedes fe M*(f e (M¥)), und p. g = s, wobei s(f) =
=yp(9).q(h)(g. heM*, g.h =f) fiir jedes fe M¥(s(f) = Xp(g9) - a(h) (g, h €
e (MY), g. h = f) fiir jedes f € (MX)). Damit werden zwei Operationen + und -
auf den Mengen 2, und 2,(2, = (2, +, *), 2, = (#,, +, *)) definiert, und es
gilt:

2.3. 2, = (2, +, *) und P, = (P,, +, *) sind Ringe; fiir das Nullelement 0,
des Rings (24, +, *) gilt: 05,(f) = O fiir jedes f € MX, und fiir das Nullelement 0,
des Rings (2, +, *) gilt: 05,(f) = O fiir jedes f € (M*)'.

Beweis. a) Offenbar sind (2, +) und (2,, +) kommutative Gruppen mit den
in der Behauptung beschriebenen neutralen Elementen 0y, und Og,.

b) Wir zeigen, daB (2, -) eine Halbgruppe ist. Es seien p;, p;, p3 €2y, r =
=(p1-P2)-Ps ¥ =p1.(p2.ps), FEM¥ Es gilt r(f) = X (p1 - P2)(9) - Ps(9s) -
. (g, g;eM*, g.g;5 = f) Wegen (P1 . Pz) (g) = ZP1(91) . Pz(gz) (gn g, € M,
g1 -9, = g) ist 1(f) = Ypi(91) - p2(92) - P3(95) (91592 95 €M, g1.92-95 = ).
Auf analoge Weise wird '(f) = Y.p1(9,) - p2(92) - P3(93) (91> 92:9:€ M¥, g, . g, .
. g3 = f) bewiesen. Also gilt r = 1. :

c) Wir zeigen, daB fiir (#,, +, *) das Distributivgesetz gilt. Es seien p;, p,, p; €
€Py,r=(py + Ps).Ps ¥’ =Py D3 + P2 P feM . Esgilt r(f) = Y(p1 + ps)-
(9)-ps(h) (9. heM*, g . h =) = 3'p:(9) - ps(h) (9. heM¥, g . h = f) + Ypa(g).-
.p3(h) (g, heMX, g . h = f) = r'(f). Also gilt r = .

d) Auf analoge Weise wird es gezeigt, daB auch (2,, +, +) ein Ring ist.

2.4. Bemerkung. Die Elemente pe 2, oder p € #, verallgemeinern den Begriff
,,des Polynoms iiber dem Ring R*. Die Elemente der Menge X entsprechen da
,,den Unbestimmten*, die Abbildungen fe M* oder fe(M¥)" verallgemeinern den
Begriff ,,des Gliedes des Polynoms*, die Zahl f(x) (x € X) entspricht ,,dem Exponen-
ten der Unbestimmten x im Glied f* und die Abbildung o entspricht dem Begriff
,,des absoluten Gliedes des Polynoms. Das Element p(f) € R bedeutet ,,den Koeffi-
zienten des Polynoms p beim Glied f*.

2.5. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(A) Der Ring (R, +, *) besitzt ein Einselement.
(B) Der Ring 2 (R, X) besitzt ein Einselement.
(C) Der Ring 2,(R, X) besitzt ein Einselement.

Gelten diese Aussagen, so ist 15 (15,(f) = Og fiir jedes fe M, f + o, 15,(0) =
= 1z) das Einselement von (2, +, *), und 15,(15,(f) = Oy fiir jedes fe(MX),
f # 0,15,(0) = 1) ist das Einselement von (?,, +, *). 1, bedeutet das Einselement
von (R, +, *).
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Beweis. Der Ring R besitze ein Einselement 1z. Wir setzen 1, (f) = O fiir
jedes fe MX, f =% o, 1,,(f) = O fiir jedes fe (M¥), f % o, und 1,,(0) = 1,,(0) =
= 1g. Dann gilt (15,.p)(f) =Y 15,(9).p(h) (9, heM*, g.h =f)=14(0).

p(f) = p(f) fiir jedes p € 2, und f € MX. Also ist 1,, ein Einselement des Rings 2,.
Gleicherweise zeigt man, daB 1,, ein Einselement des Rings 2, ist. Es gelten daher
die Aussagen (B) und (C).

b) Es sei 1,, ein Einselement des Rings 2. Wir bezeichnen 1, (o) mit e. Fiir
beliebiges r € R setzen wir p(0) = r, p(f) = O fiir jedes fe M*, f + o. Es gilt r =
= p(0) = (1,.p)(0) = Y 15,(9) . p(h) (9. heM*, g.h =0)=1,(0).plo) =e.
. r. Also ist e ein Einselement des Rings R. Daher gilt (A)

Gleicherweise zeigt man die Implikation: (C) — (A).

2.6. Es sei auf der Menge X eine Wohlordnung < definiert. Die Ordnung < auf
der Menge M bedeute die iibliche Ordnung unter den ganzen Zahlen. Fiir f, g € MX
setzen wir f < g = f = g oder es gibt x, € X mit f(x) = g(x) fiir jedes x < x, und
f(x0) < g(xo) (die sog. lexikographische Ordnung der Menge M¥). Offenbar gilt:

(a) (MX, <) ist eine linear geordnete Menge.

Weiter gilt:

(b) Sind f, g, he M* mit f < g, soist f.h < g . h.

Beweis. Ist f < g, so gibt es x, € X mit f(x,) < g(x,) und f(x) = g(x) fiir jedes
x < xo Fiir x < x, gilt (f. h) (x) = f(x) + h(x) = g(x) + h(x) = (g . h) (x), und

t (f.h)(xo) = f(xo0) + h(xo) < g(x0) + h(x¢) = (g . h)(x,). Daraus folgt
f h <g.h

Hieraus folgt unmittelbar:

(c) Es seien fy, f,,f3, fo€ M*, f; < f,. Dann gilt:

(‘31) fi2fa=fi [ 2 fo

(C2) fi<fa=fi - f3 <[y [fa

2.7. Fiir f e (MX) setzen wir s(f) = Y f(x) (x € X). Fiir f, g € (M*)" definieren wir
f=g=f=g oders (f) =s(g) und es gibt xoe X mit f(x) = g(x) fiir x < x,
und f(x,) > g(x,) oder s(f) < s(g). Dann ist < eine lineare Ordnung auf der Menge
(M), und es gilt:

(a) (M¥), <) ist eine wohlgeordnete Menge.

Beweis. Es sei 0 £ N < (M¥). Wir setzen n = min s(f) (fe N), N, = {feN:
:s(f) = n}, Yy = {xeX | es gibt fe N, mit f(x) + 0}. Ist ¥; = 0, so ist N, = {o},
und o ist das kleinste Element der Menge N.

Wir nehmen weiter an, da3 die Menge Y; eine nichtleere Menge ist. Dann gibt es
ein kleinstes Element y, der Menge Y.
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Weiter setzen wir n, = maxf(y;)(f€N,). Es sei k > 1 eine natiirliche Zahl und
es seien schon fiir 1 < 1 < k — 1 die Teilmengen N, von N, die Mengen § + Y, = X
mit den kleinsten Elementen y, € Y, und die Zahlen n, = max f(y,) (f € N,) definiert,
die fir 1 £ 1 < k — 2 die Forderungen N,y = {fe N, :f(y;) = n,} und Y, =

k-1
={xeX, x > y;: es gibt fe N,,; mit f(x) #+ 0} erfiillen. Dann gilt ) n, < n.
k-1 1=1
Ist Y n, = n, so ist die Menge N, eine einelementige Menge {f,}, und f, ist das
=1 k-1
kleinste Element der Menge N. Ist Y n, < n, so setzen wir N, = {fe N,_, :
=1

:f(Ve-1) = m—,} und Y, = {xe€X, x > y,_: es gibt f€ N, mit f(x) + 0}. Dann

ist Y, = 0, und wir bezeichnen das kleinste Element der Menge Y, mit y, und setzen
k—1 k

n, = max f(y,) (f€ N,). Dann ist n, > 0, daher gilt ) n, < Z n; £ n, woraus die
Existenz des kleinsten Elementes der Menge N folgt. '~* 1=

Da s(f; . f2) = s(f ) + s(f) fur £y, /> G(Mx) ist, gilt:
(b) Sind f, g, he (MX) mit f < g,soistf.h <g.h.
Daraus ergibt sich:

(c) Es seien fy, fs, f3, fa€ (M), f; Z f,. Dann gilt:
() fsZ2fu=fi f32fo fa
((32) fHi<fa=zfi [ <f2 fa

2.8. Definition. Ist pe 2,(R, X), p # 0,,, so ist die Menge p~'(R — {0g}) eine
nichtleere endliche Teilmenge der linear geordneten Menge (M*, <). Daher
gibt es ein kleinstes Element f der Menge p~*(R — {Og}). Wir setzen v,(p) = p(f)
und v,(05,) = Ok

Ist pe Z,(R, X), p # 0yp,, so ist die Menge p~'(R — {0g}) eine nichtleere Teil-
menge der wohlgeordneten Menge ((M*)', X). Also gibt es ein kleinstes Element f
der Menge p~ (R — {0g}). Wir setzen v,(p) = p(f) und v;(05,) = Og.

2.9. Es seien p;, q; € ?4(R, X); p1.d> € P5(R,X) und es seien vi(p;), vi(qy),
vo(p2), v2(q2) keine echten Nullteiler von dem Ring R. Dann gilt v,(py.4q,) =
= V1(P1) . V1(‘11): Vz(Pz . 612) = Vz(Pz) . Vz(qz)-

Beweis. I. Nehmen wir an, daB v,(p,) # Og = v,(q,) keine Nullteiler von R
sind. Es sei f, das kleinste Element von p; '(R — {Og}), und es sei f, das kleinste
Element von ¢; '(R — {0g}). Dann ist v;(p:) = p:(f,) vi(41) = 4:(f,)- Wir setzen
f=rJfe

Es seien g, he M*, p/(g) # Og % ¢,(h). Dann gilt foS9, fu<h Ist f,+g,
so ist f, < g, und wegen 2.6(c2) ist f = f,.f, < g.h. Ist f, & h, so beweist man
gleicherweise, daB f =+ g . h ist. Daraus ergibt sich (p, . q,)(f) = Y.pi(9) . a.(h) .
(g, heM*, g.h=f)=p(f,)-a:(f) = vi(p1) - vi(q,) + Og. Daher gilt fe
€(pr- 1) (R = {0g}).
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Es sei f'€(p;.q;)" " (R — {Og}). Dann gibt es g,he M, g.h =f", p,(9) +
+ Og # q,(h), daher gilt f, < g, f, < h, woraus wegen 2.6 (c1)f = f,.f, < g.h =
= f" folgt. Daher ist f das kleinste Element von (p, . ¢,)”"* (R — {Og}), woraus sich
"1(1’1 . ‘h) = (P1 . ql) (f) = "1(1’1) . Vx(‘ll) ergibt.

II. Die Gleichung v,(p; - 4;) = va(p2) - v2(q,) beweist man gleicherweise.

2.10. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(A) Der Ring (R, +, *) besitzt keine echten Nullteiler.
(B) Der Ring 2,(R, X) besitzt keine echten Nullteiler.
(C) Der Ring 2,(R, X) besitzt keine echten Nullteiler.

Beweis. I. Der Ring R besitze keine echten Nullteiler, und es seien p, g € 2,
P.q =0z, p+0s =+ q. Daraus folgt v,(p) # Og =+ v,(q), und wegen 2.9 ist
0g = v4(05,) = vi(p - 9) = v4(p) . vs(q), was ein Widerspruch ist. Es gilt die Aussage
(B).

)Gleicherweise beweist man die Implikation: (A) — (C).

II. Es gelte (B) und es seien a, be R, a # Og # b. Wir setzen p(f) = 0g = ¢(f)
fiir jedes fe MX, f % 0 und p(0) = a, q(0) = b. Dann ist p, g€ 2, und es gelten
(p. q) (f) = Og fiir jedes fe M¥, f % o und (p. q)(0) = a.b. Wegen p + 05, *+ ¢
ist p.q # 0z, woraus a.b = (p.q)(0) # Og folgt. Daher gilt dic Aussage (A).

Auf analoge Weise beweist man die Implikation: (C) — (A).

Aus 2.5 und 2.10 erhalten wir gleich:

2.11. Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(A) Der Ring (R, +, *) ist ein Integrititsbereich®).
(B) Der Ring 2(R, X) ist ein Integrititsbereich.
(C) Der Ring 2,(R, X) ist ein Integrititsbereich.

3. ANWENDUNG AN DIE TYPENARITHMETIK

3.1. Es sei X + 0 eine Menge zusammenhidngender unzerlegbarer Typen. Wir
setzen &y = {[Ja"(x € X) : a,€ Mfiir jedes e X} und &, = {[Ja*(¢ € X) :a, e M
fiir jedes « € X und card {x € X : a, + 0} < N,}. Ferner setzen wir 4, = {y:y =
=0 +..+t0,0eL fitl<i<nfu{0}und ¥, ={y:y=Ymo(ce ),
m, € M fiir jedes 6 € &,}. Offenbar sind die Mengen %, und 4, in bezug auf die
Kardinalsumme + und auf das Kardinalprodukt - abgeschlossen. (S.1.3).

3.2. Fiir i = 1,2 lapt sich 4, = (%, +, *) in den Ring P(Z,X) = (2;, +, *)
isomorph in bezug auf die Kardinalsumme + und auf das Kardinal produkt + ein-
betten, wobei Z = (Z, +, ) der Ring der ganzen Zahlen ist.

3) Unter einem Integritiitsbereich verstehen wir einen Ring mit einem Einselement 15 = Op
und ohne echte Nullteiler.
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Beweis. Es sei 0 € & ;. Dann ist ¢ = [Ja"(2 € X), wobei a, € M gilt. Wegen 1.2
ist diese Form von o eindeutig. Wir setzen (p,,(oc) = a, fiir jedes « € X. Dann ist
¢,€M*. Es sei y€ %,. Dann gibt es fiir jedes o0 e &, ein m, € M (wegen 1.1 ein-
deutig) mit y = Y m,0(0 € &,). Wir setzen p,(¢,) = m, fir jedes 0 € &;. Da es fiir
jedes p e M¥ ¢in o€ &; mit ¢ = ¢, gibt, ist p, e Z,(Z, X). Wir setzen F(y) = p,
fiir jedes y € %;.

Da p, + p,. fiiry,y" € %, y + y’ gilt, ist F eine schlichte Abbildung von %, in 2.
Es seien y,7 € %, m,, mgeM fiir jedes o€ &, so daB y = Y m,(o€ &,) und
Y =Ymo(oce ;) sind. Dann gilt y + 9y = Y(m, + m,)o(ce#,) und fir
o€, ist p@,) = My Py(0,) = m,, p,i,(@,) = m, + m,, woraus F(y + ') =
= F(y) + F(y') folgt. Wegen 1.3 ergibt sichy.y" = Ym,.m,..c.0'(s,0' € &¥,) =
= Y n,0(c € F,), wobei n, = ym,, .m,(c,,0,€ &y, 0, .0, = o) gilt. Fiir 6 e &,
ist (p,. py.) (9s) = XPPs)) - Py(0s,) (015 02 € Py @y - 0y, = @) = Y1, .
-my(0,0,€ %y, 0;.0, =0)=n,=p, (p,). Hieraus ergibt sich F(y.y) =
= F(y) . F(y'). Daher ist F eine isomorphe Einbettung von (%, +, ) in (2(;, +, *).

Gleicherweise zeigt man, daB auch (%,, +, *)in (2,, +, *) sich isomorph einbetten
1aBt.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

3.3. Satz. Fir i = 1,2 gilt:

(@) o, By€e%, a0, 0. p=0.7=>p =1,
(b) n ist eine natiirliche Zahl; o, B %, o = p* = o = B,
() 0, B,y,0€%, a=f.y, f=0.5=0a=p.

Beweis. Die Behauptungen (a) und (b) folgen unmittelbar aus 3.2 und aus 2.11.
Fiir f, g€ 2,, f" = g" (n ist eine natiirliche Zahl) gilt namlich /" — g" = (f — g) .
(A g+ e+ g7 2 + g" ) = 0y, Sind f, g Bilder von «, fe 9,
o % 0 + fbeim, im Beweis von 3.2 eingefiihrten, Isomorphismus von ¢, in £, ist
ST g o+ g2+ g™t F Oy, also gilt f = g.

Die Behauptung (c) beweist man leicht von der Behauptung (a).
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