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DIE PROJEKTIVABWICKLUNG ZWEITER UND DRITTER ORDNUNG
VON EBENENKONGRUENZEN IM ACHTDIMENSIONALEN
PROJEKTIVEN RAUM

JAROSLAV BAYER, Brno
(Eingegangen am 16. Juni 1975)

In der Arbeit [5] haben wir im Rahmen der Untersuchungen der Projektivab-
wicklung zweiter Ordnung von Ebenenkongruenzen im P, bewiesen, dass bereits fiir
jedes n = 8 eine stetsgleichartige Situation auftritt. Aus diesem Grund werden wir
in der vorliegenden Arbeit die Projektivabwicklung zweiter und dritter Ordnung
von Ebenenkongruenzen nur im Pg betrachten.

Das begleitende Bezugssystem werden wir in eine fiir unsere Zwecke geeignete
Gestalt bringen um die Abhéngigkeitsstufen fiir die Existenz der Ebenenkongruenzen
im Pg herzuleiten.

Nach der Definition der abwickelbaren Korrespondenz zwischen Ebenenkon-
gruenzen L und L fiihren wir zum gegebenen projektiven Raum Pg den dualen
projektiven Raum Pj ein und der Ebenenkongruenz L ordnen wir die duale Ebenen-
kongruenz L* — genannt Dualisation von L zu. Wir werden die Schemata gebrau-
chen, nach welchen die Ergebnisse auf die dualen Falle schon nur routinerweise
gebracht werden konnen.

In Anlehnung an die Arbeiten [1], [3], [4] beniitzen wir den Kalkiil der dusseren
Differentialformen nach E. CARTAN, was sich fiir rasche Gewinnung der Resultate
als besonders giinstig erweist.

§ 1. Unter dem begleitenden Bezugssystem Rg des achtdimensionalen projektiven
Raumes verstehen wir jedes 9-Tupel (44,45 ... Ag), Wo A,, A,, ..., Ag unabhin-
gige Punkte sind.

Infinitesimale Bewegung des Bezugssystems sei durch

(1,1) d4, = YwiA,, do, =Y, A o},
v , m ,
gegeben mit [4,4, ... Ay] = 1 und Y o = 0, wobei in diesen sowie auch in folgen-

den Formeln die nachstehénde Kennzeichnung der Indizes verwendet wird: m, u, v:=
=1,2,...,91ij,kl=123 MN,P=45,..,9.
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Bei der Untersuchung der Projektivabwicklung von Ebenenkongruenzen L, L (die
erzeugenden Ebenen seien mit o(u, v), (%, 0) bezeichnet werden) in Pg, Py beschrin-
ken wir uns nur auf solche, deren Tangentialriume lingst jeder beliebigen erzeugen-
den Ebene 5-dimensional sind. Wir werden voraussetzen, dass jede der betrachteten
Ebenenkongruenzen L, L drei nichtausgeartete Brennflichen besitzt. Zu jeder erzeu-
genden Ebene o von L ordnen wir das begleitende Bezugssystem so zu, dass ¢ =
= [A,4,4;].

Nach (1,1) ist

(1,2) d[4,4,4;] = Zwﬁ[AlAzAﬂ + ;lw’{‘[AMAZAﬂ + %w’{'[A,AMAﬂ +
+ §wg’[A1A2AM] .

Der Kiirze halber werden die Grassmann-Produkte [A 1A2A3] nur als [A] bezeich-
net; falls wir in [A] nur einen einziegen Punkt A; mit dem Punkte Ay, ersetzen, dann
verwenden wir die Bezeichnung [A},]; wenn wir in [A] die Punkte 4;, 4;, durch
Ay, Ay, bzw. die Punkte 4;, 4;, 4, bzw. durch die Punkte A4y, Ay, Ap ersetzen, dann
verwenden wir die Bezeichnung [A}/y], bzw. [A}/% ] fiir i+ j + k + i; M + N *
+ P + M. Dies wird bestindig im folgenden beniitzt so dass die Formel (1,2)
folgende Gestalt annimmt:

d[A] = Yoi[A] + Yo [As] -
Hieraus folgt 6[A] = Zeﬁ[A], (wo & iiblicherweise die Differentation bezeichnet,

welche nur auf die sekundéren Parameter bezogen ist) und e, = w}(5).
Die Formen w!*3 w!*° sind also die Hauptformen von L.

Im weiteren werden wir voraussetzen, dass die beiden nichtverschwindenden
Formen w}{ = w,;, 3 = w, linear unabhingig sind und der Vereinfachung halber
setzen wir

(‘1‘,3) wy =0, +ro, (r+0,0).

Nun wihlen wir das bewegliche Bezugssystem in solcher Weise, dass die Punkte
Ay, A,, A; mit den Brennpunkten zusammenfallen, welche durch die Brennrichtung
®; = 0 bestimmt sind.

Diese Wahl ist durch
(1,4) [4,4,4;5d4;],,20 =0,
gekennzeichnet, woraus nach (1,1)
(1,5) o, Al =0 %)), o,n 0t =0"

folgt.
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Die Anwendung des Cartanschen Lemmas ergibt
(1,6) w;:+3 — 1+3 (l #]) k+6 = c’f+6w .
Indem wir (1,6) in (1,1) einsetzen, so folgt aus den ersten drei Gleichungen, das
die Tangentialebene der Brennfliche (4;) im Beriihrungspunkt 4;, im Raume
6
(1,7) (Ay, Ay A3, Y 1P A143) (ch=¢5=1)
I=1

liegt.

Das bewegliche Bezugssystem wihlen wir weiter so, dass der oben eingefiihrte
Tangentialraum die Punkte A4, A,, A;, A;+3 enthilt.

Dann ist ¢/** = 0 (i # j), ¢§*® = 0 und daraus folgt wegen (1,6)
(1.8) ol**=0(i+)),
(1,9) ot =0.

Gemiss (1,6) ist insbesondere

w§ = cjo; = (o, + ro,).
Wir bilden die dusseren Ableitungen und erhalten
w; A {de§ + (0] + 0§ — 0} — w})} +
+ @, A {d(c§r) + 3w} + 0f — 03 — w3)} =0

und ohne Begrenzung der Allgemeinheit wéahlen wir cg = 1.
Dann ist ©§ = @, + rw, und r ist eine relative Invariante der Ebenenkongruenz L.
Als Folgerung aus den vorstehenden Beziehungen erhalten wir

1 6 3 4
w; + wg — 03 — 0wy = hjo, + ho,,

dr + r(@} + 0§ — 3 — ©3) = ho, + hyo,.

Jede zwei von den drei Hauptformen w; sind linear unabhéngig und ihre dussere
Differentiale sind

(1,10) do; = o; A (0}i3 - o).
Erneute dussere Differentiation (1,9) und das Cartansche Lemma ergibt
(1,11) W33 = 9",
mit den Integrabilitdtsbedingungen
(L12) o0 AT + (0] — 20113 + 0il) + B Pejie) —
~Zw AYPPeli3 =0 (i *J)-
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Aus (1,12) sehen wir, dass man durch eine geeignete Wahl des Bezugssystems

erreichen kann, dass

(1,13) $tP =0 (i+k).
Dann sind y;*? relative Invarianten, welche mit Riicksicht zu den angegebenen
Annahmen sdmtlich von Null verschieden sind. Also kann man wihlen

(1,14) 1ni=1,
woraus folgt

(1,15) 20i73 = 0} — 01§ = g0,

Setzt man (1,13), (1,14) in (1,11) ein, so bekommt man

(1,16) wile = o;,
(1,17) wlis=0 (i+)).
Durch Differentiation von (1,8) und (1,17), erhalten wir
w; A0l — 0 Al = (i *1J),

j+6 j+3 . B
0; A 0} —w; A @]i3 =0 (i=*))

und die Anwendung des Lemmas von Cartan ergibt
(1,18) o! = alo;, + a{w,— E=+J),
wli} = blo, — dw; (i +)),
olie= Blw; — blw; (i +J),
wobei die Integrabilititsbedingungen wegen (1,15)
(1,19) w; A {dal + al(w! — 0i13) + 0l 5 + dlajw} +
+ w; A {de] + &j20) — 0]i} — ©}) — dojo, + dadto} =0
(i #Js k+ i),
o; A {db] + bi(w)i3 — 0iid) + 0ii} + biblo) —
— o; A {da] + al(w) — 0ii3) + ol,; + dido} — o; A afblo; =0
(i *js k=i=i,j),
o; A {dB] + Bi(w] — 0113 — 0ils + w’I?) + Bilo — Biblw;} -
— ; A {db] + bl(@1} — 0i18) + 0l + bibjw} =0
(i *j; k* i,j)
sind.
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Aus diesem Gleichungssystem geht hervor, dass die Wahl
(1,20) al=bl=0 (i +)),

moglich ist, so dass o, ﬁ’,: (i + j) relative Invarianten von L sind.
Setzt man (1,20) in (1,18) ein und bildet man die dusseren Ableitungen der Glei-
chungen (1,18,), so erhélt man

(1,21) w; Ao A0l =0 (i #)).

Das Lemma von Cartan ergibt

(1,22) wlys = —vio; + alw; (i +j),
wlid = blo; + viw; (i +j).

Erneute dussere Differentiation von (1,22) fiihrt wegen (1,15) zu

(1,23)  ; A {da} + dj2w} — {13 — 0il}) — dwl,; + ddbo, + dvie} -
— w; A{dv] + vl(w] — wii) - ol =0
(i *+j; k*14,)),
. o ; . e o ) .
w; A {db] + bl(w; — w1} + 0fi3 — 0il¢) + Blofis + Biblw, + Piviw,} +

+ o; A {dV] + V(0! — 0}1l) — wlie} =0 (i +j; k+1i,j).

Im weiteren werden wir fiir [, i € { 1,2, 3} I', i" und 1", i” folgenderweise definieren:
1'=2,2=33=1,1"=3,2"=1,3"=2.

Aus (1,23) sieht man, dass man weiter durch geeignete Wahl des Bezugssystems
erreichen kann, dass
(1,24) a; =0, bj, =0
ist, das heisst a} = a3 =a} =0, b} =by=b3=0, v/=0 (i +j), so dass
a3, aj, a3, b3, b3, b} relative Invarianten sind.

Setzt man (1,24) in (1,22) ein, erhdlt man die Formeln, welche gemeinsam mit
(1,16), (1,17), (1,18), (1,21), (1,18), (1,9) und (1,3) das Differentialsystem von L in
folgende Gestalt bringen:

(1,25)
d4;, =04, + Yolod; + 04,45,
. J
dA;ss = 0l 34, + al 0.4, + 013415 + 04546,
dA4;.¢ = Zwlzf+6Ak + w:IgAH.’» + biwA; s + wfIgAi«n-s + Zﬂ{wiAj+6 >
k J
(i +7).
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Die Ebenenkongruenz L ist jetzt durch das geschlossene Gleichungssystem aus-
gedriickt: :

(1’26) w::+6 = 0,
w::+3=wi» w{+3=0(l4:j)5 w::g::wl?
wlf$=0(+)),

ol =do; (i+)), 0li3=0(0=+)), olif=_pow (i+)),

1 1 I'+3 It
Oy = apw;, o =b o,
I 1+3
w3 =0, w56 =0,

1 Lin 1 i 1+3 11 1
w; A {doy + 020 — 0 — @13) + apopep + apop) =0,

oy A {day + o] oy — o) — 0p13) + oo} =0,

o, A B + Bi(w) + 0rig — 0if] — o115) + B frwp + by} =0,

oy A {dBr + fr(wn + w)le — wpi3 — wrle) + Biproy) =0,

o, A {day + a1 2w — 0113 — 0113) — 0ol e} + Op A L =0,
I'+3 1+3 1+6 I'+3

TR [N ’ I
o, A {db} + bj(w] + 033 — w113 — 01¢) + Blopid —wp AWy =0,
L]

i+3 i i+6
o; A {2073 — 0 — wilgl =0,

1 6 3 4 2 6 3 5

o, A {o] + 0f — 0} — w3} + 0, A {dr + o] + vf — 0] - w3)} =0,
. . o

W, A Wyrg —Op AU W3+ 0p Adpa@p =0,
1 1 1+3 "L _

0 A Opie — Op A {Brofis + Brbywp) =0.

Mit Hilfe des Cartanschen Lemmas gelangen wir zu neuen Hauptformen mit
N = 42 unabhingigen Koeffizienten. Weil die Zahl der unabhédngigen Hauptformen
g = 35 und die Zahl der unabhingigen quadratischen Gleichungen s, = 28 ist,
haben wir s, = 7 und die Cartansche Zahl Q ist somit gleich 42. Deswegen ist das
betrachtete System involutiv. So kann man nun folgenden Satz aussprechen:

Satz 1.1. Die Existenz der Ebenenkongruenzen L im Pg hdngt von sieben will-
kiirlichen Funktionen zweier unabhdngiger Verdnderlicher ab.

§ 2. Sei eine Kongruenz Lmit der erzeugenden Ebene ¢ = o(u, v) im Py durch das
geschlossene Gleichungssystem (1,25) gegeben, das schon zu dem friiher eingefiihrten
spezializierten Bezugssystem R gehort. Ausser L betrachten wir noch eine weitere
Kongruenz L mit der erzeugenden Ebene & = &(4, 0) im Pg mit dhnlich spezializier-
tem Bezugssystem R, das von den Punkten A4,, 4,, ..., A, gebildet ist. Die Pfaffschen
Formen, die relativen Invarianten und simtliche zu L gehérende Bezichungen werden
wir mit oberen Wellensymbolen bezeichnet.
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P
Nehmen wir an, dass die Ebenenkongruenz L (1,25) derselben Gestalt ist wie L

PR SN
(1,25) und dass sie durch das geschlossene Gleichungssystem (1,25) beschrieben ist.
Im weiteren sei stets

(21) v =)+ 1.

Sei ferner C : L — L eine nichtausgeartete Korrespondenz, die jeder erzeugenden
Ebene a(u, u) von L die erzeugende Ebene é‘(ﬁ, 1‘5) von L zuordnet und diese Kor-
respondenz sei durch die Gleichungen # = #(u, v), # = #(u, v) bestimmt.

Die Gleichungen der Korrespondenz C bringen wir in die Gestalt

@) = a,0; + a,0,, B, = a0, + a0, (a,a, — aa; +0),

daraus folgt schon
B3 = a0 + a,0, + Ha;0, + a,0,).

Wir werden uns nur fiir solche Korrespondenzen C : L— L interessieren, fiir
welche gilt
a,=a3;=0, a,=a,=1, r=*~r.

Diese Korrespondenzen sollen als abwickelbar bezeichnet werden. Sie sind durch
die Gleichungen ’

(2,2) ;= w; (i =1,2 3)
oder

=1l =0
bestimmt.

Hieraus erhalten wir durch Differentiation und mit Hilfe des Cartanschen Lemmas
i+3 i i+6 i+3
(2’3) ' Tivs — T = fio;, Tive — Tizz = fi+30;.

Sei P der projektive Raum, der dual zum Pg ist. Die Punkte des Raumes Pj
sind also Hyperebenen des Raumes Pg. Zum Bezugssystem R = (44, 4,, ..., Ag),
ordnen wir das duale Bezugssystem R* = (E', E?%, ..., E®) so zu, dass

E":i= (—1)"* ' [Ay Ay ... Ap_ 1Ay - 4] (m=1,2,...,9)

linear unabhéngige arithmetische Hyperebenen sind.
Daraus folgt nach (1,1)

(24) dE™ = —Yol'E".
-~ .
Dem Tangentialraum (Al, Ay, Aj, Ay, As, A6) der Ebenenkongruenz L langs der
erzeugenden Ebene o ist im dualen Raum Pj§ die Ebene o* = (E’E®E®) zugeordnet.

Dabei ist o* die erzeugende Ebene einer Kongruenz L*, Dualisation von L genannt.
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Wenn wir die Ebenenkongruenz Lso orientieren, dass A4, erster, A, zweiter und A4,
dritter Brennpunkt ist, dann wird E” erster, E® zweiter und E® dritter Brennpunkt
von L*,

Hieraus bekommen wir mit Anwendung (2,4), (1,25) das Differentialgleichungs-
system von L*:

(2,5) dEi+6 — —(DéigEHG _ Zﬂ;ijj+6 _ COiEi+3
j

. 43 ; P43 .
dEz+3 — _w;+2El+6 _ b;,wi»E' +3 _ wti+gEx+3 _ (UiE'
i _ i k+6 i i+3 i i'+3 ipi i i
dE! = —Ywp+6E*® — 011 3E? — apw,EY T} — wlEf — Yoaiw,El
k i
(i *1)).

Das duale Bezugssystem R* beziiglich L* ist auf vollig dhnliche Art zugeordnet,
wie R beziiglich L.

Die Vergleichung von (1,25) und (2,5) ergibt leicht, dass der Ubergang von L zu L*
nach der Schemata

(2:6) lL:Am o |m: 123 456 789
L¥:E™ —ols | m*: 789 456 123
@7 | L o | o Blal bl
| L*: —w, B oi by aj.
(i+J)

realisierbar ist.

Der Ubergang von der abwickelbaren Korrespondenz C : L — L zur induzierten
abwickelbaren Korrespondenz C* : L* — L*, ist nach dem Schema

i

(2:8) Hc g0 ¢ fi omb o]

% o g% *0* i i
C*:q*, c¢*p —fivs —n; —m;

realisierbar, wobei wir die Ausdriicke m] und nf erst spiter beschreiben werden.

Die gefundenen Schemata (2,6), (2,7) und (2,8) iiberfiihren die vorigen Ergebnisse
sofort auf die dualen Fille, ob es sich um Kongruenzen oder um ihre abwickelbare
Korrespondenzen handelt. ‘

§ 3. Sei eine Ebenenkongruenz L im Pg durch die Gleichungen (1,25) und eine
PN

Ebenenkongruenz Lim Pg durch die Gleichungen (1,25) gegeben.
Sei ferner C : L — Leine abwickelbare Korrespondenz zwischen Lund L, die durch
die Gleichungen (2,2) bestimmt ist.
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Man nennt C eine Projektivabwicklung k-ter (k =1,2, 3) Ordnung, wenn zu
jedem Paar sich entsprechender Ebenen o€ L, é € L, eine solche nichtgeausartete
Kollineation K : Py — Py existiert, dass KL und L die analytische Beriihrung k-ter

Ordnung langs ¢ = Ko = Co haben.
Diese Forderungen sind im Falle k = 3 folgendermassen ausgedriickt

(1) K[A] = [A]

(3.2) K d[A] = d[A] + $,[A]

(3.3) K d?’[A] = d*[A] + 29, d[A] + $,[A]

(3:4) K d’[A] = d°[A] + 39, d*[A] + 39, d[A] (mod [A]);

wo 3,, 9, geeignete Differentialformen sind.
Die ersten drei, bzw. zwei vorliegende Gleichungen bestimmen die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass C die Projektivabwicklung zweiter,

bzw. erster Ordnung ist.
In Bezug auf (3,1) haben die Gleichungen der Kollineation K, welche die Ab-

wicklung C : L — Lerster Ordnung realisiert die Form
(3.5) KA, =Ycld;, KAy =Ycuyd, (M=4,5,..9),
. J u

wobei ¢ = det |¢i| = 1. Im weiteren bezeichnen wir mit C! das algebraische Kom-

plement zu ¢ in der Matrix |c}].
Nach (1,23) ist fiir die Ebenenkongruenz L

(3.6) d[A] = ;w;I[A] + ;w,.[A;'“]

und eine dhnliche Gleichung hat auch die Ebenenkongruenz L. ‘
Nach einfacher Rechnung und mit Beniitzung von (3,5) erhalten wir K[Aj.3] =
= Y Cicky3[A] + (—1)"*1 Y Y Che¥, 5[A}] voraus wir leicht K d[A] bestimmen.
k k M

Nach Einsetzen in die Gleichung (3,2) ergibt die Vergleichung der Koeffizienten

9 = Z %:C};clfmwk - ZT: s
1 13

i+3 1

(37) Clli3=0 (firi=kisti+j), Cicli=0, Cicii}=

Aus den Gleichungen (3,7) geht

(3.8) Ad3=0(@+j), &is=0, Ci=0(i+))
hervor.
Die Grundeigenschaften der zu ||c/| inversen Matrix ergeben
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Wenn wir der Einfachkeit halber
(3.9) G =4q

einfiihren, dann ist

4y -42-93 =1
und
":ig =4dq;.

Mittels dieser Ergebnisse ist dann
(3’10) 9, = ;C§+3‘1i—1wz - zilf:

Diese Betrachtungen bedeuten, dass jede abwickelbare Korrespondenz C : L— L
eine Projektivabwicklung erster Ordnung ist.

Die Kollineation, welche die Projektivabwicklung erster Ordnung realisiert, ist
(3’11) K4; = Qif‘i.' >
KA;,; = ZC{+3-"fj + gl s,
J

KA, =Yd,, (1=1,89).

Fithren wir noch einige Hilfsrechnungen an, welche fiir die weiteren Untersuchun-
gen der Projektivabwicklung zweiter und dritter Ordnung notwendig sind.

Durch Differenzierung der Gleichungen (3,6) erhalten wir

(3.12) d’[A] = {(Fwi)® + Y@ s0; + doj)} [A] +
+ Ti(0} + 0ff3 + 250)) 0, + do] [Alss] + T [ALd] -
- 2; Zj“{(“’j)z [Aja] + ; ;wiwf[Aifs.m] (i ).

(3.13) &’[A] = () [A] +
+ Y{(@i3 + Yol (i + i3 + 2;@) w; + (k;wﬁ)z w; +
+ Zaja{-'wj(w,-); + 3 Y0l 00; + 3(;dwj) w; + (2 do} + doil3) o; +

j J

+ (ch>§+3 + 0j13) (@) + (3 gwji + o} + 20i13) do; + d?0;} [Al,] +
+ §{3widwi + (0} + 0li3 + 0lls + 3§:wjf) (@)} [ALe] —

— ;;{a{(Z(w: + o) + 0i13) + 30f) (0;)? — diaf(w;)? o +
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+ bi(0)’ + 2af 0f@;)* + () daf + 3alo; do,} [Af,;] -
= LE(2od(@) = Bil)} [A o] + 43 J_z{s(wi + i3 +
+ of + 0]13 + 20}) 0,0; + 30, do; + o;do,)} [AL; ;] +
+3 Z Zw (@) [Aids,546] = Z Z 3o ofw;)? [Aits,+a] +
+ Z;w ;0 [AlLS s pes] (i +1), (ai =0, by =0); (k=*ij).
Durch Anwendung von (3,10), (3,11) und (3,12) bekommen wir
(3,14) K d’[A] — d?[A] — 29, d[A] — 9,[A] =
= Zi:{rp,."”[A +3] + Piio[Ali]} + ZZ{ ja[Ajes] + @) o[Aie] +

+ ¢§'+js,j+3[Ai'+3,j+3]} (i *1j),
wo

Diiy = (tii3 — 1) 0 — 2¢ii5 ¢ (@) + ciid ai (@),
Djiy = —(adai'q; + &) (0,) + i g (@) (i +)),
Pis = (ciieqi’ —1)(0),

jee = Ciiedi (@) (%)),
‘p::'-{a,j+3 =0.

Der Vergleich dieser Formeln mit den Gleichungen (3,3), (3,10), (2,3) und (3,14)
liefert dann die Beziehungen

(3,15) a.fi = 2c§+3 - aiss
(3,16) a8l = gl (i +J),
(3,17) cie=0 (i+)), ig=0 (i+)),
- (3,18) cive =i
(3,19) 8, = () — Ydei — Y(rhss + clreai o)) 0 +

+ Z{c,+3q, (do; — ofw] — 03 +2 ;"-’j»} +2 ;C::+3c::’+3qi"wiwi"

Die Beziehungen (3,15)—(3,19) sind notwendige Bedingungen dafiir, dass C : L— L
eine Projektivabwicklung zweiter Ordnung wird. Man kann sich leicht iiberzeugen,
dass diese Bedingungen auch hinreichend sind, so dass wir also folgenden Satz aus-
sprechen konnen
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Satz 3.1. Dir abwickelbare Korrespondenz C : L — L ist genau dann eine Pro-
Jjektivabwicklung zweiter Ordnung, wenn solche Funktionen q; + 0 existieren,
dass fiir relativen Invarianten von Lund L die Beziehungen (3,16) gelten.

Die Kollineation K, welche die Projektivabwicklung zweiter Ordnung realisiert,
ist wegen (3,17) und (3,18) der Gestalt

(3,20) KA, = q4,,
KAy 5 = Ciyad; + qid;ss,
KA 6 = ;C{M/{j + citidies + aidise s
wobei fiir die Koeffizienten die Beziechungen (3,15) gelten.

Bei der Untersuchung der Projektivabwicklung dritter Ordnung beniitzen wir die

Ausdriicke m} (i # j) und das Lemma, welches wir jetzt aussprechen wollen.
Aus (1,26), (3,9) und (3,16) folgt wegen (2,3)

(3,21) q,d8) — g, do} + g0 (¢} — 1)) = m{w,.,
qp da), — q;do’ + qt — 1) + (drgr — apq) op = mpo, .
Lemma 3.1. Es seien die Gleichungssysteme 1) g8} = q,2l, 2) q,4} = qaj.,
3)m} = 0(i + j)gegeben. Dann ist 3) die Folge von 1), 2) und 2) die Folge von 1), 3).

Beweis. Es seien die Beziehungen ¢,8] = qjoc{ (i # j) erfiillt. Durch geeignete
Multiplizierung der Gleichung (3,21) bekommen wir

81 d& — q; 'qr8y doy + g7 *qeag@i(cy — T) = gp ‘rmiop,
o d8) — q,9;.'8) doy. +
+ qigr '8 (t) — 1) + (9rdi — qia1) 47 '8 0p = g1 8 mpo, .
Wir addieren beide vorige Gleichungen, nach (3,16) wird
d(&'8)) — d(og ) = {g;-'amp} ) + {q; ‘&Lm) + (41 — alqqr") 81} oy .
Aus den Beziehungen

‘11&:’ = ‘11'“5'
folgt

a1l = ofaf
so dass gleichzeitig

(3.22) gy ‘erm; + 8;(a — apqgr') =0 qr'aimp =0.
Hieraus sehen wir, dass
mi=0 < q.d.=qay,

womit das Lemma bewiesen ist.
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SN N
Aus den Bezichungen (3,15)—(3,19), (3,13), (3,13), (3,12) wegen (3,20) auf (3,13)
und mit Anwendung (3,21) erhalten wir nach langer aber nicht schwieriger Rechnung

(3.23) K &[] — &°[A] - 39, d’[A] - 39, d[A] =
= Z{¢,+3[A,+3] + Pive[Aliel} + ZZ{‘pna[ jra] + Pire[Ajie] +
+ %¢i+3,j+3[A,~+3',-*3] + ¢i+3,j+6[Ai+3,j+6] + Ol pia[A s hea] +
+ Ok s s[A S skes] (mod [A]) (i #J5 k #1,)),
wobei
(3.24) @i, = —{(0} + 20i33 + 3 wa + fi0) fw) + o;d(fw) +
+ 5f,; do; + 3c2+3qi“fi(w.~)"' + 6c.+3q, (0ii3 + Zw,) (w:)* —

137 (i + 0l + oils + 3ij-) (wi)2 -

— Ci+64i
— (2thy3 =TI — 3cieagi f0) (@) + 6ZCJ+3‘11 Hiw) o} (i *));
D5 = 3chyaq; ‘dlofw) + 3cj+3qidji(wi)3 + g7 'mi(w;)® -
— 2¢J13g7 Tol(w,)® — 3cliedi (@) @) + cjidar plw) -
— (alai *a; — @) oo, + (blgi g, — b)) (@)
(i+j;a =d =0, b =b.=0);
Dils 505 = (e — wii3 + 7 — i3) 00, — H(w) 0; - Ho(w);
ive = (211 — w13 — 1l8) (@) + 3ciiaqi (@)
Dive = (Blai'a; — B) (@)’ @ils 506 =0
Pifapes =05 OUF 10,43 =0; (i) k+1i,)).
Aus den Gleichungen (3,4), (2,3), (3,23), (3,24), (3,16) folgen mit Hilfe des Lemmas
3.1 die Beziehungen

(3’25) ‘Ii&{: = qj“{: s q,'BJi. = ‘I,iﬁ{ (i * j) >

Al 1 g I
qrar = q,ap, ‘11[’1 = qub; ,

(3.26) T =Tiv3 = Tites
(3’27) C::+3=0, C:ig—-o, c{+1=0(1*1),
27::+3 — it — 3Civedi '@; = 0.
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In (3,25)—(3,27) sind notwendige Bedingungen dafiir gefunden, das C eine Pro-
jektivabwicklung dritter Ordnung von Ebenenkongruenzen ist. Man kann sich aber
leicht iiberzeugen, dass diese Bedingungen auch hinreichen. Mit Anwendung von
(2,3) folgt also:

Satz 3.2. Die abwickelbare Korrespondenz C : L — L ist genau dann eine Pro-
jektivabwicklung dritter Ordnung, wenn solche Funktionen q; = 0 existieren,
dass fiir die relativen Invarianten von Lund L die Beziehungen (3,25) erfiillt sind und

Ji=firs =0.
Die Kollineation K, welche die Projektivabwicklung dritter Ordnung realisiert, ist
(3.28) KA;=qid;, KAjs = qidiss, KAjs = ciredi + qidiss,
wobei die Koeffizienten c!, s die Bezichungen

3C:+6wi = (2T§+3 - Tiig) q:
erfiillen.

Im weiteren werden wir die Projektivabwicklung zweiter und dritter Ordnung
von Kongruenzen L* und L* untersuchen.

Die abwickelbare Korrespondenz C : L — L bestimmt natiirlicherweise die ab-
wickelbare Korrespondenz C* : L* — L* zwischen Dualisationen der Kongruen-
zen Lund L.

Mit Gebrauch der iiberfiihrenden Schemata (2,6)—(2,8) fiir die Projektivabwick-
lung zweiter Ordnung von Kongruenzen L* und L* gelangen wir zu den Gleichungen

(3,29) aiB; = ajB; (i +J).

. Die vorigen Beziehungen (3,29) liefern die notwendigen und auch hinreichenden
Bedingungen, dass C* : L* — L* eine Projektivabwicklung zweiter Ordnung ist, so
dass wir also folgenden Satz direkt bekommen:

Satz 3.3. Die abwickelbare Korrespondenz C* :L* — L* ist genau dann eine
Projektivabwicklung zweiter Ordnung, wenn solche Funktionen qF + 0 existieren,
dass fiir die relativen Invarianten von L* und L* die Beziehungen (3,29) erfiillt
sind.

Die Kollineation K*, welche die vorige Projektivabwicklung zweiter Ordnung
realisiert, ist wegen (3,20) und (2,6)—(2,8) der Gestalt

(3’30) KEH-G = q;kEHG ,
KEI'+3 = c?‘i;ﬁEi'f'ﬁ + q;l‘Ei+3’

KEi Zc:‘iEj + c:ﬂ+3Ei+3 + q;kEx
j .
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wobei fiir die Koeffizienten gilt:
4wy = €7 = 250,
Aus den Gleichungen (1,27), (3,9*) und (3,29) geht wegen (2,3)
(331) qrdpi — ardpi + aBifniie — i) = npwy,
qr- A — af dBT + @il e — uie) + (afB) — arbl) wp = njo,

hervor.

Fiir die weiteren Rechnungen beniitzen wir

Lemma 3.2. Es seien die Gleichungssysteme 1) qi'; = q} B}, 2) q1'b] = q7b},
3) n} = 0 (i % j) gegeben. Dann ist 3) die Folge von 1), 2) und 2) die Folge von
1), 3).

Der Beweis ist analogisch wie fiir Lemma 3.1 und folgt mit Gebrauch des Schema
(2,6)—(2.8).

Jetzt finden wir die analytischen Bedingungen dafiir, dass die Korrespondenz
C* : L* — L* eine Projektivabwicklung dritter Ordnung wird. Aus den Gleichungen
(3,25) bekommen wir nach (2,6)—(2,8)

(3.32) aiB; = aiB;, 4aié; = ajo (i +J).
arbi’ = q'bl', 4idn = grap.
Mit Riicksicht auf (3,29%) und (3,30*) konnen wir folgenden Satz aussprechen

Satz 3.4. Die abwickelbare Korrespondenz C* : L* — L* ist genau dann eine
Projektivabwicklung dritter Ordnung, wenn solche Funktionen q} + O existieren,
dass fiir die relativen Invarianten von L* und L* die Beziehungen (3,32) erfillt
sind und

fizs=fi=0.

Die Kollineation K*, welche die Projektivabwicklung dritter Ordnung realisiert,
ist wegen (3,28) und (2,6)—(2,8) der Gestalt

(3’33) KEi*6 — q;kEi+6, KEi*3 = q}"E“"s, KEi = c:iki+6Ei+6 + q?E‘,
wobei fiir die Koeffizienten

_ Ait3 % i %
®; = 27;16q; — Ti+3d;

3(:-*i+ 6

gilt.
Wenn wir dariiber hinaus die Bedingungen (3,25), (3,32) und die Gestalt der
zugehorigen Kollineationen (3,28) und (3,33)in Betracht nehmen, so kommen wir zum

folgenden Satz:
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Satz 3.5. Die abwickelbare Korrespondenz C : L — L ist genau dann eine Pro-
Jjektivabwicklung dritter Ordnung, wenn die induzierte abwickelbare Korrespon-
denz C* : L* — L* eine Projektivabwicklung dritter Ordnung ist.

Die Kollineation (3,28), welche die Projektivabwicklung dritter Ordnung realisiert,
ist wegen (2,4) und (3,31) in Hyperebenen-koordinaten folgendermassen ausgedriickt

(3,34) KEi+6 — qi‘ZEi+6’ KEi+3 — qE-IEi+3,
KE' = —q;%ci 6E™° + g 'EF.
Durch Vergleich von (3,33) mit (3,34) sehen wir leicht, dass die beiden Kollineatio-
nen, welche eine Projektivabwicklung dritter Ordnung der Kongruenzen L, L und
ihrer Dualisationen L*, L* realisieren, sind allgemein verschieden.

Die Forderung, des Zusammenfallens beider Kollineationen benétigt, wie aus
(3,3) und (3,34) sehbar, die Giiltigkeit der Beziehungen (3,25), (3,26) und

i i+3
Ti+s + Tive = 0.

Sei eine Kongruenz L gegeben. Untersuchen wir jetzt die Existenz des Paares (C; l:)
samtlicher Projektivabwicklungen C : L — L zweiter Ordnung (fiir alle mogliche E).

Die begleitenden Bezugssysteme der Kongruenzen Lund Lkann man so wihlen,
dass

@l=cal (i%j), ¢=1 und r=1.

Die Abbildung C (samt der Kongruenz I:) ist jetzt durch das folgende geschlossene
Gleichungssystem asugedriickt.

(3,35) =0 (m=12..9i+m),
Hii=0(+j), #i5=0, ui3=0, 7% =0.
ajwp A (T —1) =0,
apo; A (T = 1) + @p A Thys =0,
@ A Tiys + (0 Tles + apTies) A @p =0,
oy A v + wp A {Bholtd - Bottd + (BbL — BBL) @} = 0.

Mit Hilfe des Cartanschen Lemmas gelangen wir zu neuen Hauptformen mit 29
unabhingigen Koeffizienten. Weil die Zahl der unabhédngigen Hauptformen g = 17
ist und die Zahl der unabhingigen quadratischen Gleichungen s, = 12 betrigt,
haben wir s, = 5 und die Cartansche Zahl Q ist gleich 22. Deswegen ist das betrach-
tete System involutiv. Damit kann man folgenden Satz aussprechen:
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Satz 3.6. st L eine gegebene Kongruenz, dann ist die Existenz der Projektiv-
abwicklungen zweiter -Ordnung C : L — L (samt der Kongruenzen L) von fiinf
Funktionen zweier Verdnderlicher abhdngig.

Sei eine Kongruenz L gegeben. Dann untersuchen wir die Existenz der Projektiv-
abwicklungen C : L — L dritter Ordnung fiir geeignete L. Ohne Begrenzung der
Allgemeinheit konnen wir auch hier voraussetzen, dass

(3,36) ol =al, Bi=pl (i+J),
@ =al, b =b), q;=1, r=1, fi=fie3=0.
Aus (2,3) und (3,26) folgt
(3,37) =1 (mu=12,..,9)

und somit gelten die Gleichungen (3,25).
In der Folgerung (3,36) und (3,37) ist das Paar (C; L) durch ein geschlossenes
Gleichurigssystem gegeben:

(3,38) _ =0 (m=1,2,..9; i# m),
J - Jjt+3 __ k+6 __ Jj+3 __ j+6 __ . 2\ .
Tiv3 =0, 733=0, 7i3=0, 7is=0, 1156 =0, (l*]),
g I 1 -0
Wy AN Tipe — GOy A Tip3 =V,
I I 1 -0
Dy A Tipe — %O ATe3 =0,
1 1 1+3
@ A Tppe — Brovy Atys =0,
I r I'+3
wp ATiee —Broy ATig=0.
Mit Hilfe des Lemmas von Cartan driicken wir die Formen
i i+3  _j L, s
Ti+3> Tides Tivs (i FJ)

als lineare Kombination zweier unabhidngigen Hauptformen w,,®, mittels 24
Koeffizienten aus. Dann setzen wir sie in (3,38) ein, und bekommen 12 Abhdingig-
keiten. Deshalb sind soeben 12 Koefizienten unabhingig d.h. N = 12. Weil die
Zahl der unabhingigen Formen g = 12 ist und die Zahl der unabhingigen quadra-
tischen Gleichungen (3,38) s, = 12 betrigt, ist die Cartansche Zahl Q gleich 12.
Also ist das System involutiv und es gilt

~ Satz 3.7. Ist L eine Kongruenz, dann ist die Existenz der Projektivabwicklungen
dritter Ordnung C : L » L(samt der Kongruenz L) von 12 willkiirlichen Funktio-

nen einer unabhdngiger Verdnderlicher abhdngig.
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