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Czechoslovak Mathematical Journal, 26 (101) 1976, Praha

UBER APPROXIMATIVE DERIVIERTE ZAHLEN
MONOTONER FUNKTIONEN

LapisLAV MiSik, Bratislava

(Eingegangen am 2. Januar 1975)

A. KHINTCHINE hat bewiesen [2], dafl eine monotone Funktion, die in einem
Punkt die approximative Ableitung besitzt, besitzt in diesem Punkt auch die Ablei-
tung und beide sind gleich. Wir werden hier zeigen, daBl man in diesem Falle die
approximative Ableitung durch die Menge aller approximativer derivierten Zahlen
und die Ableitung durch die Menge aller derivierten Zahlen ersetzen kann und der
so verédnderte Satz gilt ebenfalls.

Uber die Funktion f werden wir im ganzem Artikel voraussetzen, daB sie eine
reelle auf dem Intervall (—oo, oo) definierte Funktion ist. Es sei {(—o00, 00} die
Menge (— 0, ) U {— 0, oo} mit der iiblichen Topologie.

Es sei a € (—o0, o). Dann heifit o eine derivierte Zahl von links im x der
Funktion f dann und nur dann, wenn x ein Haufungspunkt von links der Menge
{u:(f(x) = f(u))/(x — u) eI} fiir jedes offene, « enthaltende Intervall I im { — co, o)
ist'). Die Zahl o heiBt eine approximative derivierte Zahl von links im x der Funk-
tion /, wenn die obere duBere Dichte der Menge {u : u < x, (f(x) — f(u))/(x — u)e
el} im x positiv fiir jedes offene, « enthaltende Intervall I im {(— o0, 00) ist. Jede
approximative derivierte Zahl von links im x der Funktion f ist auch eine derivierte
Zahl von links im x der Funktion f. Ahnlich sind die derivierten Zahlen von rechts,
die approximativen derivierten Zahlen von rechts, die derivierten Zahlen und die
approximativen derivierten Zahlen im x der Funktion f definiert.

Lemma 1. Es sei f eine nichtfallende Funktion, es sei y < u < x und

J&) =10) ¢y < p < IO = S)

x—y X —u

Dann existiert so ein & e (y,u), daf (f(x) — f(&)(x — &) e(a, B) ist.

Beweis. Wir werden voraussetzen, dal das Lemma nicht gilt. Dann
existiert ein solches y und u, daB y < u < x,(f(x) = f(V))(x —y) Sa<p <

1y Wenn o = =, bzw. o = —, dann bedeutet / éin Intervall (K, %, bzw. {(—x, K),
wobei K € (— o, ) ist.
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S (f(x) = f)/(x — u) und (f(x) — f(z)/(x — z) ¢ («, B) fiir jedes ze(y,u) ist.
Setzen wir t = sup {ve (y, u) : f(x) — f(v)/(x — v) £ «}. Es ist offensichtlich, daB
te{y,u) ist. Dann existiert fiir n = 1,2, 3, ... ein solches v,, daB v,e <y, u),
v, £t, limo, =1 und (f(x) — f(v,))/(x — v,) £ & ist. Daraus bekommen Wwir,

n— oo

daB f(x) — f(t) < f(x) — f(vn) S «o(x — v,) fir n=1,2,3,... ist. Es gilt also
(f(x) = f(1))/(x = 1) £ a. Daraus bekommt man, daB ¢ = u ist. Aus der Definition
von t folgt, daB (f(x) — f(2))/(x — z) = B fiir jedes z € (1, u) gilt. Daraus bekommen
wir, daB B(x — z) < f(x) — f(z) < f(x) — f(¢) fiir jedes z e (¢, u) gilt. Es gilt also:
B = (f(x) — f(t))/(x — ). Das ist ein Widerspruch mit (f(x) — f(1))/(x — 1) £

Sa<p.

Satz 1. Es sei f eine nichtfallende Funktion und a eine derivierte Zahl von links
im x der Funktion f. Dann ist a auch eine approximative derivierte Zahl von links
im x der Funktion f.

Beweis. Wir definieren I und J folgendermaBen: I = <0, e), J =<0, %s), wenn
a =0 ist. Dabei gilt ¢ > 0. I = (¢« — ¢, a +¢), J = (¢ — & o« + 4¢), wenn 0 <
< a < o0, wobei 0 <& <o ist. I = (K, ), J =(2K, c0), wenn o = oo, wobei
K > 0 ist.

Es sei B = {u:u < x, (f(x) — f(u))/(x — u)e J}. Dann ist xe B (B bedeutet
die abgeschlossene Hiille von B). Wir werden zeigen, daB die duBere Dichte der
Menge 4 = {u :u < x, (f(x) — f(u))/(x — u) eI} im x von links positiv ist. Damit
wird der Satz bewiesen.

Es sei

d=min(1, e,k )>o

2 20+ 2 2a—¢

und h > 0. Dann existiert ein solches 1 € (x — h, x), daB (f(x) — f(1))/(x — 1) e J ist.
a) Es sei « = 0. Dann gilt 0 < (f(x) — f(1))/(x — t) < 4&. Daraus folgt, daB

fir uedt,x — (f(x) — f(+))/e) die Ungleichung 0 < (f(x) — f(u))/(x — u) < e

gilt. Also ist <t, x — (f(x) — f())/e) = A. Daraus bekommt man, daB

(,, .- L(x);f@) _ I = 1)

—t

|Am(t,x)|> € _ €
|(t,x)| = x —t X —t
=1_£&M>1_1f=12d

e x—t €2 2

gilt.

b) Es sei 0 < a < 0. Dann gilt: « — 4&¢ < (f(x) — f(1))/(x — 1) < @ + }e. Es
konnen zwei Fille entstehen: entweder b,) <t,x — (f(x) — f(1))/(x + &)) = 4
oder b,) (t,x — (f(x) — f(t)(x + &) — A * 0.
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b,) In diesem Falle gilt folgendes:

|40 () K”‘ (x3+8(t)>' x— 1= 1D =10

o+ e
|(tx)| = x —t x —t
IR f(x) = f(l) _a+%a= £ sy,
o+ & x —t o+ € 200 + 2¢

b,) Weil <t,x — (f(x) — f(1))/(x + &) — A % 0 ist, existiert ein solches ye
e(t,x — (f(x) = f()/(x + ¢)), fiir welches y ¢ A, d. h. (f(x) — f(¥)/(x — y) &I
ist. Da 1t <y<x—(f(x)—f(t)))(x +¢) gilt, bekommen wir: f(x) — f(y) £
< f(x) — f(t) < (« + &) (x — y) und weiter (f(x) — f(»))/(x — y) < « + & Darum
muB (f(x) — f(»))/(x — y) £ « — ¢ gelten.

Da x e B gilt, bekommen wir, daB die Menge {u:y < u < x, (f(x) — f(u)) :
:(x — u) e J} nicht leer ist. Es sei z = inf {u : y < u < x, (f(x) — f(u))/(x — u) €
€ J}. Dann existiert eine Folge {u,},-, fiir welche z < u,, u,e Bfirn=1,2,3, ...
und lim u,, = z ist. Daraus bekommen wir: f(x) — f(z) 2 f(x) — f(u,) > (« — %¢).
(x —u,) fir n = 1,2,3,... und weiter (f(x) — f(2))/(x — z) 2 & — e

Fiir jedes ue(x —(f(x — f(2))/(x — &), z) gilt also: (x — &) (x — u) < f(x) —
—f(2) = f(x) = f(u) und (f(x) = fW)/(x —u) > o — .

Jetzt beweisen wir, daB (f(x) — f(u))/(x — u) £ a —3efiir jedes w e (x — (f(x) —
— f(2))/(« — €), z> gilt. Wenn namlich ein solches u € (x — (f(x) — f(2))/(x — &), z)
existiert, fiir welches a — & < (f(x) — f(u))/(x — u) gilt, dann muB eine solche
Zahl B existieren, fiir welche « — ¢ < B < (f(x) — f(u))/(x — u) und B < a +
+ 3¢ gilt. Daraus folgt: y <u <x und (f(x) = f(y))(x —y)<a—e<a-—
— e < B < (f(x) — f(u))/(x — u). Nach dem Lemma 1 existiert ein solches
Ee(y,u), daB (f(x) — f(&)(x — &) e(a — &, B) = Jist. Nachdem y < & < zist,
wiederspricht dieses der Eigenschaft des Infimums, welches die Zahl z bestimmt.

Aus der Ungleichung « — & < (f(x) — f(u))/(x — u) < & — }e, welche fiir jedes
ue(x — (f(x) — f(z))/(x — €), z> gilt und aus der Ungleichung o — e <

< (f(x) = f(2))/(x — z) bekommen wir: (x — (f(x) — f(2))/(x — &), z) = A und
f(x) — f(z) = (« — ¥¢) (x — z). Daraus folgt:

‘An(x——&{l%(z),x) +L(£)_:Lz)
(x _ ._f_(w_:f_(z),x) O CI
—1-(a —)Rf)_7()=1—:—:f;=2as_8gd.
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¢) Es sei « = co. Dann gilt (f(x) — f(1))/(x — t) > 2K. Dann konnen folgende
zwei Fille entstehen: entweder ¢,) (1, x) = 4 oder ¢,) (t, x) — 4 * 0.

¢,) In diesem Falle gilt: |4 n (1, x)|/|(t, x)| = 1 = d.

¢,) In diesem Falle existiert ein solches y € (¢, x), daB y ¢ 4, d. h. (f(x) — f(»)) :
:(x — y) £ K ist. Weil x € B ist, existiert ein solches z € (y, x), fiir welches z € B,
d. h. (f(x) = f(z))/(x — z) > 2K ist. Daraus bekommen wir, daB (f(x) — f(z)) :
:(x —z) > 2K > K und x — (f(x) — f(2))/K < z gilt. Dann gilt fiir jedes ue
e(x — (f(x) = f(2))/K, z) : K(x — u) < f(x) = f(z) £ f(x) — f(u) und weiter
K < (/0 - F@)(x - w.

Damit haben wir bewiesen, daB y < x — (f(x) — f(z))/K und (x — (f(x) — f(2)) :
1K, z) < A ist. Daraus folgt die Ungleichung:

iAn<x—f——(—x~):—£@,x> s x4 1) -TE)

K

(- 10, ) i) -16)

RPN S
J(x) = 1) 2

X — Z

Es wurde also bewiesen, daB fiir jedes h > 0 ein solches te(x — I, x) existiert,
fiir welches |4 (1, x)|/|(t, x)| = d gilt. Demzufolge ist die obere duBere Dichte
der Menge 4 im x von links mindestens gleich d, also positiv.

Aus dem Satz 1. bekommen wir: »

Satz 2. Es sei f eine monotone Funktion. Dann ist die Menge aller approximativen

derivierten Zahlen von links im x der Funktion f (die Menge aller approximativen

" derivierten Zahlen von rechts im x der Funktion f, bzw. die Menge aller approxi-

mativen derivierten Zahlen im x der Funktion f) der Menge aller derivierten

Zahlen von links im x der Funktion f (der Menge aller derivierten Zahlen von

rechts im x der Funktion f, bzw. der Menge aller derivierten Zahlen im x der
Funktion f) gleich.

In der Arbeit ([4], Corollary 1.) bewies L. ZaJi¢Ek folgendes:

Die Menge aller Zahlen x, fiir die D, f(x) n D,, f(x) = 0 gilt, ist hochstens ab-
zdhlbar fiir jede reelle Funktion f, die die Lipschitzeigenschaft besitzt. Dabei bedeutet
D, f(x), bzw. D, f(x) die Menge aller approximativen derivierten Zahlen von
rechts, bzw. von links im x der Funktion f.

In der Arbeit [3] ist das Resultat von L. Zaji¢ek mit Hilfe eines Satzes von V.
JARNIK [1] bewiesen. Aus unserem Satz 2. und aus dem Resultat von V. Jarnik [1]
folgt, daB die Behauptung von L. Zaji¢ek auch fiir monotone Funktionen gilt, d. h.
es gilt:
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Satz 3. Die Menge aller Zahlen x, fiir die D, f(x) n D, f(x) = 0 gilt, ist fiir
jede reelle monotone Funktion f hochstens abzdhlbar.

Wir bemerken, dal unserer Satz 3. nicht vom Satz 2. von L. Zajidek ([4]) abge-
leitet werden kann.
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