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UBER VERALLGEMEINERUNGEN DES VIRIALSATZES
UND EXISTENZFRAGEN VON EIGENWERTEN
BEI SCHRODINGEROPERATOREN

E. MULLER-PFEIFFER, Erfurt

(Eingegangen am 9. Dezember 1974)

Unter gewissen Voraussetzungen iiber das (reelle) Potential g(x) gilt fiir eine
Eigenfunktion u(x) des Schrodingeroperators

H=—-A+g¢q(x), x=(x,...x,)eR", nx=2,

der Virialsatz
(1) 2—du,u) = (rqu,u), r= [vc| ,

wobei (-, +) das Skalarprodukt des Hilbertraumes L,(R") ist und g, die radiale
Ableitung von g bezeichnet. Einen Beweis dieses Satzes hat WEIDMANN [ 8] erbracht.
Einen Virialsatz fiir allgemeinere Schrédingeroperatoren hat ALBEVERIO [1] bewie-
sen, und kiirzlich hat KALF [3] den Satz (1) auf Potentiale ausgedehnt, die im
Nullpunkt wie 1/r? singulir sein kdnnen. Mit Hilfe solcher Virialsiitze kann man die
Nichtexistenz von Eigenwerten auf Intervallen nachweisen, die im wesentlichen
Spektrum der Schrodingeroperatoren liegen. Im folgenden wird der Satz (1) dahin-
gehend verallgemeinert, daB die Radialstreckung des R”, die im Beweis von (1)
grundlegend ist, durch allgemeinere Abbildungen des Raumes R" auf sich ersetzt
wird. Was die Nichtexistenz der Eigenwerte betrifft, so wird der Virialsatz (Salz 1)
selbst nicht bendtigt, so daB bei diesem Problem die Voraussetzung (II) iiber g(x)
wegfallen kann.
Wir setzen iiber die (reelle) Funktion g(x) u. a. folgendes voraus:

(I) 1.) g(x)ist im Raum R" lokal integrierbar und in R, = R"~ {0} stetig differen-

zierbar, g € C'(R",). Im Falle n = 2 sei dariiberhinaus g(x) in einer Um-
gebung des Nullpunktes holderstetig.
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2.) Fiir den Negativteil ¢~ (x) ~ min (q(x), 0) gilt

supf la~(»)
xeRn Jx—y| <%

supf |q'(_v)
xeR2 Jx—y]=s1

Diese Voraussetzungen werden im folgenden noch erginzt. Wenn die Voraussetzun-
gen (1) erfiillt sind, ist die (symmetrische) Form

"dy =o(l), x>0, n=3,

bzw.

*dy < oo firein a>1.

(2) Holu, v] = Z Uy, Oy, dx + qu" dx'), D[H,] = C§(R").

i=1

halbbeschrinkt nach unten [5]. Zudem erweist sich die Form (2) als abschlieBbar.
Das letztere folgt daraus, dal zunichst die Form

(3) Aglu,v] =Y |u,b,,dx + fq*uf dx, D[H,] = C{(R"),

=1
nach [4,Th.133,S.320] abschieBbar ist*) und daB dann die Addition der abschlieBba-
ren Form

jq*u[‘ dx, u,veCgR"), q* = q7(x) = max (q(x),0),

(vergl. [4, Beisp. 1.15, S. 315]) zu (3) die abschlieBbare Form (2) ergibt. Durch
AbschlieBung von (2) entstehe die Form

(4) Hlu,v] = Y |u,i,, dx + jqufr dx, wu,ve D[H],

j=1
wobei D[H] = Wj(R") gilt. Der durch die Form (4) definierte Operator, der selb-
stadjungiert und halbbeschrinkt nach unten ist, soll ebenfalls mit H bezeichnet
werden. Ist D(H) sein Definitionsbereich, so gilt

H[u,v] = (Hu,v), ueD(H), veD[H],

und H kann durch
Hu = —Au + qu

dargestellt werden, wobei die Differentiation —A4 im Sinne der Theorie der Distri-

') Wenn bei Integrationen kein Integrationsgebiet angegeben ist, ist iiber den Raum R" zu
integrieren.

2) Der Definitionsbereich der abgeschlossenen Form ist dann der Sobolevsche Raum WZI(R")
(vergl. [5)).
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butionen zu verstehen ist. Ist 2 ein Eigenwert von H und u(x) eine zugehdrige Eigen-
funktion, so gilt

(5) —Au + qu = Ju,

und u(x) erweist sich wegen (1) in R als zweimal stetig differenzierbar, und somit
ist (5) eine Differentialgleichung im klassischen Sinne. In den Fillen, wo zusitzlich
g(x) in einer Umgebung des Nullpunktes holderstetig vorausgesetzt wird, ist dann
u(x) e C*(R").
Um den Satz 1 formulieren zu konnen, treffen wir noch folgende Vorbereitungen.
S =5(t) = (Sik)ik=1,

sei eine Diagonalmatrix, deren Elemente s;; in folgender Weise von einem reelen
Parameter © abhingen sollen: In

sp=l+o7, j=1,...n, 0St<1,, |og| <1,
sind die g reell. Es gilt also det S > 0,0 < 7 < 70, und
S(0) = E,
wenn E die Einheitsmatrix bezeichnet.
D =D(t) =(dp)jx=1..m» djx =dp(t). detD = +1,

sei eine orthogonale Matrix, deren Elemente d, stetig differenzierbare Funktionen
des Parameters 7 sind, und es gelte

D(0) =E.
Fiir die Matrix
A = A(r) = DS
gilt dann ebenfalls
A(0) = E.
Mit
A:iA
dT =0

wird aus Vg = grad ¢, A und x = (xy, ..., x,) das Matrizenprodukt Vgq - Ax gebildet,
welches eine skalare Funktion von x ist. Neben der Transformation A verwenden
wir noch eine Translation, die durch den Vektor ta = (ta,, ..., 7a,) beschrieben
werden soll. Uber die Funktion Vq - (Ax + a) wird nun folgendes vorausgesetzt:

(11) Es gibt Konstanten ¢, ¢,, c3, so daB fiir alle x € R, die Abschitzung

2,
3

qu-(A'x+a)]§%+c3+ch+, c1{=0. "
r >0, n

v

]

gilt.
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Im Falle a # 0 sei g(x) auch fiir n = 3 in einer Umgebung des Nullpunktes

holderstetig.
Ist speziell A = Smits;; =1 + 1, j=1,...,n und a = 0, so ist A = E, und es

tritt die Vereinfachung
Vq - Ax = rq,

ein. Die Bedingung (II) 1aBt dann z. B. auch Potentiale zu, die sich fiir groBe r wie

eine Potenz »” verhalten.
Wir beweisen nun folgenden

Satz 1. Sind A und a die oben betrachteten Transformationen und sind die Voraus-
setzungen (1) und (I1) iiber q(x) erfiillt, so gilt beziiglich einer beliebigen Eigen-
SJunktion u von H die Beziehung

(6) 2_[‘0"‘“)3.- dx = J’[Vq (Ax + a)] u? dx )
Spezialfille: 1) A ist eine orthogonale Matrix (A = D):
(7) '[[Vq “(Dx + a)Jurdx =0.
2) A ist eine Diagonalmatrix (A = S) und a = 0:
(8) ZJva,-uﬁi dx = J‘a,-x,-qxluZ dx .
3) A=DS mite; =1,i=1,....,n, und a = 0:
) J'[Vq (E + D)x]u’dx = quxiuxi dx = Zf(). — q)u’dx.

Beweis. / sei ein Eigenwert von H und u(x) eine zugehorige Eigenfunktion, die als
reell angenommen werden kann. Folgende Hilfsfunktionen werden im Beweis

verwendet.
=0, 0<o<1}, =1, 0=ze¢=2,
o)d=1. o=1. ¢x(0)9=0, 3 =0,
€ C”[0, ), ¢i(e) 20, eC7[0, ), @)(1)=0.

In den Fillen n = 2 und a # 0 setzen wir ¢,(¢) = 1. Die Funktion

o(x) = o, (J;\‘J) ?5 <1sz1) 0<R, <R,,

R, 2

gehort zu Cg(R") fiir beliebige positive R, R,.

3) Uber Indizes, die in einem Ausdruck mehrfach auftreten, ist von jetzt ab von 1 bis n zu

summieren.
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Aus
H[u(x), u(Ax + ta) o(x)] = (H u(x), u(Ax + ta) ¢(x)) = A(u(x), u(Ax + ta) ¢(x))
folgt
(10) p Ju(x) u(Ax + ta) @(x)dx = '[ux,(x) u (Ax + 7a) o(x) dx +

+ Juxi(x) u(Ax + 1a) ¢ (x) dx + fq(x) u(x) u(Ax + 1a) ¢(x) dx .*)
Entsprechend folgt aus
Hlu(x), u(A™'(x — 1a)) (47 (x — 1a))] =
= Mu(x), u(A™(x = 1a)) p(A™'(x — 1a))),

wenn die Beziehungen

A" (x —ta) = ¢, dx =]]s;;d

é b
J=1
u, (x) = ug,(AE + ta) i—g', u, (A7 (x = 1a)) = ug (&) ,:lg_'f
0X; 0X;

verwendet werden,

] j W(A + a) u(é) o() d = j((A + ta) f) (u;k@) ) o(8)de +

J

. j (vatte <) ;) (%(é) (,)i) u(e) dz + j QA + ca) u(AE + va)u(®) (&) de

J J
Mit
0¢; 0

0x; 0x;

= (A7) )u = (57%)u ")
erhilt man, nachdem noch ¢ durch x ersetzt worden ist,
(11) J J-u(x) u(Ax + ta) o(x) dx = Js;z (%) uy (Ax + 1a) o(x) dx —

- J‘si_,.z u(Ax + 7a) (¢.,(x) u(x)),, dx + fq(Ax + 1a) u(x) u(Ax + 1a) p(x) dx .

Wird nun die Gleichung (10) von der Gleichung (11) subtrahiert, die entstehende

4 u, (Ax + za) bedeutet [u(Ax -+ ta)], .
1

Sy (A7 1y ist die transponierte Matrix von 4~ .
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Gleichung mit t~' multipliziert und der Grenziibergang t — 0 unter Beachtung
von u e CZ(R';) ausgefiihrt, so erhilt man, indem man vor dem Grenziibergang noch

(5 08) (0) w, 5  [u5) 00 0) ),

eingefiigt hat,
(2 0= [[Va (e + ] w(s) o) x = 2 [ (9 o) 5 -
[ (o + o) o 05 +
2 o, 4(5) (00 () ), 0 = i) [9- (s + )] 0

Im folgenden werden die Grenziibergiinge R, — 0 und R, — oo ausgefiihrt. Aus der
Voraussetzung (I1) folgt die Abschitzung

Jqu (Ax + a)‘ up dx £ ¢, ju: @dx + ¢, juz(p dx + ¢, J-q“LuZ(p dx .
r?

Mit Hilfe der Hardyschen Ungleichung
2
E‘; dx £ — 4 uguy dx, ue Wi(R"), nz3,
r (n—2)

folgt im Falle n = 3 die Konvergenz von
J% dx .
r

j‘q*u2 dx und Jquz dx ©)

folgt die Konvergenz des Integrals
J.rfuz dx .

J[Vq (Ax + a)] up dx

Aus der Konvergenz von

Es konvergiert also

) Es gilt die Abschitzung (vergl. [5])

jq “u? dx

< e Vau|? -+ Cllul?, e>0.
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fir R, - 0, R, —» oo gegen
J'[Vq (Ax + a)] u? dx.

Die Integrale in (12), in denen die Funktion ¢,(x) im Integranden erscheint, kon-
vergieren fiir R, — 0, R, — oo gegen Null. Wir priifen diesen Sachverhalt im Falle
n = 3 und a = 0 fiir den Summanden

J.[Vu (Ax + a)] (peu)y, dx

nach’). Es gilt, wenn man

X0 Rec g <k, Orm-n2e B <r,,
rRy 2 Ry rR, 2
O, = Xip; Prix, =3 02 ®)
! ——=, R, £ |x| £ 2R,, —~ 4+ (n—1)-—=, R, Z|x| £2R,,
R, Al : R2 ( )I‘RZ 2 = :
0, sonst, 0, sonst,

die Holdersche Ungleichung und die Eigenschaft u e WZ'(R") beriicksichtigt,

| [ |
< fJ‘(Vu CAX) @y dx| + j(Vu - Ax) ¢ u,, dx £

Jevu ) o
<c (j |Vul L] g +J |Vul 4] gy 4
NELE F R2<|x] £2R, r

+ j ’Vu|z dx + J |Vu|2 dx) <
|x| £R; R2<|x|£2R>

< CVuliqzny [r ul + V|

etz |77 e+ [Va ]G <y +

+ ||Vu|

Qeizrn) = 0(1), Ry >0, R, > .

Die anderen Integrale in (12) werden analog abgeschitzt. Insgesamt ergibt der Grenz-
iibergang R; — 0, R, — oo in allen Fallen

ZIJiuii dx = J.[Vq (Ax + a)] u? dx.

Der Satz ist bewiesen.

7y Ein Fall n = 2 oder a = 0 ist einfacher zu behandeln, weil wegen ¢, = 1 nur fiir groBe | x|
abgeschdtzt zu werden braucht.
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Mit Hilfe der Gleichung (12) konnen leicht Potentiale beschrieben werden, fiir die
der Schrodingeroperator H keine Eigenwerte besitzt. Es gilt diesbeziiglich folgender

Satz 2. g(x) erfiille die Voraussetzung (1) und sei im Falle a + 0 im Nullpunkt
hélderstetig.

1) Essei6; 2 0,i = 1,...,n, aber mindestens ein o; positiv. Wenn

‘ Vq-(Ax +a) £0, xeR%},
gilt, besitzt H keinen Eigenwert.

’

2) Von den nicht negativen Zahlen o i =1, ..., n, seien die Zahlen o,, ..., 0,
3 < m £ n, positiv. H besitzt keinen Eigenwert, wenn

, (m - 2)2 .
Vg-(Ax +a)=20, ——~———>—-—, o, =min(0,,...,0, ),
g ) ) JEG+ o+ xi) ! ( )

gilt.

3) Es sei 0; =0, i =1,...,n, und a # 0, H besitzt keinen Eigenwert, wenn die
Bedingungen

Vg-(Dx +a) <0, xeR}, Vg-(Dx+a)%0,
erfillt sind.

4) Es sei 0in = min o; > 0 und a = 0, und es gelte fiir x € R",

1<i<n

1 .
—— Vg -Ax + q £ 4.

2o.min

Dann besitzt H keinen Eigenwert 4, der grofer als 4 ist.®)

Beweis. 1) Im Beweis des Satzes 1 wurde gezeigt, daB aus der Gleichung (12) die
Beziehung

(13) 2ja,~ufi dx =J[Vq-(A'x + a)] ¢ dx + o(1), R, >0, R, o,

folgt; die Voraussetzung (11) wird dabei nicht bendtigt. o, sei positiv. Ist u,, nicht
identisch Null, so enthilt (13) wegen

J[Vq-(/ix + a)]u*pdx £ 0 firalle R,,R, >0

einen Widerspruch. Aus u,, = 0 folgt aber u = 0, da u € L,(R") ist.

8) Werden o; = 1,i=1, ..., n,und 4 = § gesetzt, so ist A= Eund Vg- Ax = rq,, und man
erhilt ein bekanntes Resultat (vergl. [8], [3]).
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2) Es gilt die Abschitzung

(i 2 dx + o1 5 (a2 (m = 2)° fu? o
(14) J[Vq (Ax + a)] uP@ dx + o(l1) = 20, v; Juxitl dx = g, ) 2 dx,
s = (x} + ...+ xp )2,

und damit auch

_ a2
(15) J[Vq (Ax + a) — o, (“’HE-'{Q{I uw’odx =2 o(l), R, -0, R,— w.

s
Existiert ein Punkt X # 0, wo

. —2)?
(16) Vq-(Ax + a) <o, (i 242 )

s

gilt, so gibt es wegen der Stetigkeit der betrachteten Funktionen eine Umgebung
K3 ={y|ly =% £n n>0}

von X, wo die Ungleichung (16) ebenfalls gilt. Aus (15) folgt dann, dal die Funktion
u(x) in K,(X) identisch verschwindet. Nach einem Satz iiber die Eindeutigkeit der
Fortsetzung von Losungen elliptischer Differentialgleichungen (vergl. [2, S. 224])
muB u(x) in ganz R", identisch verschwinden.

Es liege jetzt der Fall

Vq-(Ax + a) =0, (?—l—»:;?—): , XeR",

vor. Dann folgt aus (14)

m _ 2 2
> ll_fi dx = (21-4_2)‘ J".A; dx .
v=1 v

52

In

4 52

m 2 2

m =2 u
Z J‘ui dx™ > (« . »_—_)_ f_ dx(m , dx™ = d'\‘i, dxi,,, i
v=1 v

wo iiber einen m-dimensionalen Teilraum R™ von R" integriert wird und die x; mit
j#i,v=1,..,m, als Parameter auftreten, muBl daher fiir fast alle y e R"™™,
R™ @ R"™™ = R", das Gleichheitszeichen stehen. Das bedeutet aber u(x) = 0,
da in der Hardyschen Ungleichung nur fiir die Nullfunktion das Gleichheitszeichen
stehen kann.

3) In der Umgebung K,(X) von X sei Vq-(Dx + a) < 0. Dann folgt aus (13),
daB u in K,(X) identisch verschwindet. Nach dem erwihnten Fortsetzungssatz ist
u(x) = 0in R".
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4) Die Behauptung folgt aus der Abschitzung
26 min J‘(/ — q)udx = 20, '[u“uxl, dx £2 faiuii dx = J.(Vq - Ax) utg dx + o(1),

die sich aus (13) ergibt.

Bemerkung. Im Falle Vg -(Dx + a) = 0 kann nicht immer auf die Nicht-
existenz von Eigenwerten geschlossen werden. Ist z. B. n = 3 und

cost —sint 0
D={sint cost 0], a=(1,0,0),
0 0 1

so zeigen die (ortsgebundenen) Vektoren Dx + a in Richtung der Tangenten der
zur x,, x,-Ebene parallelen Kreise, deren Mittelpunkte auf der Geraden (0, 1, x;),
—w < x3 < +o00, liegen. Fiir rotationssymmetrische Potentiale ¢ mit der Sym-
metrieachse (0, I, x;) ist dann Vg-(Dx + a) = 0. Man kann nun leicht Potentiale
angeben, so da3 Eigenwerte auftreten.

Beispiele. 1) Um den Satz 2 zu veranschaulichen, wihlen wirn = 3. Esseia = 0
und D die Drehung mit der x;-Achse als Drehachse,

cost —sint 0

D ={sint cost O]},
0 0 1
und S sei die Diagonalmatrix mit den Elementen s;; = ¢°", ¢ > 0, i = 1, 2, 3, in der
Hauptdiagonalen. Dann ist
o —10
A=D+cE=|1 00|, Ax =o0x + (—x,.x,,0),
0 Ogo

und Vg - Ax/|Ax| ist die Ableitung von g in Richtung derjenigen Raumkurven
(rdumliche Spiralen), die bei der Drehstreckung A in sich iibergehen®). Ist g(x) auf
diesen rdumlichen Spiralen fallend (in Richtung wachsenden Abstandes vom Null-
punkt), so existiert nach Satz 2 kein Eigenwert fiir H.

o = 0: Ist A die reine Drehung D, so sind die Bahnkurven der Abbildung A Kreise,
deren Mittelpunkte auf der x;-Achse liegen. Wenn im Sinne des Satzes 2

Vg-bDx = J(x{ +x3)q, <0, xeR’,

°) Die Darstellung s;; = 1 + ot fiihrt zum gleichen Ergebnis; 4 bildet aber dann nur fiir
7 —~0 die rdumlichen Spiralen auf sich ab.
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vorausgesetzt ist, wobei g, die Ableitung von ¢ in Richtung der Bahnkreise ist, muf}
jetzt g, = 0 gelten. Auf die Nichtexistenz von Eigenwerten kann nicht mehr geschlos-
sen werden, wie konkrete Beispiele zeigen. Die Beziehung (7) heiBit im vorliegenden
Fall
J\/(xf + x3)qu? dx = 0.

2)a=0und4 =Smite; =0>0,j=1,...,munde; =0,j =m + 1,..,n.
Jetzt gilt
Vg - Sx = 004, ,

wenn ¢ = /(x{ + ... + x,) gesetzt ist und g, die Ableitung in Richtung des Ein-
heitsvektors ¢~ '(xy, ..., X,,, 0, ..., 0) bezeichnet. Ist g, < 0, x€ R, so existieren
nach Satz 2 keine Eigenwerte fiir H. Im speziellen Fall m = 1, g, = 0 handelt es
sich um translationsinvariante Potentiale. (Vergl. [6] fiir m = n.)

3) Essein =3,a = (0,0, a;) + 0 und

cost —sint 0
D={sint cost0
0 0 1
Die Vektoren
Dx + a = (—x,, x, as)

zeigen in Richtung von Schraubenlinien mit der x;-Achse als Symmetrieachse.
Wenn das Potential auf jeder dieser Schraubenlinien konstant ist, gilt offenbar
Vq - (Dx + a) = 0. Es besteht die Vermutung, daB H mit einem solchen schrau-
bungsinvarianten Potential keinen Eigenwert besitzt.

Zum Schlul} soll noch ein Fall angegeben werden, in dem das Spektrum von H
genauer beschrieben wird. Wir beweisen folgenden

Satz 3. Das Potential erfiille folgende Bedingungen:

1) g(x), x € R", ist nach unten beschrénkt.
2) q(x) ist in R lokal hélderstetig.
3) Es existiert in R" eine Richtung h € R", h| = 1, so daf die Richtungsableitung
g(x) in R" existiert und stetig ist; im folgenden sei h = (1,0, ..., 0).
4) Es gilt q, < 0 fiir alle x e R".
5) Die Konvergenz von ¢(x) gegen
lim g(x + th) = 4(x)

T-*

sei gleichmdBig in dem Sinne, daB fiir jedes ¢ > 0 ein X,(¢) existiert, so daf§
la(x) = a(x)| < & gilt fiir alle x = (x,, ..., x,) mit x, > X,(e).

Unter diesen Voraussetzungen existiert eine Zahl A > — o0, so daf} das Spektrum
von H mit der Halbgeraden [A, o0) zusammenfillt, wo es rein stetig ist.
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Beweis. 1) Wir zeigen zunéchst, daB H keinen Eigenwert besitzt. (I,) ist erfiillt,
da g nach unten beschrinkt ist. Die Voraussetzung 2) sichert, daB eine Eigenfunktion
u(x) zu C*(R") gehort. Anhand der Betrachtungen, die zur Gleichung (12) fiihrten,
iiberlegt man sich leicht, daB die Voraussetzung (I,) durch die schwichere Voraus-
setzung 3) des Satzes 3 ersetzt werden kann; die Gleichung (12) bleibt giiltig. Aus
dem Satz 2 folgt dann, dal3 H keinen Eigenwert bestizt: In der Behauptung 3) setze
man D = E und a =(1,0,...,0). Im Falle g,, = 0 wurde im Beispiel 2) darauf
hingewiesen, dall H keinen Eigenwert besitzt.

2) Das Potential des Operators

A= -A+4(x)
besitzt die Eigenschaft

4g(x) = 4(x + th), xeR", —w <1< 40,

so daB das Spektrum von H mit einer Halbgeraden [4, o) zusammenféllt (vergl.
[7]). A ist auf C§(R") wesentlich selbstadjungiert, so daB man fiir jeden Punkt
A€[A, ) eine Weylsche Folge {v,},-, .., (v, v,) = 9,,,, mit finiten Funktionen
v,(x) bilden kann. Wegen der Translationsinvarianz von §(x) in Richtung x; kénnen
die Triger der v,(x) so gelegt werden, daB sie sich mit wachsendem v aus dem Endli-
chen entfernen. Aus der Abschitzung

+ (g = a)u,

in der die beiden Summanden auf der rechten Seite mit wachsendem v gegen Null
streben, folgt, daB {v,},-, ,. . auch Weylsche Folge fiir 2 bzgl. H ist. [A, o0) liegt
also im Spektrum von H, und da fiir jedes x € R" die Ungleichung g(x) = 4(x) gilt,
fallt das Spektrum von H mit der Halbgeraden [A, o0) zusammen.

”va — v,

< |Av, — i,
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