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Czechoslovak Mathematical Journal, 26 (101) 1976, Praha 

О РАСПОЛОЖЕНИИ КОМПАКТОВ 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

С. А. БОГАТЫЙ, Ю. М. СМИРНОВ, Москва 

(Поступило в редакцию 12/XII 1973 г.) 

1. В работе [4] К. Боре у к ввел понятие расположения множества А в X 
(позиции множества А в X — Pos (X, А)) и доказал, что плоские континуумы 
одинаково располож:ены в плоскости тогда и только тогда, когда их формы 
(шейпы) совпадают. Уже в трехмерном пространстве аналогичная теорема 
неверна: Если L̂  является дугой в пространстве Е^, содержащей множество 
Антуана, а L2 — кусочно-линейной дугой в пространстве Е^, то их располо­
жения в пространстве Е^ различны, то есть Pos (Е^, Ь^) ф Pos (Е^, Ь^) . 

Тем не менее оказалось, что в гильбертовом пространстве формы произволь­
ных компактов можно охарактеризовать их расположениями: формы компак­
тов X uY, леэрсащих в гильбертовом пространстве /2, совпадают (ShX = ShF) 
тогда и только тогда, когда совпадают их расположения в /2(Pos (/2, X) = 
= Pos (/2, F)). 

Наше доказательство этого факта существенно опирается на недавние ре­
зультаты Т. А. Чепмэна [5] о бесконечномерных многообразиях, моделиро­
ванных над Q. 

2. Приведем некоторые определения теории форм, которые можно найти 
в [4] и которые нам в будущем потребуются. Пусть X является произвольным 
подмножеством пространства МЕАК(Ш) И пусть Y является произвольным 
подмножеством пространства NEAR(W). ПОД W — последовательностью из X 
eY(B М, N) мы понимаем систему, состоящую из множеств X, Y, М, Мя после­
довательности отображений fj^ : M -^ N, к = 1, 2, . . . , удовлетворяющую сле­
дующему условию: для всякого компакта С с X найдется такой компакт 
D czY, что для всякой окрестности U компакта D (в N) существует такая 
окрестность V компакта С (в М), что/^,\у ^ Л + I I F ^ U почти для всех к. 

Эту ^-последовательность мы будем обозначать через f = {/jt, X, Г}м.^-
Ясно, что если X и У являются компактами, что ^-последовательности — 
это в точности фундаментальные последовательности [3]. Нетрудно проверить, 
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что система, состоящая из множеств X, X, М, M и последовательности отобра­
жений ifc : M-> М, /с= 1,2, ..., является ^-последовательностью из X в X 
(в М, М), которую мы будем обозначать через 1х^м-

Если f = {/fc, X, Y}M,N И g = {Ok, Y, Z}j^p являются ^-последовательностями, 
то легко проверить, что {бг̂  о/^, Z, 2}д^ Р является ^-последовательностью, 
которая обозначается через g of я называется композицией f и g. 

Две ^^-последовательности f = {f,^, X, Y},^^j^ и f = {/̂ ;, X, У}м,̂  называются 
гомотопными (обозначение f ĉf f ), если для всякого компакта С а X суще­
ствует такой компакт D а Y, что для всякой окрестности U компакта D (в N) 
существует такая окрестность F компакта С (в М), что /^|^ с^ fl^\yBU почти для 
всех к. 

Говорят, что два компакта X и Y имеют одинаковую форму (обозначение 
Sh Z = Sh У), если существуют такие пространства М, N е АК(Ш), содержа­
щие X VL Y соответственно, и Ж-последовательности f = {ff,, X, Fj^jy и g = 
= {дк. Y, X}N,M^ ЧТО go f^ ix,M и f о g 2=̂  iV,̂ v. 

Пусть A — произвольное подмножество пространства Z, а Б — произволь­
ное подмножество пространства Y. Говорят, что располоэи:ения А в X и В в Y 
одинаковы (обозначается Pos (X, Л) = Pos (У, Б)), если существуют два про­
странства М, N е АК{Ш), содержащие X и 7 соответственно в виде замкнутых 
подмножеств, и существуют две такие последовательности отображений 

h:M^N и g,:N^M, к= 1,2,..., 
что 

(1) г ={f„A,B}j^^,, Г = { Л , Х \ Л , У\В}д,,^ 

(2) g' = [g,, в, Л}^.м , g'' = {9k, Y\B,X\ A}̂ ,,vf 

являются ^-последовательностями и 

О) g' ° f - 'А,M » g" ° Г - hx\A),M 

(4) f ' о g' ^ /ß,;V . Г о g'' ^ Î(Y\B),N • 

Доказательства того, что введенные отношения являются отношениями 
эквивалентности на классе всех компактов (на классе пар пространств соответ­
ственно) можно найти в [4], где показано также, что введенные отношения не 
зависят от того, какие объемлющие АК(Ж) пространства M к N брались. 

00 

3. Пусть гильбертов кирпич Q представляется в виде Y[ h, где /,. — зам-
0 0 Г = 1 

кнутый интервал [—1, 1], а s обозначает ]~{ 7 ,̂ где /^ — открытый интервал 

( — 1,1). Гильбертово пространство /2 мы будем представлять в виде мно-
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жества всех квадратично-суммируемых последовательностей действительных 
чисел с обычной нормой; т. е. /2 = {{xj : Xi является действительным числом 
Ix? < 00} и d{{x,}, {у,}) = (Пх, - у,УГ\ 

Теорема 1. Если XuY — компакты, ле;жащие в s, то X uYимеют одинаковую 
форму (то есть Sh А" = ShY) в том и только в том случае, когда они одинаково 
располо:жены в гильбертовом KijtpnuHe {то есть Pos {Q, X) = Pos (ß, У)). 

Доказательство. Если Pos (ß, X) = Pos (ß, У), то, как доказано в [4, 
теорема 7.3], Sh X = Sh У, поэтому нам нужно доказать лишь обратное утверж­
дение. 

Пусть Sh X = Sh У. Так как X, Y cz s, то, по теореме Т. А. Чепмэна [5, тео­
рема 2] множества Q\X я ß \ Угомеоморфны, то есть существует гомеомор­
физм / : ß \ X - > ß \ y . Для дальнейшего нам понадобится следующая лемма 
из [5]. 

Лемма. Если X с: s, то найдется такая гомотопия F : Q х I -> Q, что 
выполняются следующие свойства: 

1) Fo = id; 
2) для всякой окрестности U пространства X в Q существует такое число 

ÎI Е (О, 1), что FXU) с: и дляО й t utù 
3) FIQ) n X - 0 (Злл / G (О, 1]. 

Через F{X) мы обозначим множество гомотопий F : ß х / -> ß, которые 
удовлетворяют условиям леммы. 

Выберем некоторую гомотопию F е F{X) и для каждого /с > О рассмотрим 
отображение fk = f° ^i/k- Покажем, что как f = {f^, X, Y]QQ, так и f = 
= {fk^ ß \ ^ » ß \ Y}QQ ЯВЛЯЮТСЯ ^-последовательностями. Пусть V с Q явля­
ется окрестностью компакта У в ß. Так как / является гомеоморфизмом, то 
f~^(Q\V) является компактом и не пересекается с множеством X. Следова­
тельно, и = Q\f~^iQ\V) является такой окрестностью компакта X в ß, 
что f{U п (ß \ X)) с: К Теперь выберем такое число t^ е (О, 1), что F,((7) с U 
для О ^ t ^ ti. Если / с и / являются такими положительными числами, что 
Ijk, 1// й tu то 

fk\u = / о F,^k\u ̂  / о F,f,\u (в f{U п ( ß \ X ) ) c:V)= /,|^ , 

как и требуется в определении Ж-последовательности. 
Пусть Cd Q\X — произвольный компакт. Тогда множество F(C х /) 

также является компактным. При этом F(C х {t}) = F,(C) а Q\X при te 
е (О, 1] (это вытекает из условия 3) леммы). Кроме того, F(C х {0}) = FQ(C) = 
= id(C) = С с ß \ X, что следует из выбора компакта С. Следовательно, 
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компакт D = f о F{C x /) лежит в ß \ У. Утверждается, что этот компакт 
является искомым. Пусть U — его произвольная окрестность. Тогда 
F~^ of~^{U) является окрестностью компакта С х / в ß х /. Так как отрезок J 
компактен, то существует такая окрестность V компакта X в ß, что V х I а 
с: F"*̂  о f~^{U). Теперь уже легко видеть, что 

fk\v = / о F,M|K ^ / о F,n\y {BfoFiVxI)c:foFo р-^ оГ\Щ = Ü) = Л|^ 

для всех /си/ , чем мы и показали, что последовательность отображений f,^ = 
= /о Fj/fc • ß -* ß является ^-последовательностью из ß \ X в ß \ У (в ß, ß). 

Пусть теперь д: Q\Y-^Q\X — гомеоморфизм, обратный к гомеоморфиз­
м у / : ß \ X - > ß \ У. С помощью гомеоморфизма g и некоторой гомотопии 
G е F(Y) мы построим (тем же способом, каким мы выше построили последо­
вательность отображений fj^) последовательность таких отображений gj,: Q -^ 
-> ß, что g = {д^, У, X}Q^Q И g' = {̂ t̂, ß \ У, Q\X}Q^Q являются Ж-последо-
вательностями. 

Покажем, что g о f :^ IV,Q И g' О f ^ ÎQ\X,Q' 
Пусть и — произвольная окрестность компакта X в ß. Существуют такие 

окрестности F с ß множества У и W а Q множества X, что g(V п (ß \ У)) cz [/ 
и f{Wn{Q\Y)) CI V (выше уже обсуждалось, как можно построить такие 
окрестности). Можно дополнительно считать, что W <=^ U. Выберем такое число 
ti е(0, l),4ToF,(Pf) cz pfHG,|(F) cz КдляО ^ t ^ f̂ . Тогда для всех положитель­
ных к, удовлетворяющих условию ijk ^ t^, мы имеем 

дк °Л|ж — 9 ° С̂ 1д о/о ^]//с|ж — 9 ° / ° Fi/k\iv 

(в g о С^одд] о/о F,^,{W) cz g о С^о,1Д](^^ (ß ^ ^)) = 

= g{Vn (ß \ У)) е t/) = F,/,|^. :̂  Fol^ (в ^^олд](Ю = ^ ^ ^̂ ) = '^<^w • 

Пусть С с: ß \ X — произвольный компакт. Тогда множество F(C х /) 
также является компактом и F(C х /) cz ß \ X, поэтому В = f о F(C х /) 
является компактом, лежащим в ß \ У. Теперь повторяем это рассуждение. 
G(B X /) является компактом, лежащим в ß \ У. Утверждается, что D = 
= g о G{B X /) является искомым компактом, лежащим в ß \ X. Пусть U — 
произвольная окрестность компакта D. Так как отрезок / компактен, то су­
ществует такая окрестность F(F с ß \ У) множества В в Q, что g о G(V х /) с 
cz и. По той же причине существует такая окрестность W(W а ß \ X) компак­
та С в ß, что / о F ( ^ X /) CZ F Теперь уже легко видеть, что 

9к оЛ|ж = 9 ° ^1/к о/о Fifj^\jy ^ 

^goGo о/о Fi/, |^ (в g о G(/o F,^,{W) x I)) Œ g о G{V x I) cz U) ^ 
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^ ^ о Go о /о Fo |^ (в g о Go(/o F(W x I)) Œ g о Go{V) c= 

c: g о G{V x I) cz U) = g о f\jy = id^ . 

Совершенно аналогично проверяется справедливость и следующих гомотопий: 
f o g - 'V,Q. Г og ' ^ 'Q\V,Q-

4. З а м е ч а н и е 1. ^ теореме Iусловия „X,Y с ^" мо:нсно ослабить до условий 
,,X,Y являются Z-мнолсествами в ß " [1] но нельзя, считать, что компакты X 
и Y влож:ены в Q произвольно. Это видно хотя бы из того, что если X = Y = Q, 
то X можно вложить в Q тождественно, и тогда Q\X = 0, а, У можно вложить 
в виде собственного подмножества, и тогда ß \ У ф 0. Тем не менее Теорема 1 
позволяет получить для гильбертова пространства некоторую абсолютную 
теорему. Так как любой компакт можно вложить в гильбертово пространство, 
то впредь мы будем говорить просто о компактах, предполагая, что они уже 
лежат в /2. 

Теорема 2. Компакты X uY имеют одинаковую форму в том и только в том 
случае, когда их располоснсения в /2 совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Pos (/2, X) = Pos (/2, У), то по [4, теорема 7.3] 
Sh X = Sh У, поэтому нам надо доказать лишь обратное утверждение. Пусть 
ShX = Sh У. По теореме Р. Д. А н д е р с о н а [1] пространства /2 и 5 гомео-
морфны, то есть существует гомеоморфизм h : I2 -^ s и обратный ему гомео­
морфизм /г~^ : 5 -> /2. Рассмотрим компакты X' = h(X) и У = й(У). Тогда 
Sh X' = Sh У и Х\ Y' а s. Множество Z = Z ' и У является компактом, 
поэтому для i ^ 1 существуют такие числа а,-, ßi, что — 1 < а,- < j?,- < 1 и Z с 

00 

с: 5' = ] ^ (а,, ßi). Действительно, множество 7r,.(Z), где тг̂- — проекция s на f-ый 

сомножитель, является компактом, поэтому существуют такие числа а,- > — 1 
VI ßi < 1, что для всякой точки Z eZ, ni{z) > а, и 71̂ (2) < ß^. Полученные числа 

00 

а̂ , ßi являются искомыми. Рассмотрим гильбертов кирпич ß ' = П [^^ ßi}-
t = i 

Пусть теперь г̂ - : [— 1, 1] -> [а^, ßi'] является такой ретракцией, что г^([— 1, а,]) = 
= а̂ - и Vidßi, 1]) = ßi. Легко видеть, что отображение R : s -^ Q\ заданное по 
формуле R({ti}) = { î(̂ )}> является такой деформационной ретракцией про­
странства s на Q\ что R{s \ Q') п s' = 0. 

К компактам Х\ У , лежащим в s' cz Q\ применяем теорему 1. Итак, су­
ществуют две последовательности таких отображений 

Л':0'^е' и ^i:ß'->ß', к = 1,2,..., 

что для них выполнены условия (1), (2), (3) и (4). Рассмотрим теперь две следую-
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щие последовательности отображений: 

fk'-h-^ h и Qu'-Il-^ к, /с = 1, 2, . . . , 

где fk = h~^ ofj^o Ro h я Qj, = h~^ о gl-o Ro h. Нетрудно проверить, что после­
довательности отображений /^ и д^, /с= 1,2,..., удовлетворяют условиям 
(1), (2), (3) и (4) для (/2, Х% (/2, У) в /2, /2, поэтому Pos (/2, X) = Pos (/2, 7), чем 
доказательство теоремы и завершено. 

Замечание 2. Формы компактов, леж:ащих в конечномерном евклидовом 
пространстве, нельзя характеризовать их располоэи:ением. В самом деле, 
возьмем в пространстве Е^ дугу L^, содержащую множество Антуана, и ку­
сочно — линейную дугу L2. Тогда пространства X = L̂  и У = L2 даже гомео-
морфны. Но по [2, пример 3] множество Е^ \ L2 является гомотопно компакт­
ным [2], а по [2, пример 4] множество Е^ \ L̂  не является гомотопно компакт­
ным. Так как множество Е^ \ L̂  является открытым в Е^ и £^ е ^i?(ÏR), то 
по теореме О. Ханнера [6] Е^ \L^e ANR{M), Следовательно, к пространству 
Е^ \ Li применима теорема Беннета-Борсука [2], и мы получаем, что Е^ \ L^ 
не может Ж-доминироваться гомотопно-компактным множеством и, в част­
ности, множеством Е^ \L2. Следовательно, Pos (Е^, Ь^) Ф Pos (Е^, L2). 

Если от компактов X и У не требовать связности, то опровергаюпдие при­
меры можно значительно упростить, и тогда их уже можно найти даже на 
плоскости. Действительно, пусть 

Z - (х : X G E " И ||Х|| = 1} U (Х :Х^ = О, i = 1,2, ..., п} 
и 

У = {х : х е £ " и ЦхЦ = 1} и {х : х̂  = 2, i = 1,2, ..., п} . 

Тогда X и У даже гомеоморфны, но Pos (£", X) Ф Pos (£", У). 
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