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Czechoslovak Mathematical Journal, 25 (100) 1975, Praha

HOMOMORPHISMEN PROJEKTIVER RAUME MIT HOMOMORPHISMUS

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 13. Mai 1974)

Alle Homomorphismen projektiver Rdume wurden in der Arbeit [4] des Autors
durch verallgemeinerte Abbildungen der Vektorrdume beschrieben. In [5] definiert
der Autor projektive Rdume 2(M), Z(N) mit Homomorphismus mit Hilfe freier
Moduln M, N iiber den Stellenringen R, Q und beschreibt hierbei alle projektiven
Abbildungen der Rdume 2(M), #(N) durch teilweise semilineare Abbildungen der
Moduln M, N.

In der vorliegenden Arbeit werden alle Homomorphismen projektiver Riume
mit Homomorphismus algebraisch dargestellt. In der Definition 7 wird eine verallge-
meinerte semilineare Abbildung freier Moduln M, N iiber den Stellenringen R, Q
beziiglich gewissen Moduls W eingefiihrt und in der Definition 8 wird einen Homo-
morphismus des projektiven Raumes 2(M) mit Homomorphismus in einen projek-
tiven Raum 2(N) mit Homomorphismus definiert. Es wird folgendes Theorem be-
wiesen: Jede verallgemeinerte semilineare Abbildung der Moduln M, N induziert
einen Homomorphismus des Raumes 2(M) in 2(N) und ein jeder solcher Homo-
morphismus wird durch gewisse verallgemeinerte semilineare Abbildung der Moduln
M, N induziert. Dieses Theorem ist die Verallgemeinerung der Ergebnisse aus [4]
und [5].

Satz 1. Ist R ein assoziativer Ring mit Einselement, so sind folgende Bedingungen
dquivalent:

(1) Im Ring R besteht ein einziges maximales Rechtsideal.

(2) Die Elemente von R, zu denen keine inversen Elemente (sog. nichtinvertierbare
Elemente) bestehen, erzeugen ein von R verschiedenes Ideal.

Beweis. Siehe [1], Kapitel 3, § 3.7.

Definition 1. Ein Ring R, der die Bedingungen (1), (2) aus Satz 1 erfiillt, heisst ein
Stellenring.
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Bemerkung 1. Das maximale Rechtsideal R, eines Stellenringes R ist zweiseitig
und bildet die Menge aller nichtinvertierbaren Elemente aus R. Der Restklassenring
R/R, ist ein Korper. Im weiteren werde R* = R\ R, bezeichnet. Dann stellt R*
eine multiplikative Gruppe dar.

Definition 2. Es seien R ein Stellenring und R, ein maximales Ideal in R. Ein
Unterring R von R heisst fotal in R, wenn gilt:

(1) R, = R.
(2) Fiir jedes Element o€ R\ R ist ¢"' € R.

Satz 2. Ist R ein totaler Unterring im Stellenring R, so ist R, = Ry U {a€ R N
N R*|a~' ¢ R} ein Ideal in R.

Beweis. 1. Schreiben wir R* = R\ R,. Dann ist R* die Menge aller nichtinver-
tierbaren Elemente von R und daher eine multiplikative Gruppe.

2. Zunichst beweisen wir, dass af € R, Yae R VB e R,.

a) Es sei « € R,. Liegt wenigstens eins der Elemente «, § in R, dann ist auch «ff €
€ Ry, denn Ry, ist ein Ideal in R. Nehmen wir an, dass «, 8 € Ry \ Ry. Dann «, ff € R*.
Es sei dabei aff € R*. Setzt man y = («f)”' = p~'a~", dann ist y € R*. So folgt
ya = B! € R im Widerspruch zur Annahme f € R,

b) Es sei a € R*. Setzen wir y = off und nehmen wir an, dass y € R*. Dann ergibt
sich «!'y = B e R*, also ebenfalls ein Widerspruch.

3. Ahnlich wie im Falle 2 konnen wir beweisen, dass fa € Ry, Vo€ R, VB € R.

4. Wir beweisen, dass o« + fe R, Vo, f € R, gilt. Wenn o, f € Ry, dann o + f €
€ R,. Es seien a€e Ry\ Ry, feR,. Dann a« 'feR, und 1 + a”'feR. Es gilt
a + B = ol + o~ ') und nach 3 dann « + B € R,. Es seien «, f € Ry \ Ry. Dann
entweder o 'feR oder f-'ae R. Wenn etwa a 'feR, dann o + f = ol +
+ o~ 'B) € R,.

Bemerkung 2. R, aus Satz 2 ist die Menge nichtinvertierbarer Elemente aus R.
Nach Sitzen 1, 2 und Definition 1 stellt R einen Stellenring dar. Nach Bemerkung 1
ist R, ein maximales Ideal in R und R/R, ist ein Kérper. Ist R ein Korper, so ist R
ein totaler Ring in R im Sinne von [6], § 2, Definition 1.

Es liege ein freir unitirer Modul M iiber einem Stellenring R vor. Es besteht eine
Basis # = (x,),., des Moduls M. Im folgenden werde angenommen, dass card J = 3.
Jedes Element x € M lisst sich eindeutig in der Form x = ) o,x,, o, € R schreiben,

veJ

wo «, =+ 0 bloss fiir endlich viele Indizes v gilt. Bezeichnen wir mit M, die Menge
von Elementen u = Y’ B,x,, fiir die B, € R, Vv € J gilt. M, ist ein Untermodul von M.

veJ

Weiter setzen wir M* = M \ M,.
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Bemerkung 3. Einen durch ein Element x e M erzeugten Untermodul aus M
bezeichnen wir mit Rx. Der Untermodul M, ist von der Wahl der Basis & abhingig.
Im weiteren wird vorausgesetzt, dass im Modul M eine feste Basis # gewahlt ist
und M,, M* mit Hilfe dieser Basis definiert werden. Aus der Definition von M,, M*
ergeben sich folgende Beziehungen:

(1) axe M, VaeR, VxeM
ax € My, xe M* = a€eR,
ax e M,, a € R¥ =>xe M,

(2) Es gilt ox = 0 <> o = 0 fiir x € M*, g € R ([5], Satz 2).

Setzen wir R’ = R/R,, M’ = M|M, und g€ R’, Xe M’ fiir g€ R, x € M. Wegen
der Operation gX = gx Vg€ R’ Vx e M’ ist M’ ein Vektorraum iiber dem Kor-
per R’ . M’ heisst dann ein dem Modul M zugeordneter Vektorraum (Siehe [5]).

Definition 3. Eine Menge S < M ist R-abhdingig, wenn eine endliche Untermenge
{al, vy a,,} < S und Elemente' 91, .., 0, € R bestehen, von denen mindestens eins

in R* liegt derart, dass Z 0;a; € M,. Anderenfalls ist die Menge S R-unabhdngig.
Nach Sidtzen 3 und 4 aus [5] ergeben sich folgende Rehauptungen:

(3) Es gebe a = oyx + @,y, wo X, y R-unabhdngig sind. Die Elemente a,x und
a, y sind dann und nur dann R-unabhdngig, wenn gy, 0, € R*.

(4) Sind die Elemente x, y und y, z R-abhdngig, dann sind auch x, z R-abhdngig.
Sind die Elemente x, y R-unabhdngig, x, z R-abhdngig und z € M*, dann sind
¥, z R-unabhdngig.

Bemerkung 4. Die Basis Z des Moduls M ist eine R-unabhingige Menge. Ist M
ein Vektorraum iiber dem Korper R, so ist die R-Abhéngigkeit linear.

Definition 4. Jeder Untermodul X = Rx, x € M* heisst ein Punkt. Punkte Rx, Ry
sind R-verschieden genau dann, wenn die Elemente x, y R-unabhingig sind. Anderen-
falls sind die Punkte Rx, Ry R-identisch. Jeder Untermodul p = Rx + Ry, wo
Rx, Ry R-verschiedene Punkte sind, heisst eine Gerade. Punkte Rx, Ry, Rz sind
genau dann R-nichtkolinear, wenn die Elemente x, y, z R-unabhingig sind. Sonst
sind Rx, Ry, Rz R-kolinear. Die Geraden p, q sind R-verschieden, wenn es Punkte
X,Y < p, Z c q gibt, die R-nichtkolinear sind. Sonst sind die Geraden p, g R-
identisch.

Definition 5. Ein projektiver Raum .@(M) mit Homomorphismus ist die Menge
%(M) aller Punkte und die Menge aller Geraden aus Definition 4, wobei die Inzidenz
als Inklusion definiert wird.

456



Definition 6. Ein projektiver Raum Q(M ’), wo M’ ein dem M zugeordneter Vektor-
raum ist, heisst dem Q’(M) zugeordneter projektiver Raum.

Aus Definition 4 und (4) erhalten wir

(5) Sind die Punkte Rx,Ry und zugleich Ra, Ry R-identisch, so sind Rx, Ra
R-identisch. Sind die Punkte Rx, Ry R-verschieden und Rx, Rz R-identisch,
so sind Ry, Rz R-verschieden.

(6) Sind die Punkte Ra, Rb, Rc R-nichtkolinear, Ra, Rb, Ru R-kolinear und Ra, Ru
R-verschieden, so sind Ra, Rc, Ru R-nichtkolinear.

Beweis. Die Elemente a, b, u sind R-abhiingig und nach Definition 3 gibt es daher
Elemente &4, &,, &5 € R von denen mindestens eins in R* liegt derart, dass &;a +
+ &b + &u = m, me M, ist. Nehmen wir an, dass &; € Ry. Somit &;a + £,b =
= m — &3u e M,. Mindestens eins der Elemente &y, &, liegt in R* und Elemente a, b
sind R-abhingig im Widerspruch zur Annahme, dass Ra, Rb, Rc R-nichtkolinear
sind. Somit gilt ;e R* und u = &3'm — &;'¢a — E7'E,b = m' — yia — 9,b,
wom' = E3'me Mg,y = &3¢, v, = £5'¢,. Nehmen wir weiter an, dass die Ele-
mente a, ¢, u R-abhidngig sind. Dann gibt es a4, «,, 3 € R, von denen mindestens
eins in R* liegt derart, dass o;a + a,c + azu = n, n € M. Aus der R-Unabhéngig-
keit der Elemente a, u folgt wieder, dass a, € R* ist. Weiter gilt n = aa + o,c +
+ os(m’ — yga — y,b) folglich (ot; — a3y,) @ — azy,b + a,c € M. Man hat somit
einen Widerspruch, denn die Elemente a, b, ¢ sind R-unabhéngig. Die Elemente
a, ¢, u sind also R-unabhingig und Punkte Ra, Rb, Rc R-nichtkolinear.

(7) Sind die Punkte Ra, Rb, Rc bzw. Ra, Rb, Ru R-kolinear und Ra, Rb R-ver-
schieden, so sind Ra, Rc, Ru R-kolinear.

Beweis. Nehmen wir an, dass die Punkte Ra, Re, Ru R-nichtkolinear sind. Da
Ra, Rb, Rc R-kolinear und Ra, Rb R-verschieden sind, gilt laut (6), dass Ra, Rb, Ru
R-nichtkolinear sind, woraus sofort ein Widerspruch folgt.

(8) Sind die Punkte Ra, Rb, Rc R-kolinear, Ra, Rb und Ra, Rc R-verschieden,
so sind die Geraden Ra + Rb, Ra + Rc R-identisch.

Beweis. Wir wollen beweisen, dass drei beliebige Punkte Rx, Ry, Ru, wo Rx, Ry <
< Ra + Rb, Ru = Ra + Rc, R-kolinear sind.

a) Die Punkte Ra, Re, Ru und Ra, Rb, Rc sind R-kolinear und Ra, Rc R-ver-
schieden. Laut (7) sind Ra, Rb, Ru R-kolinear.

b) Die Punkte Ra, Rb, Rx sind R-kolinear und nach a) sind Ra, Rb, Ru
R-kolinear. Dabei sind Ra, Rb R-verschieden. Laut (7) sind die Punkte Ra, Rx,
Ru R-kolinear sowie auch Rb, Rx, Ru.

¢) Nehmen wir an, dass die Punkte Ra, Rx R-verschieden sind. Die Punkte Ra, Rx,
Ry sind R-kolinear und nach b) sind Ra, Rx, Ru R-kolinear. Laut (7) sind Rx, Ry,
Ru R-kolinear.
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d) Es seien die Punkte Ra, Rx R-identisch. Dann sind laut (5) Rb, Rx R-verschie-
den. Die Punkte Rb, Rx, Ry sind R-kolinear und nach b) sind Rb, Rx, Ru R-kolinear.
Laut (7) sind Ry, Rx, Ru R-kolinear.

(9) Die Punkte Ra, Rb, Rc seien R-nichtkolinear, Ra, Ru R-verschieden und
Ru = Ra + Rb. Dann sind Ra, Rc, Ru R-nichtkolinear und Ru, Rv R-ver-
schieden fiir jeden beliebigen Punkt Rv < Ra + Rc.

Beweis. a) Die Punkte Ra, Re, Ru sind R-nichtkolinear laut (6).

b) Nehmen wir an, die Punkte Ru, Rv sind R-identisch. Laut (5) sind Ra, Rv
R-verschieden und Ra, Ru, Rv R-kolinear. Da Ra, Rb, Ru R-kolinear und Ra, Ru
R-verschieden sind, sind laut (7) Ra, Rb, Rv R-kolinear. Weiter sind Ra, Rc, Rv
R-kolinear und Ra, Rv R-verschieden. Laut (7) sind Ra, Rb, Rc R-kolinear, was
einen Widerspruch enthalt.

Die Beweise der nachstehenden Sitze 3 und 4 wurden in [5] durchgefiihrt (Sitze
8,9 und 12).

~ Satz 3. Die Punkte Rx, Ry seien R-verschieden. Dann geht durch diese eine
einzige Gerade und es gilt Rx n Ry = 0.

Satz 4. Fiir alle R-unabhdngige Elemente x, y, z € M gilt:
(@) R(y —z) = (Ry + Rz) n [R(x — y) + R(x — 2)].

(®) R(x — y — z) = [R(x — y) + Rz] n [R(x — z) + Ry].
() R(y + z) = (Ry + Rz) n [R(x — y — z) + Rx].

Gegeben sei ein weiterer freier Modul N iiber dem Stellenring Q, dessen maximales
Ideal wir mit Q, bezeichnen und Q* = Q\ Q,. Definieren wir den Untermodul N,
mit Hilfe einer gewissen Basis von Modul N und N* = N\ N, sowie M,, M* fiir
den Modul M. Bezeichnen wir mit 2(N) den entsprechenden projektiven Raum mit

Homomorphismus, mit N’ den zum Modul N zugeordneten Vektorraum iiber dem
Korper Q' = Q/Q, und mit Z(N’) den zu #(N) zugeordneten projektiven Raum.

Definition 7. M, N seien freie Moduln iiber den Stellenringen R, Q und R ein
totaler Unterring in R mit dem maximalen Ideal R,, R* = R\ R, und W = M ein
Modul iiber R derart, dass M, = W. Ein Paar (¢, ¢) der Abbildungen ¢ : R - Q,
o : W — N heisst verallgemeinerte semilineare Abbildung der Moduln M, N im
bezug auf den Modul W, wenn es gilt:

(1) (@ + by =a° + b° Va,be W
(2) (ea) = ¢%a° YoeR Yae W
(3) € Qo <> 0€ Ry, a’e N, Yae M,
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(4) In jedem Untermodul Ra = M, a € M* gibt es ein Element b € W derart, dass
b’ € N*.

(5) In jedem Untermodul Ra + Rb, wo a, b R-unabhingig sind, gibt es Elemente
u, v e W derart, dass u°, v° Q-unabhingig sind.

(6) Es bestehen Elemente x, y, z € W derart, dass x°, y°, z° Q-unabhingig sind.

Setzen wir W* = {ue W|u"eN*}, W, = {ue W|ueNo}. Dann ist W=
= W* U W, und nach (3) aus der Definition 7 gilt W* < M*.

(10) W, is ein Untermodul von W: Aus a, be W, folgt a°, b°e Ny, a’ + b° =
= (a + b)°e N, und daraus a + be W,. Wenn aeW,, ¢€R, dann gilt
a’ €Ny, (ea)” = ¢%a’ € N, und daraus ga € W,

(11) Aus der Definition 7 und nach (1) ergibt sich gu € W, Yo € Ry Vu € W; ue W*,
o€ R* = gu e W*,

(12) Es gilt gue W*, ue W*, ge R = g e R*: Nehmen wir an, dass ¢ ¢ R. Dann
ist 7' e R, und es gilt u” = (¢~ ou)” = [0 *(ou)]° = (¢7")? (ou)’ € Ny denn
(e7")? € Qo, was jedoch zum Widerspruch fiihrt. Somit ist ¢ € R und wegen
0®u’ € N* gilt o € R*.

Satz 5. Es sei (o, a) eine verallgemeinerte halblineare Abbildung der Moduln
M, N in bezug auf den Modul Wund es gebe a, b, c € W. Sind die Elemente a’, b°,
¢® Q-unabhdngig, dann sind a, b, ¢ R-unabhdngig.

Beweis. Da die Elemente a°, b°, ¢ Q-unabhingig sind, gilt a, b’, ¢ € N* und
folglich a, b, c € W*. Nehmen wir an, dass a, b, ¢ R-abhingig sind. Nach Definition
3 existieren Elemente &,, &,, &5 € R derart, dass &a + &,b + &3¢ = m, me M,,
wo etwa &, € R* ist. Dann ist a + &7 'E,b + &7 "¢ = &7 'm. Setzen wir £] ¢, =
= 0,, 0] '&; = 03, E7'm = m' € M.

a) Es seien 0,, 03 € R. Dann g,b, ¢3¢ € W. Nach den Voraussetzungen 1), (2. (3)
aus Definition 7 folgt a® + %b° + 0%¢° € Ny. Nach Definition 3 sind die Elemente
a°, b°, ¢° Q-abhingig, was ein Widerspruch ist.

b) Es seien 0, € R, 05 ¢ R. Dann 05" € Ry 0 R*. So folgt 03 'a + ¢35 'e;b + ¢ =
= o3'm’ und (05") a® + (03 '22)* b” + ¢“ € Ny also ebenfalls ein Widerspruch
zur Annahme.

¢) Es seien 05, 05 ¢ R. Sodann gilt entweder ¢; '05 € R n R* oder ¢3 "0, € R n R*.
Nun werde angenommen, dass ¢; '3 € R n R* gilt. Hieraus ¢ 'a + b + 0; '0s¢ =
= 0; 'm’. Wegen ¢; '€ R gilt (07 ') a® + b° + (05 '03)” ¢” € N, im Widerspruch
zur Voraussetzung.

Satz 6. Die Abbildung ¢ : R — Q aus Definition 7 ist ein Homomorphismus des
Ringes R in Q.
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Beweis. Wihlen wir ein beliebiges Element a € W*. Nach den Voraussetzungen (1),
(2) aus Definition 7 ergibt sich fiir beliebige a, f € R: [(« + ) a]” = (« + f)* a® =
= (xa + Ba)” = (xa)® + (Ba)’ = «®a® + p%a° = («* + B*) a°. Nach (2) gilt dann
(¢ + B)? = a® + B°. Analog hierzu [(¢f) a]” = (aB)® a° = [«(Ba)]° = «*(Ba)’ =

— OC‘PB‘Pa" und daraus (aﬁ)IP — Otwﬂq,.

Bemerkung 5. Schreiben wir W° = {ve N |Jue W, u” = v}, R® = {¢e Q| Jo€eR,
0® = &}. Nach Satz 6 ist R” ein Ring. R ist ein Stellenring, dessen maximales Ideal
ist R§ und R§ = Q,. W?ist dann ein Modul iiber dem Stellenring R?. Ist Q ein Korper,
s0 Qo = 0, R§ = 0 und R ist ein Kérper. W° ist dann ein Vektorraum.

Bemerkung 6. Sind M, N Vektorrdume, so ist das Paar (¢, ¢) aus Definition 7
eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektorrdume M, N in bezug auf
den Modul W aus [4], Definition 2. Die teilweise semilineare Abbildung der Moduln
M, N aus [5], Definition 5, stellt auch einen Spezialfall der verallgemeinerten semi-
linearen Abbildung der Moduln M, N in bezug auf W dar.

Bemerkung 7. Betrachten wir einen zum Modul M zugeordneten Vektorraum M’
und W, R, R, seien aus Definition 7. Setzen wir W' = W/M,, # = R|/R,. Danach
W' < M" und # = R'. # ist ein totaler Ring im Korper R’ und 2, = R,/R, ein
maximales Ideal in #. Wegen der Operation ga = ga Vo€ £ Yae W’ ist W’ ein
Modul iiber dem Ring Z. Es sei (¢, o) eine verallgemeinerte semilineare Abbildung
der Moduln M, N in bezug auf W. Wenn X° = x° Vxe W’ und @° = ¢* Yoe %
gesetzt wird, so ist (@, 6) eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektor-
rdume M’, N’ in bezug auf den Modul W’ im Sinne von [4]- Jeder verallgemeinerten
semilinearen Abbildung (¢, o) der Moduln M, N in bezug auf W lisst sich also eine
verallgemeinerte semilineare Abbildung (('ﬁ, &) der Vektorrdume M’, N’ in bezug
auf Modul W’ zuordnen.

Definition 8. Seien M, N freie Moduln iiber den Stellenringen R, Q und (M), Z(N)
projektive Raume mit Homomorphismus laut Definition 5. Eine Abbildung » der
Punktmenge %(M) aus #(M) in die Punktmenge %(N) aus 2(N) heisst der Homo-
morphismus des projektiven Raumes 2(M) mit Homomorphismus in #(N), wenn
es gilt:

(1) Auf jeder Geraden in P(M) liegen die Punkte A4, B, C derart, dass die Punkte
A*, B*, C* untereinander Q-verschieden sind.

(2) Liegen die Punkte A, B, C auf einer Gerade in #(M), so liegen auch die Punkte
A*, B*, C* auf einer Gerade in 2(N).

(3) Es gebe 4, B, C € Z(M). Wenn die Punkte 4%, B¥, C* Q-nichtkolinear sind, dann
sind die Punkte A, B, C R-nichtkolinear.

(4) Es bestehen solche Punkte A, B, C € #(M), dass die Punkte 4%, B*, C* Q-nicht-
kolinear sind. ~
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Bemerkung 8. Es sei 2(M’) ein zu (M) zugeordneter projektiven Raum. Dann ist
die Abbildung » : Rx - R'X, Rx € #(M) ein Homomorphismus 2(M) auf 2(M’).
Die Punkte Rx, Ry sind genau dann R-verschiedenen, wenn (Rx)* # (Ry)*. Wenn £
die Basis von M ist und card J = n, dann ist (M) ein projektiver Raum mit Homo-
morphismus endlicher Dimension bzw. eine Desarguessche projektive Ebene mit
Homomorphismus aus [2], [3].

Satz 7. Jede verallgemeinerte semilineare Abbildung (¢, ¢) der Moduln M, N
in bezug auf den Modul W induziert einen Homomorphismus »:?(M) — 2(N)
durch die Vorschrift (Rx)* = Qx° Vx € W*.

Beweis. 1. Wir beweisen, dass x die Abbildung %(M) in %(N) ist: Wihlen wir
einen beliebigen Punkt X = Ra. Gemiss (4) aus Definition 7 besteht x € Ra n W*.
Es gilt x = aa und nach (1) ist & € R*, d. h. @ = o™ !x. Daher gilt Ra = Rx = X.
Es sei y € Rx und y € W*. So ergibt sich wieder y = gx, g9 € R*. Wegen x, yc W*
erhalten wir nach (12) ¢ € R*. Nach (2) aus Definition 7 folgt y* = (ox)* = @”x°
und y° € N*, ¢° € Q*. Danach ergibt sich 0x” = Q) und (Rx)* = (Ry)* = X*.

2. Wir beweisen die Giiltigkeit von (1) aus Definition 8: Es liege eine beliebige
Gerade p = Ra + Rb in 2(M) vor. Laut (5) aus Definition 7 gibt es derartige Ele-
mente u, ve Wn p, wo u’, v° Q-unabhingig sind. Nach Satz 5 sind u, v R-unabhingig
und nach Satz 3 gilt p = Ru + Rv. Nach (3) sind u® + v, u® und u® + 1%, 0°
Q-unabhingig und folglich u° + v” € N*. Nach (1) aus Definition 7 gilt (u + v)° =
— u° + v” und somit u + ve W*. Die Punkte Ru, Rv, R(u + v) liegen auf der
Geraden p und (Ru)* = Ru’, (Rv)* = Rv°, [R(u + v)]* = Q(u + v)” = Q(u” + v°)
sind miteinander Q-verschieden.

3. Wir beweisen die Eigenschaft (2) aus Definition 8: Die Punkte Rx, Ry, Ru
mogen auf der Geraden p liegen.

a) Zundchst werde vorausgesetzt, dass die Punkte (Rx)* = Qx°, (Ry)* = Q)
(Ru)" = Qu° miteinander Q-verschieden sind. Dann sind die Elemente x?, y° bzw-
x%, u” bzw. y°, u° Q-unabhingig. Nach Satz 5 sind die Elemente x, y bzw. x, u bzw-
¥, u Q-unabhéngig und die Punkte Rx, Ry, Ru miteinander R-verschieden. Es gilt
Ru < Rx + Ry und es existieren daher o, f € R derart, dass u = ax + By. Nach (3)
ist o, fe R* und folglich a™'u = x + a”!By. Es gebe a"'BeR. Da x° )°
Q-unabhingig sind, folgt (¢ 'u)” € N* und «~'u € W*. Nach (12) ist ™' € R* und
nach (3) aus Definition 7 ist («™')” € Q*. Hierbei (¢~ 'u)” = («~")” u°. Somit gilt
Qu’ = [Q@ )] u” = Qe ")? u” = Q@ 'u)” = Ox° + Qy° und (Ru) <
< (Rx)* + (Ry)". Es werde vorausgesetzt, dass «~'f ¢ R gilt. Dann ist ~'o € R.
Betrachten wir das Element S~ 'u = f~'ax + y und ganz dhnlich wie im vorigen
Falle beweisen wir, dass (Ru)* = (Rx)* + (Ry)".

b) Es werde vorausgesetzt, dass z. B. (Rx)*, (Ry)* Q-identische und (Rx)*, (Ru)*
Q-verschiedene Punkte sind. Nach Fall 2 existiert auf der Geraden p ein Punkt Rz
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derart, dass (Rx)* (Ru)*, (Rz)* miteinander Q-verschieden sind. Nach (5) sind
auch (Ry), (Ru)*, (Rz)* Q-verschieden. Nach a) gilt dann (Rx)* = (Ru)* + (Rz)*
und (Ry)* = (Ru)* + (Rz)". Die Punkte (Rx)*, (Ry)”, (Ru)* liegen auf der Geraden
(Ru)* + (Rz)~.

¢) Nehmen wir an, dass die Punkte (Rx)*, (Ry)*, (Ru)* Q-identisch sind. Wihlen
wir solche Punkte Rv, Rz auf der Geraden p, dass (Rx)*, (Rv)*, (Rz)* miteinander
Q-verschieden sind. Ahnlich wie in b) beweisen wir, dass (Rx)*, (Ry)*, (Ru)* auf der
Geraden (Rv)* + (Rz)* liegen.

4. Gegeben seien die Punkte Rx, Ry, Rz derart, dass (Rx)* = Qx°, (Ry)* =
= 0)°, (Rz)* = Qz° Q-nichtkolinear sind. Dann sind x° y°, z° Q-unabhingig.
Nach Satz 5 sind x, y, z R-unabhingig und Rx, Ry, Rz R-nichtkolinear.

5. Die Forderung (4) aus Definition 8 ist infolge der Forderung (6) aus Definition 7
erfiillt.

Theorem. Jeder Homomorphismus » des projektiven Raumes Q’(M) mit Homo-
morphismus in den projektiven Raum W(N) mit Homomorphismus ist, im Sinne
des Satzes 7, durch die verallgemeinerte semilineare Abbildung der Moduln M, N
in bezug auf einen gewissen Modul W induziert.

Da der Beweis des Theorems umfangreich ist, beweisen wir zuerst die Giiltigkeit
einer ganzen Reihe von Sitzen, von denen sich dann die Behauptung des Theorems
ergibt. Im weiteren wird vorausgesetzt, dass » ein Homomorphismus #(M) in 2(N)
ist.

Satz 8. Es seien die Elemente u, v, we M R-unabhdingig und die Punkte (Ru)”,
(Rv)*, (Rw)* Q-nichtkolinear. Wenn die Punkte [R(u — w)]*, (Rw)* Q-verschieden
sind, so sind auch (Rw)*, [R(u — v — w)]* Q-verschieden.

Beweis. Setzen wir ¢ = u — v — w und nehmen wir an, dass die Punkte (Rw),
(Rq)* Q-identisch sind. Da die Punkte (Rw), (Rv)* Q-verschieden sind, sind nach
(5) (Rv)*, (Rq)* Q-verschieden. Da (Rv)*, (Rw)*, (Rq)* Q-kolinear sind, sind nach
(8) die Geraden (Rv)* + (Rw)*, (Rv)* + (Rg)* Q-idetisch. Aus Satz 4 folgt R(u —
— w) = Rq + Ro und nach Definition 8 ist [R(u — w)]* = (Rq)* + (Rv)*. Da die
Punkte [R(u — w)]%, (Rw)* Q-verschieden sind, sind nach (9) (Rv)*, (Rw)"
[R(u — w)]* Q-nichtkolinear, woraus sich ein Widerspruch ergibt, denn die Geraden
(Rv)* + (RwY*, (Rv)* + (Rq)* sind Q-identisch. Die Punkte (Rw)", (Rq)* sind also
Q-verschieden.

Satz 9. Es seien die Elemente u,v, we M R-unabhdngig, die Punkte (Ru)x,
(Rv)*, (Rw)* Q-nichtkolinear und [R(u — v)]*, (Ru)* Q-verschieden.

1. Wenn die Punkte [R(u — w)], (Rw)* Q-verschieden sind, so sind [R(v — w)]*,
(Rw)* bzw. [R(v + w)]*, (Rw)* Q-verschieden.
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2. Wenn die Punkte [R(u — w)]*, (Ru)* Q-identisch sind, so sind auch [R(v — w)]*,
(Roy* bzw. [R(v + w)]*, (Rv)* Q-identisch.

Beweis. 1. a) Secien die Punkte [R(u — w)]*, (Rw)* Q-verschieden und werde
vorausgesetzt, dass [R(v — w)]*, (Rw)* Q-identisch sind. Nach (5) sind [R(u — w)]*,
[R(v — w)]* Q-verschieden. Die Punkte (Rw)*, [R(u — w)]*, [R(v — w)]* sind
Q-kolinear und nach (8) sind die Geraden [R(u — w)]* + (Rw)*, [R(u — w)]* +
+ [R(v — w)]*  Q-identisch. Wegen Ru < R(u — w) + Rw gilt (Ru)* <
< [R(u — w)]* + (Rw)*. Auf Grund des Satzes 4 gilt R(u — v) = R(u — w) +
+ R(v — w) und daher [R(u — v)]* = [R(u — w)]* + [R(t — w)]*. Da (Ru)",
[R(u — v)]* Q-verschieden sind, sind nach (9) (Ru)*, (Rw)*, [R(u — v)]* Q-nicht-
kolinear. Dies ist jedoch ein Widerspruch, denn die Geraden sind [R(u — w)]* +
+ (Rwy*, [R(u — w)]* + [R(v — w)]* Q-identisch. Die Punkte [R(v — w)]", (Rw)*
sind also Q-verschieden.

b) Nun werde vorausgesetzt, dass die Punkte (Rw)*, [R(v + w)]* Q-identisch sind.
Nach Satz 8 sind (Rw)*, (Rq)* Q-verschieden und nach (5) sind dann (Rgq)",
[R(v + w)]* Q-verschieden. Nach (8) sind die Geraden (Rq)* + (Rw)*, (Rq)* +
+ [R(v + w)]* Q-identisch. Auf Grund des Satzes 4 und der Definition 8 gilt
[R(u — v)]* = (Rq)* + (Rw)*, (Ru)* = (Rq)* + [R(v + w)]*. Nach a) sind die
Punkte (Ru)*, (Rw)*, [R(u — v)]* Q-nichtkolinear, also ebenfalls ein Widerspruch.
Die Punkte (Rw)*, [R(v + w)]* sind mithin Q-verschieden.

2. a) Die Punkte (Ru)*, [R(u — w)]* sind Q-identisch, (Ru)*, [R(u — v)]*
Q-verschieden; die Punkte [R(u — v)]*, [R(u — w)]* sind daher Q-verschieden. Die
Geraden [R(u — v)]* + (Ru)*, [R(u — v)]* + [R(u — w)]” sind Q-identisch. Wegen
Rv = Ru + R(u — v) gilt. (Ro)* = (Ru)* + [R(u — v)]*. Nach Satz 4 gilt sinn-
gemiss [R(v — w)]* = [R(u — v)]* + [R(v — w)]*. Wenn die Punkte (Rv)*,
[R(v — w)]* Q-verschieden sind, so sind nach (9) (Ru)*, (Rv)*, [R(v — w)]* Q-nicht-
kolinear, was einen Widerspruch enthilt.

b) Da die Punkte (Ru)*, [R(u — v)]* Q-verschieden sind, erhilt man durch Zei-
chenwechsel im Satz 8, dass (Ru)”, (Rq)* Q-verschieden sind. Da die Punkte (Ru)*,
[R(u — w)]* Q-identisch sind, sind (Rq)*, [R(u — w)]* Q-verschieden und nach
(8) sind die Geraden (Rq)* + (Ru)*, (Rq)* + [R(u — w)]* Q-identisch. Nach Satz 4
gilt (Rv)* = [R(u — w)]* + (Rq)*, [R(v + w)]* = (Rg)* + (Ru)*. Auf vollig analo-
gem Wege wie oben im Fall a) ldsst sich beweisen, dass die Punkte (Rv)*, [R(v + w)]*
Q-identisch sind.

Bemerkung 9. Wenn die Punkte (Ru)*, (Rv)*, (Rw)* Q-nichtkolinear und (Rv)*,
[R(u — v)]* als auch (Ru)*, [R(u — w)]* Q-verschieden sind, dann sind [R(v — w)]",
(Rv)* als auch [R(v + w)]*, (Rv)* Q-verschieden. Diese Behauptung erhilt man aus
der Aussage 1 des Satzes 9 durch Vertauschung der Elemente v, w. Somit gilt: Sind
(Ruy’, (Rv}*, [R(u — v)]* als auch (Ru)?, (Rw)*, [R(u — w)]* voneinander Q-ver-
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schieden, so sind auch (Ro)*, (Rw)*, [R(v — w)]* als auch (Rv)*, (Rw)*, [R(v + w)]*
miteinander Q-verschieden.

Satz 10. Es seien die Punkte (Ru)*, (Rv)*, (Rw)* Q-nichtkolinear und (Ru),
(Rv), [R(u — v)]* miteinander Q-verschieden.

1. Wenn die Punkte (Rw)*, [R(u — w)]* Q-verschieden sind, so sind auch (Rw),
[R(u + w)]* Q-verschieden.

2. Wenn die Punkte (Ru)*, [R(u — w)]* Q-identisch sind, so sind auch (Ru),
[R(u + w)]* Q-identisch.

Beweis. 1. Da die Voraussetzungen des Teiles 1 von Satz 9 befriedigt sind, sind
die Punkte (Rw)*, [R(v — w)]* Q-verschieden. Das besagt, dass (Rv)*, [R(u — v)]*
und (Rw)*, [R(v — w)]* Q-verschieden sind. Wenn wir im Satz 9 u und v miteinander
verwechseln, erhalten wir, dass die Punkte (Rw)*, [R(u — v)]* und (Rw)*, [R(u + w)]*
Q-verschieden sind. '

2. Den Beweis fithren wir ganz analog, wie im Teil 1.

Satz 11. Es seien die Elemente u, v, we M R-unabhdingig und die Punkte (Ru)*,
(Rv)*, (Rw)* Q-nichtkolinear.

1. Wenn die Punkte [R(u — v)]*, (Rv)* und [R(u — w)]*, (Rw)* Q-verschieden
sind, so sind auch [R(u — v — w)]*, [R(v + w)]* Q-verschieden.

2. Wenn die Punkte (Ru)*, [R(u — v)]* Q-verschieden sind, so sind auch
[R(u — v — w)]*, (Ru)* Q-verschieden.

Beweis. 1. Setzen wir ¢ = u — v — w. Nach Satz 8 sind die Punkte (Rw), (Rq)*
Q-verschieden. Nun werde vorausgesetzt, dass (Rq)*, [R(v + w)]* Q-identisch sind.
Dann sind die Geraden (Rw)* + (Rq)”, (Rw)* + [R(v + w)]* Q-identisch. Offenbar
gilt (Rv)* = (Rw)* + [R(v + w)]* und aus Satz 4 folgt [R(u — v)]* = (Rw)* +
+ (Rq)*. Da die Punkte (Rv)*, [R(u — v)]* Q-verschieden sind, sind nach (9) (Rv),
(Rwy*, [R(u — v)]* Q-nichtkolinear, was einen Widerspruch enthélt. Die Punkte
(Rq)*, [R(v + w)]* sind also Q-verschieden.

2. Es werde vorausgesetzt, dass die Punkte (Ru)*, (Rq)* Q-identisch sind. Nach
der Voraussetzung sind (Ru)*, [R(u — v)]* Q-verschieden. Folglich sind (Rq)*,
[R(u — v)]* Q-verschieden und nach (8) sind die Geraden [R(u — v)]* + (Ru)*,
[R(u — v)]* + (Rg)* Q-identisch. Offensichtlich ist (Rv)* = [R(u — v)]* + (Ru)*
und nach Satz 4 gilt (Rw)* = [R(u — v)]* + (Rq)". Die Punkte (Ru)*, (Ro)*, (Rw)*
sind Q-nichtkolinear im Widerspruch dazu, dass die Geraden [R(u — v)]* + (Ru)*,
[R(u — v)]* + (Rq)* Q-identisch sind.

Nach der Voraussetzung (4) aus Definition 8 existieren Punkte X, Y, Z € (M)
derart, dass X*, Y*, Z* Q-nichtkolinear sind. Sodann sind die Punkte X, Y, Z
R-nichtkolinear. Nach (1) aus Definition 8 gibt es einen Punkt U € X + Y derart,
dass die Punkte X* Y*, U* miteinander Q-verschieden sind und nach (2) liegen
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X*, Y* U* auf der Geraden in .@(N). Setzen wir X = Rx, Y= Ry’, U = Ru'.
Dann x, y’, u’ € M* und es geben &;, &, € R derart, dass u’ = &;x + &£,y’. Da die
Elementepaare x, u; y, u; x, u R-unabhéngig sind, gilt nach (3) ¢,. &, € R*. Danach
erhalten wir &7 'u" = x + E7'¢,y". Wirdu = 7', y = — &7,y gesetzt, so folgt
Y =Ry, U= Ru = R(x — y). Nach der Voraussetzung sind dabei (Rx)*, (Ry)",
[R(x — y)]* miteinander Q-verschieden. Ahnlich gibt es einen Punkt ¥V auf der Ge-
raden X + Z derart, dass X*, Z*% V* Q-verschieden sind und es gibt ein Element
z€ M*, wo Rz = Z, R(x — z) = V. Die Punkte (Rx)", (Rz)*, [R(x — z)]* sind dann
miteinander Q-verschieden. Nach Satz 9 und Bemerkung 9 sind auch (Ry)*, (Rz),
[R(y — z)]* miteinander Q-verschieden. Im weiteren werden die Punkte X, Y, Z und
Elemente x, y, z € M* fest gewihlt. ’

Definition 9. Die Teilmengen W, W*, W’ in M seien durch die folgende Vorschriften
definiert:

1. Mg W.
2. Es sei u e M*,
a) Wenn (Ru)*, (Rx)* Q-verschieden sind, dann gilt:

ueW < [R(x — u)]*, (Ru)* Q-verschieden sind.
ueW* < [R(x — u)]*, (Ru)*, (Rx)* miteinander Q-verschieden sind.
ue W < [R(x — u)]*, (Rx)* Q-identisch sind.

b) Wenn (Ru)”*, (Rx)* Q-identisch sind, dann gilt:
ueW < [R(y — u)]*, (Ru)* Q-verschieden sind.
ue W* < [R(y — u)]*, (Ru)’, (Ry)* miteinander Q-verschieden sind.
ue W <[R(y — u)]% (Ry)* Q-identisch sind.

Setzen wit W, = M, LU W', dann gilt W= W* U W, und Wn M* = W*u W'
Natiirlich ist x, y, z € W*.

Satz 12. Es sei ein beliebiger Punkt A€ %#(M) vorgelegt. Dann existiert ein
Element a € W* mit A = Ra.

Beweis. Entweder 4%, X* oder A%, Y* sind Q-verschieden. Nehmen wir an, dass
A*, X* Q-verschieden sind. Dann sind 4, X R-verschieden. Wihlen wir einen Punkt
Uc A+ X, wo A%, X*, U* miteinander Q-verschiden sind. Dann existieren Ele-
mente a, u € M*, wobei A = Ra,U = Ru = R(x — a). Da (Rx)*, (Ra)’, [R(x — a)]*
miteinander Q-verschieden sind, gilt nach Definition 9 a € W*.

Satz 13. W aus Definition 9 ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von M.

Beweis. 1. Wir beweisen zunidchst, dass —ae W Yae W. Wenn a € M,,, dann
—a e M,, denn M, ist ein Untermodul in M. Es sei weiter vorausgesetzt, dass a
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€ M* n W. Der Punkt (Ra)* ist Q-nichtkolinear mit mindestens einem Punktepaar
(Rx)", (Ry)* bzw. (Rx)", (Rz)* bzw. (Ry)*, (Rz)*. Nehmen wir an, dass etwa (Rx)",
(Ry)*, (Ra)* Q-nichtkolinear sind. Die Punkte (Rx)*, (Ry)* [R(x — y)]* sind mit-
einander Q-verschieden. Wegen a € Wsind [R(x — a)]*, (Ra)* Q-verschieden. Somit
sind die Voraussetzungen des Satzes 10 erfiillt, wo u = x, v = y, w = a. Auf Grund
dieses Satzes sind dann die Punkte (Ra)*, [R(x + a)]* Q-verschieden. Wegen (Ra)* =
= [R(—a)]* folgt —a e W laut Definition 9.

2. Nun wollen wir beweisen, dass a + be W Va, be W.
a) Es seien a, b € M,. So folgt a + b e M,.

b) Es seien a e M* n W, b e M. Setzen wir voraus, dass etwa die Punkte (Ra)¥,
(Rx)* Q-verschieden sind. Wegen a e W sind (Ra)*, [R(x — a)]* Q-verschieden.
Die Elemente a, a 4+ b sind R-abhingig und a + b e M*. Folglich sind die Punkte
Ra, R(a + b) R-identisch und (Ra)*, [R(a + b)]* Q-identisch. Entsprechend sind
die Elemente x — a, x — a — b R-abhingig, Punkte R(x — a), R(x — (a + b))
R-identisch und [R(x — a)]*, [R(x — (a + b))]* Q-identisch. Aus der Voraus-
setzung, dass die Punkte [R(x = a)]*, (Ra)* Q-verschieden sind, folgt dann nach
(5), dass [R(a + b)]*, [R(x — (a + b))]* Q-verschieden sind. Dies bedeutet, dass
a+ beW.

c) Esscien a, be M* N W.

o) Setzen wir voraus, dass die Punkte (Ra)*, (Rb)* Q-verschieden sind. Mindestens
eins der Tripel (Ra)*, (Rb)*, (Rx)*; (Ra)* (Rb)*, (Ry)*; (Ra)*, (Rb)", (Rz)* wird durch
die Q-nichtkolinearen Punkte erzeugt. Setzen wir voraus, dass (Ra), (Rb)", (Rx)*
Q-nichtkolinear sind. Wegen a,be W sind die Punkte (Ra)* [R(x — a)]* und
(RbY*, [R(x — b)]* Q-verschieden. Nach Satz 11 sind dann [R(x — (a + b))]*,
[R(a + b)]* Q-verschieden und dies bedeutet, dass a + b e W.

B) Nun werde vorausgesetzt, dass die Punkte (Ra)*, (Rb)* Q-identisch sind. Es
seien die Punkte (Ra)*, (Rx)* Q-verschieden. Dann sind [R(x — a)]*, (Ra)* und
auch [R(x — a)]*, (Rb)* Q-verschieden. Nach den Fillen 1, 2. ca)istx — ae Wn M*
und zugleich (x — a) — be Wn M*. Wenn die Punkte (Rx)*, [R(x — (a + b))]*
Q-identisch sind, dann a + be W’. Wenn diese Punkte Q-verschieden sind, dann
gilt [x — (@ + b)] — x = —(a + b) e W und hieraus a + be W.

Satz 14. W, aus Definition 9 ist eine Untergruppe der Gruppe W.

Beweis. 1. Wir beweisen, dass —ae W, Yae W,. Wenn a € My, so —a e M,.
Setzen wir also voraus, dass ae W', wobei z. B. die Punkte (Rx)*, (Ry)", (Ra)*
Q-nichtkolinear sind. Die Punkte (Rx)%, (Ry)*, [R(x — y)]* sind miteinander
Q-verschieden und (Rx)*, [R(x — a)]* Q-identisch, denn a € W,. Nach Satz 10 sind
die Punkte (Rx)*, [R(x + a)]* Q-identisch und daher —a e W,.

2. Jetzt beweisen wir, dass a + be W, Ya, b e W,.
a) Wenn a, be My, so a + be M,.
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b) Es seien a € W', b € M. Nehmen wir z. B. an, dass (Rx)*, (Ra)* Q-verschieden
sind. Wegen ae W’ sind (Rx)*, [R(x — a)]* Q-identisch. Die Elemente x — a,
x — (a + b)sind R-abhingig und die Punkte R(x — a), R(x — (a + b)) R-identisch.
Daher sind [R(x — a)]*, [R(x — (a + b))]* Q-identisch, nach (5) sind (Rx)*,
[R(x — (a + b))]* Q-identisch, woraus a + b e W’ folgt.

c) Es seien (Ra)*, (Rb)* Q-verschieden und a € W*, be W M*. Hieraus folgt
a + be W*: Mindestens einer der Punkte (Rx)*, (Ry)*, (Rz)* ist Q-nichtkolinear
mit (Ra)*, (Rb)". Setzen wir voraus, das die Punkte (Rx)*, (Ra)¥, (Rb)* Q-nichtkoli-
near sind. Nach Satz 13 gilt a + b e W. Da (Rx)*, [R(x — a)]* Q-verschieden sind,
gilt nach Satz 11, dass [R(x — (a + b))]*, (Rx)* Q-verschieden sind. Danach a +

"+ be W

d) Es gilt a + be W* Yae W* Vbe W’: Mindestens einer der Punkte (Rx)",
(Ry)", (Rz)* ist mit den Punkten (Ra)*, (Rb)* Q-verschieden. Nehmen wir an, dass
die Punkte (Rx)*, (Ra)* und (Rx)”, (Rb)* Q-verschieden sind. Nach der Voraus-
setzung sind (Rx)*, [R(x — a)]* Q-verschieden und (Rx)*, [R(x — b)]* Q-identisch.
Nach 1 gilt —b e W', folglich (Rx)*, [R(x + b)]* sind Q-identisch. Nach (5) sind die
Punkte [R(x — a)]*, [R(x + b)]* Q-verschieden. Es gilt a — xe W und nach
Fall c) ist x + b e W*. Nach c) folgt weiter (x + b) + (a — x) = a + be W*

€) Es gilt a + beW, Va,be W': Es sei ¢ =a + be W*,so folgt a = ¢ — b,
mit —b e W'. Nach d) gilt a € W*, was aber einen Widerspruch ergibt. Demnach
gilta + beW,.

Setzen wir R = {0 e R | oy € W}, Ry = {0 € R| oy € Wy} und R* = R\ R,. Falls
0€ Ry, so gye M, und es gilt daher R, = R,. Weiter gilt o € Ry n R* <> gy e W'.

Satz 15. Es gilt: 1. gae W Yoe R Vae W.
2. gae W, Yoe R Vae W,
3. gae W, Yoe R, Vae W.

Beweis. Wenn ¢ € Ry, dann ist ga € M, Ya € W und daher ga € W,. Wenn a € M,
dann ist ga € M, Vo € R und daher ga € W,,. Im weiteren wird vorausgesetzt, dass
0€ R\Ry, ae Wn M* gilt.

1. Es seien g€ R\ Ry, ae Wn M*. Wegen g € R* gibt es ein ¢ ' € R und es gilt
Ro =

a) Setzen wir voraus, dass die Punkte (Rx)*, (Ry)*, (Ra)* Q-nichtkolinear sind.
Die Punkte (Rx)*, (Ry)*, [R(x — y)]* sind miteinander Q-verschieden, [R(x — a)]*,
(Ra)* Q-verschieden und wegen ¢e R gilt, dass [R(x — Qy)] (Royy: = (Ryy*
Q-verschieden sind. Setzen wir im Satz 9 u = x, v = y, w = a, so ergibt sich, dass
die Punkte (Ra)*, [R(y — a)]* Q-verschieden sind. Setzen wir im Satz 9 weiter
u=y,v=0"'X, w=a. Somit sind die Punkte [R(¢™'x — a)]* = [R(x — ¢a)]*,
(Ra)* = (Rea)* Q-verschieden. Dies besagt jedoch, dass ga € W.

b) Setzen wir voraus, dass die Punkte (Rx)”, (Ry)", (Ra)* Q-kolinear sind. Die
Punkte (Ra)", (Ry)* seien zunichst Q-verschieden. Sodann sind (Ry), (Rz)¥, (Ra)*
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Q-nichtkolinear; der Beweis verlduft ganz analog zum Teil a), bloss der Punkt (Rx)"
wird durch (Rz)* ersetzt. Wenn (Ra)*, (Ry)* Q-identisch sind, sind die Punkte
(Rx)", (Rz)*, (Ra)* Q-nichtkolinear. Nach dem Teil a) gilt ¢z € W; der Beweis wird
dhnlich gefiihrt wie in a), bloss der Punkt (Ry)* wird durch (Rz)* ersetzt.

2. Esseien ge R\ Ry, ae W'

a) Setzen wir voraus, dass die Punkte (Rx)*, (Ry)*, (Ra)* Q-nichtkolinear sind.
Die Punkte (Rx)*, (Ry)", [R(x — y)]* sind miteinander Q-verschieden, (Rx)",
[R(x — a)]* Q-identisch und (Ry)* = (Rey)", [R(x — ¢y)]* Q-verschieden. Nach
Satz 9 sind (Ry)*, [R(y — a)]* Q-identisch. Setzen wir imSatz9u =y, 0=o0'x,
w = a, so erhilt man, dass die Punkte [R(e™'x — a)]* = [R(x — oa)]*, (Ro™'x)* =
= (Rx)* Q-identisch sind. Dies bedeutet, dass ga € W,.

b) Sind die Punkte (Rx)* (Ry)" (Ra)* Q-kolinear, dann geht man #hnlich wie
beim Fall 1b, vor.

3. Esseien g€ Rg\ Ry, ae Wn M*,

a) Setzen wir voraus, dass die Punkte (Rx)*, (Ry), (Ra)* Q-nichtkolinear sind.
Die Punkte (Rx)* (Ry)*, [R(x — y)]* sind miteinander Q-verschieden, (Ra)*,
[R(x — a)]* Q-verschieden und (Rx)*, [R(x — gy)]* Q-identisch. Nach Satz 9
sind (Ra)*, [R(a + y)]* Q-verschieden. Setzen wir ¢ = ¢ 'x —a — y und sei
vorausgesetzt, dass die Punkte (Rq)*, (Rx)* Q-verschieden sind. Dann sind (Rq)*,
[R(x — oy)]* = [R(¢™'x — y)]* Q-verschieden und nach (8) sind die Geraden
(Rg)* + (Rx)*, (Rq)* + [R(e™'x — y)]* Q-identisch. Auf Grund des Satzes 4
gilt (Ra)* = (Rg)* + [R(e™'x — y)]% [R(a + »)]* = (Rq)* + (Rx)". Nach (9) sind
die Punkte (Ra)*, (Rx)*, [R(a + y)]* Q-nichtkolinear, was jedoch ein Widerspruch
ist. Die Punkte (Rg)*, (Rx)* sind somit Q-identisch. Die Geraden (Ry)* + (Rq)*,
(Ry)* + (Rx)* sind Q-identisch und nach Satz 4 gilt [R(e™'x — a)]* = (Rg)* +
+ (Ry)*. Die Punkte (Rx)*, [R(¢™'x — a)]* sind Q-identisch, denn anderenfalls
wiren (Rx)%, (Ry)*, [R(¢”'x — a)]* Q-nichtkolinear, also ein Widerspruch. Somit
gilt ga e W,.

b) Sind die Punkte (Rx)*, (Ry)*, (Ra)* Q-kolinear, dann geht man analog wie im
Fall 1b) vor.

Satz 16. R ist ein totaler Unterring in R, R, ist die Menge nichtinvertierbarer
Elemente in R.

Beweis. 1. R ist ein Ring: Es gebe beliebige ¢4, 0, € R. Sodann ¢,y, ¢,y € W und
nach Satz 13 gilt ¢,y + @,y = (1 + 02) y€ W, so dass ¢; + €2 € R. Nach Satz 15
ist QZ(Qly) = (9291) ye Wund g,0; € R. »

2. Nach Definition von R gilt R, = R. Es sei ¢ € R\ R. Dann ¢y ¢ Wund aus Satz
15 folgt auch gx ¢ W. Nach Definition 9 sind daher die Punkte [R(y - Qx)]" =
= [R(x — ¢ '»)J*, (Rx)* Q-identisch. Dies besagt jedoch, dass o7 lyeW, o te R,.
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Es gebe ¢ € Ry \ R,y. Dann ¢y € W’ und nach Satz 15 auch éx € W'. Folglich sind die
Punkte [R(y — &x)]* = [R(x — ¢7'y)]%, (Ry)* = (RE™'y)* Q-identisch. Hieraus
ergibt sich 71y ¢ W, also ¢ ¢ R.

Bemerkung 10. Auf Grund der Sitze 1,2 und 16 ist R, ein maximales Ideal im
Ringe R. Nach Satz 15 gilt gu e W Yo e R Yu € W. Im Hinblick auf diese dussere
Operation ist W ein Modul iiber dem Ringe R und W, ein Untermodul in W.

Satz 17. Es gebe Punkte Ra, Rb e #(M) derart, dass (Ra)*, (Rb)*, [R(a — b)]*
Q-verschieden sind und setzen wir (Ra)" = Qa’. Es existiert ein einziges Element

b" = h(a, a’, b) € N*, wo (Rb)* = Qb’, [R(a — b)]* = Q(a’ — b").

Beweis. Die Punkte (Ra)*, (Rb)* sind Q-verschieden und nach Definition 8 sind
daher Ra, Rb R-verschieden. Somit ist a — b e M*. Es gilt R(a — b) = Ra + Rb
und nach Definition 8 ergibt sich [R(a — b)]* = (Ra)* + (Rb)*. Setzen wir
[R(a — b)]* = Q, (Rb)* = Qz'. Dann existieren Elemente «, f € Q mit ' = oa’ +
+ Bz’. Nach den Voraussetzungen sind die Elemente a’, z’; a’, t’; z/, t' Q-unabhingig
und nach (3) ist o, B € Q*. Setzen wir b’ = —a~'Bz’, dann b’ € N* und (Rb)* = Qb'.
Es gilt weiter [R(a — b)]* = Q1 = Qu~'t" = Q(a’ — b’). Somit ist die Existenz
von b’ bewiesen.

Es liegt ein Element b” € N* vor mit (Rb)* = Qb", [R(a — b)]* = Q(a’ — b").
Dann erhalten wir Qb’ = Qb”, Q(a’ — b") = Q(a’ — b’). Es bestehen ¢, ¢, € Q*
mit b = g,b", a’ — b’ = g,a’ — g,b". Hieraus erhdlt man (1 —g)a =
= (¢, — 0,) b". Nach Satz 3 folgt (1 — ¢,)a’ = (¢; — 0,) b" = 0 und nach (2)
schliesslich ¢, = 1, ¢; = ¢,. Hieraus ergibt sich ¢; = 1 und b’ = b".

Bemerkung 11. Aus dem vorstehenden Beweis folgt: Die Beziehung b’ = h(a, a’, b)
gilt genau dann, wenn a’ = h(b, b, a).

Satz 18. Es gebe Punkte Ra, Rb, Rc € (M) mit folgenden Eigenschaften:

a) (Ra)", (Rb)", (Rc)* sind Q-nichtkolinear.

b) (Ra)*, (Rb)*, [R(a — b)]* sind miteinander Q-verschiden.

¢) (Ra)", (Re), [R(a — c)]* sind miteinander Q-verschieden.
Setzen wir (Ra)* = Qa’ und b’ = h(a, a’,b), ¢’ = h(a, a’,c). Sodann existiert
ein Element h(b, b’, ¢) e N* und es gilt ¢’ = h(b, b’, c).

Beweis. Nach Bemerkung 9 sind die Punkte (RbY, (Rc)*, [R(b — ¢)]* miteinan-
der Q-verschieden und nach Satz 17 existiert h(b, b’, ¢). Dabei gilt (Ra)* = Qa’,
(Rb)* = Qb', (Re)* = Qc’, [R(a — b)]* = Q(a’ — '), [R(a — ¢)]* = Q(a’ — ¢).
Nach a) sind die Elemente a’, b, ¢’ Q-unabhéingig. Nach Definition 8 sind a, b, ¢
R-unabhingig. Auf Grund des Satzes 4 gilt R(b — ¢) = (Rb + Rc)n [R(a — b) +
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+ R(a — c)]. Die Punkte [R(a — b)I* [R(a — ¢)]* und (Rb)’;, (Re)* Sir.ld Q-ver-
schieden, die Geraden (Rb)* + (Rc)", [R(a = b)]* + [R(a — ¢)]* Q-verschieden und
nach Definition 8 ergibt sich [R(b — ¢)]" = [(Rb)* + (Ref] 0 [(R(a — b)) +
+ (R(a — ¢))] = (Qb' + Q') ~ [Q(a" — b)) + Q@ — )] = Q(b" - ¢). Also
aus Satz 17 folgt ¢’ = h(b, b’, c).

Satz 19. Es seien a, be W*, a + b e W* und es gelte:
1. Sind (Ra)*, (Rb)* Q-verschieden, so sind (Rx)", (Ra)*, (Rb)* Q-nichtkolinear.
2. Sind (Ra)*, (Rb)* Q-identisch, so sind (Rx)", (Ra)* Q-verschieden.

Wenn (Rx)* = Qx’' gesetzt wird, so erhdlt man h(x,x',a + b) = h(x, x', a) +
+ h(x, x', b). ;

Beweis. Wegen a, b € W* sind die Punkte (Rx)", [R(x — a)]*, (Ra)* sowie (Rx)*,
[R(x — b)]*, (Rb)* miteinander Q-verschieden. Nach Satz 17 ldsst sich setzen
a’ = h(x,x', a), b’ = h(x, x’, b). Dann (Ra)* = Qa’, (Rb)* = Qb', [R(x — a)]* =
= Q(x' — a'), [R(x — b)]* = Q(x" — b'). Die Elemente x’, a’, b’ sind Q-unabhin-
gig und x, a, b R-unabhingig. Nach Satz 4ist R(x — a — b) = [R(x — a) + Rb] n
N [R(x — b) + Ra]. Dann [R(x — (a + b))]* = [(R(x — a))* + (Rb)] n
A[(R(x — b)Y + (Ra)] = [Q(x" — @) + Qb ] " [Q(x" — b') + Qa'] = O(x' —
—a’ — b'). Unter weiterer Anwendung des Satzes 4 erhalten wir R(a + b) =
= (Ra + Rb) n [R(x — (a + b)) + Rx]. Wegen a + be W* gilt, dass [R(x —
— (a + b))]*, (Rx)* Q-verschieden sind. So erhilt man [R(a + b)]* = [(Ra)* +
+ (ROY] 0 [(RGx — (@ + B + (Rx)] = (Qa' + 0 [O(x' — @' — b) +
+ 0x] = Q(a’ + b'). Es gilt somit (Rx)* = Qx', [R(a + b)]* = Q(a’ + b’),
[R(x = (a + b))]* = Q(x" — (¢’ + b")) und mithin ist a’ + b" = h(x, x', a + b) =
= h(x, x', a) + h(x, x', b).

2. Entweder die Punkte (Rx)* (Ry), (Ra)* oder (Rx)*, (Rz)",(Ra)* sind
Q-nichtkolinear. Setzen wir voraus, dass (Rx)*, (Ry)*, (Ra)* Q-nichtkolinear sind.
Dann a + y € W* und nach dem Fall 1 ist h(x, X', a + y) = h(x, X', a) + h(x, x', y).
Da die Punkte (Ra)* (Rb)* Q-identisch sind, sind (Rx)*, (Rb), [R(y + a)]*
Q-nichtkolinear. Daraus (a + y) + b e W* und nach Fall 1 ist h(x, x', b) + h(x, x',
a +y) = h(x,x',a + b + y). Die Punkte (Rx)*, (Ry)*, [R(a + b)]* sind Q-nicht-
kolinear und nach dem Fall 1 ist h(x, x’, @ + b) + h(x,x’,y) = h(x,x",a + b +
+¥) = h(x,x,b) + h(x,x';a + y) = h(x, x’, a) + h(x, x', y) + h(x, x', b). Hieraus
h(x,x',a + b) = h(x, x’, a) + h(x, x', b).

Bemerkung 12. Wenn der Punkt (Ry)* bzw. (Rz)* die im Satz 19 auf den Punkt (Rx)*
gelegten Forderungen erfiillt, so wird ganz analog bewiesen, dass h(y, y'sa + b) =
= h(y,y',a) + h(y, y', b) bzw. h(z, z’, a + b) = h(z, z', a) + h(z, ', b).

Im weiteren werde vorausgesetzt, dass (Rx)" = Qx’. Nach Satz 17 setzen wir
y' = h(x,x’, y) und z’ = h(x, x’, z). Nach Bemerkung 11 gilt x' = h(y, y’, x) =
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= h(z, z’, x). Auf Grund des Satzes 18 folgt dann z' = h(y, y’, z)und y’ = h(z, z', y).
Es liege ein beliebiges a € W* vor und werde vorausgesetzt, dass die Punkte (Rx),
(Ra)* Q-verschieden sind. Dann sind entweder (Rx)*, (Ry)*, (Ra)* oder (Rx)*, (Rz)",
(Ra)* Q-nichtkolinear, sagen wir etwa (Rx)*, (Ry)*, (Ra)*. Die Punkte (Rx)*,
[R(x — a)]*, (Ra)* sowie (Rx)*, [R(x — y)]*, (Ry)* sind miteinander Q-verschieden
und nach Satz 18 gilt @’ = h(x, x’, a) = h(y, y’, a). Setzen wir voraus, dass die
Punkte (Rx)*, (Ra)* Q-identisch sind. Dann sind (Ry)*, (Rz)*, (Ra)* Q-nichtkolinear.
Nach Satz 18 gilt dann o’ = h(y, )’, @) = h(z, z’, a). Fiir beliebiges Element a € W*
existieren also mindestens zwei Elemente aus h(x, x', a), h(y, y', a), h(z, z’, a), die
sich gleich sind. Bezeichnen wir dieses Element mit a®’. Dadurch ist die Abbildung ¢’
der Menge W* in N* definiert. Dabei gilt nach Satz 17

(13) (Ruy* = Qu°" Yue W*.
Nach Satz 19 gilt dann
(14) (u +0)0 =u" +0v° firjede u,ve W* mit u + ve W*.

Es scien a € W*, ¢ e R*. Dann gae W* und es gilt (Ra)* = Qa° = [R(ea)]* =
= Q(ou)°". Es existiert ein Element g(g, u) e Q*, wobei (ou)’ = g(o, u)u®" ist.
Fiir ein beliebiges ¢ € R* und a, b € W*, a + be W* gilt g(o, a) = g(o, b): Es werde
zunéchst vorausgesetzt, dass die Punkte (Ra)* = Qa®’, (Rb)* = Qb°  Q-verschieden
sind. Dann sind Ra, Rb R-verschieden und es gilt g (¢, a + b) a®” + g(o, a + b) b°' =
=g(o,a + b)(a® + b°) = glo,a + b)(a + b)° = [e(a + b)]" = (ea + ob)’" =
= (¢a)”" + (eb)° = g(o, a) a®" + g(o, b) b°". Da die Elemente a°’, b°" Q-unab-
héngig sind, gilt nach Satz 3 und (2) g(e, @ + b) = g(o, a) = g(e, b).

Seien nun die Punkte (Ra)*, (Rb)* Q-identisch. Es existiert ein Punkt, etwa (Rx)*,
wo (Ra)*, (Rx)* Q-verschieden sind. Dann sind auch (Rb)*, (Rx)* Q-verschieden
und x + u, x + ve W*. Nach dem Vorangehenden erhilt man g(g, a) = g(o, x) =
= g(g, b). Fiir jedes g € R* werde 0® = g(g, a), a € W* geschrieben. Dann ist ¢’
die Abbildung von R* in Q* und es gilt

(15) (ea)” = ¢*a” YoeR* Yae W*.

Bemerkung 13. Wenn a € W, ist, dann existieren u, v e W*, wo a = u + v. Hierfiir
geniigt es ein beliebiges Element u € W* zu wihlen und v = a — u zu setzen. Danach
ve W* und a = u + v. Analog gibt es fiir beliebiges ¢ € R, solche &, n € R*, wo
e=<¢+n.

Satz 20. Setzen wir a® = a® VYae W*. Falls a € W,, wihlen wir beliebige Ele-
mente u,ve W* mit a =u + v und setzen wir a®° = u° + v°. Dann ist ¢ ein

Homomorphismus der Gruppe Win N.
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Beweis. 1. Fiir ein beliebiges Element a € W* gilt (—a)” = —a°: Wihlen wir
ein Element b € W* so, dass a + b e W*. Nach 14 gilt dann [(a + b) + (—a)]° =
=(a + b)" + (—a)” = a° + b° + (—a)° = b° und daraus (—a)’ = —a°.

2. oist eine Abbildung: Esseiae Wounda =u + v =p + q,wop, q,u,ve W¥,
Setzen wir voraus, dass u, p R-unabhéngig sind. Dann u — p € W* und es gilt nach
Mg =[v+@@—-pl'=v"+@u+(=p) =v"+u"+(-p =u"+v°—p°.
Hieraus folgt u® + v” = p° + q° = a°. Nun seien u, p R-abhédngig. Es existiert ein
Element w € W*, das R-unabhingig mit u ist. Desgleichen sind p, w R-unabhéngig.
Setzen wir @ = w + w'. Nach dem Vorangehenden gilt dann u® + v° = w° + (w')’,
w’ + (W)” = p° + ¢° und hieraus u° + v* = p° + ¢°.

3. o ist ein Homomorphismus der Gruppe Win N:

a) Nach (14) ist (u + v)° = u® + v° fiir jede solche u, ve W*, wo u + ve W*.

b) Esselenu,ve W*, a =u + ve W,. Nach 2 ist dann a” = (u+v) =u"+ 0"

c) Es seien u € W*, v e W,. Wihlen wir ein Element a € W*, welches R-unabhin-
gig mit u ist. Hiernach a + u € W*. Wird b = v — a gesetzt,sov = a + b, be W*.
Nach 2 gilt v° = a° + b° und zugleich (u + v)” = [b + (a + u)]°. Nach a), b)
gilt(u + v)° =b" + (a+u)” =b" 4+ a” + u’ =u’ +1°.

d) Es seien u, ve W, und werde u = a + b, a, be W* gesetzet. Nach 2 erhilt
manu’® = a° + b°und (u + v)° = [a + (b + v)]" mit b + ve W*. Nach a), b) folgt
[a + (b +v)]°=a" + (b + v)°. Nach c) folgt (b + v)” = b° + v° und hieraus
schliesslich (u + v)” = a® + b° + v° = u° + 1°.

Satz 21. Setzen wir 0% = ¢® VYo e R*. Wenn g€ R,, so wihlen wir beliebige
&, &, €R* so, dass ¢ = & + &, ist und werde @ = &9+ &% gesetzt. Sodann
ist ¢ eine Abbildung des Ringes R in Q und es gilt (ou)” = ¢®u° Vo€ RVu e W.

Beweis. 1. ¢ ist eine Abbildung: Es sei pe R, und ¢ = &; + &, = oy + a,,
wo oy, oy, &, & € R*. Wihlen wir ein beliebiges u € W*. Nach Satz 20 und (15)
erhalten wir (ou)” = [(&; + &) u]” = (Eu + &u)” = (Eu)” + (Eu)” = Eu® +
+ &u® = (&7 + &) u” = [(ag + o) u]” = ofu” + ofu’ = (af + af)u°. Wegen
u’ € N* gilt nach (2) af + of = &7 + &4 = %

2. Es gilt (ou)” = o*u’ Voe R Yue W

a) Wenn ¢ € R*, u e W*, so gilt nach (15) (¢a)” = ¢%a’.

b) Es seien g€ Ry, ue W* und werde ¢ = &; + &,; &4, &, € R* gesetzt. Dann
gilt ¢” = &7 + & und (ou)” = [(&y + &) ul” = (£ + &) u” = o®u”.

c) Es seien ge R, ue W, und werde u = a + b; a, be W* gesetzt. Dann gilt
(ou)” = [e(a + b)]° = (¢a + ob)” = (¢a)® + (eb)’. Nach a), b) folgt (ca)” +
+ (b)” = ¢%a’ + b’ = ¢%(a + b)" = ¢®u°.

Satz 22. Es seien g, ¢ Abbildungen aus Sdtzen 20, 21. Dann u® e Ny < u € W,
0’ € Qo <> 0€R,.
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Beweis. 1. Zunichst beweisen wir die Aquivalenz u’ € Ny <> u € W,. Nach Defini-
tion von ¢ gilt u” e N* fiir jedes Element u € W*. Es sei u € W'. Dann ist u € M*
und die Punkte (Rx)*, (Ru)* oder (Ry)*, (Ru)* sind Q-verschieden. Seien (Rx),
(Ruy* Q-verschieden. Nach Definition 9 sind (Rx)*, [R(x — u)]* Q-identisch. Wegen
x — ue W* gilt nach (13) und nach Satz 20 (Rx)* = Qx°, [R(x — u)]* =
= Q(x — u)” = Q(x° — u°). Die Elemente x°, x” — u° sind Q-abhingig und daher
existieren &1, &, € Q* derart, dass die Elemente &,x° + &,(x7 — u°) = (&, + &) x° —
— &,u’ e Ny gilt. Dies jedoch besagt, dass die Elemente x°, u® Q-abhingig sind.
Nach Satz 12 existiert ein Element v € Ru, v € W*. Dann u = gv, wo ¢ € R und nach
Satz 21 folgt u” = @”v°. Nach (13) ist (Ru)* = (Rv)* = Quv°, woraus u’ € Quv° gilt.
Weiter sei u” € N*. Dann ist Qu° = Qv°, die Punkte Qu°, Ox° sind Q-verschieden
und Elemente u’, x° Q-unabhingig, was jedoch zum Widerspruch fithrt. Somit
gilt u” € No. Es sei u € M, und werde ein beliebiges Element v € W’ gewéhlt. Hiernach
u+veW und (u + v)° = u° + v°€ Ny, veN,. Daraus folgt u’ e N,.

2. Wir beweisen die Aquivalenz ¢? € Q, <> 0 € Ry:

Setzen wir voraus, dass ¢ € R,. Dann gy € W,. Nach Satz 21 erhilt man (Qy)" =
= 0%y? und nach 1 ist ¢®y’ € N,. Wegen y° e N* gilt ¢® € Q,. Es sei umgekehrt
0” € Qo. Dann ¢®y” = (gy)” € N,. Nach 1 ist ¢y € W, und daher g € R,,.

Beweis des Theorems. x sei ein Homomorphismus des projektiven Raumes
2(M) mit Homomorphismus in den projektiven Raum 2(N) mit Homomorphismus.
Nach Definition 9 wird die Menge W = M festgelegt. Dann M, = W. Nach Satz 16
und Bemerkung 10 ist W ein Modul iiber dem Ring R, R = R. Der Ring R ist ein
totaler Unterring in R und R, ist ein maximales Ideal in R. Betrachten wir die in den
Sitzen 20 und 21 definieren Abbildungen ¢ : R — Q, ¢ : W— N. Das Paar (¢, 0)
ist eine in der Definition 7 beschriebene verallgemeinerte semilineare Abbildung
der Moduln M, N in bezug auf den Modul W: Die Eigenschaft (1) wird nach Satz 20
und die Eigenschaft (2) nach Satz 21 erfiillt. Die Forderung (3) folgt aus Satz 22.
Die Forderung (4) ist eine Folgerung des Satzes 12, der Beziechung (13) und der
Definition von ¢. Die Forderungen (5) und (6) ergeben sich aus den Definitionen 5

und 8 und aus (13). Nach (13) induziert die verallgemeinerte semilineare Abbildung
(¢, o) die projektive Abbildung x.

Bemerkung 14. Es sei der Homomorphismus » des projektiven Raumes (M)
in 2(N) durch die verallgemeinerte semilineare Abbildung (¢, ¢) der Moduln M, N
in bezug auf W induziert. Nach der Bemerkung 7 wird es moglich sein die verallge-
meinerte semilineare Abbildung ((ﬁ, 6) der zu den Moduln M, N zugeordneten
Vektorrdume M’, N’ in bezug auf W’ zu bestimmen. Nach Satz 7 induziert die
verallgemeinerte semilineare Abbildung (&, ) einen Homomorphismus »' der
zu Z(M), 2(N) zugeordneten projektiven Riume 2(M’), Z(N').
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