Czechoslovak Mathematical Journal

Dietmar Kahnert
Addition linearer Cantormengen

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 24 (1974), No. 4, 563-572

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/101275

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1974

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/101275
http://dml.cz

Czechoslovak Mathematical Journal, 24 (99) 1974, Praha

ADDITION LINEARER CANTORMENGEN

DieTMAR KAHNERT, Stuttgart

(Eingegangen am 14. August 1973)

Ist C eine Cantormenge, C* die von C erzeugte additive Untergruppe der reellen
Zahlen R und L das Lebesgue-MaB, so wird untersucht, welche Bedingungen an C
gestellt werden miissen, damit L(C*) = 0 oder L(C*) > 0 ist. Ferner wird gezeigt,
daB es zu jeder Cantormenge C eine Cantormenge B mit L(B) = 0 gibt, so da3
B + C={b+ c:beB, ceC} ein Intervall enthilt.

1. Cantormengen. Wir nennen eine Teilmenge C der reellen Zahlen eine Cantor-
menge, wenn sie eine Darstellung der Form C = ) C(k) besitzt, wobei folgende
k=0

Bedingungen (1)—(4) gelten miissen.

(1) C(0) ist ein abgeschlossenes Intervall. Fiir k € N besteht C(k) aus N, = nyn, ... n«
(n = 2) disjunkten abgeschlossenen Intervallen, genannt Intervalle k-ter Stufe,
die alle die gleiche Léange I, besitzen.

(2) Jedes Intervall k-ter Stufe enthalt genau ny,, Intervalle (k + 1)-ter Stufe.

(3) Benachbarte Intervalle (k + 1)-ter Stufe, die in demselben Intervall k-ter Stufe
liegen, haben denselben Abstand a,. ;.

(4) Die Randpunkte aller Intervalle von C(k) gehoren zu C.
Jede derartige Cantormenge ist, ,,ensemble parfait de translation* im Sinne von

KAHANE-SALEM [3]. Die Umkehrung gilt nicht. Im Falle n, = 2, I, = 1/3* und
a, = I, erhilt man die klassische Cantormenge.

2. Korper vom Lebesgue-MaB Null. Setzt man & = L[l,_, (k = 1,2, ...), so wird
von Kahane-Salem (s. [3], S. 103 und auch [1], S. 90) die Implikation

©) ne=2, &—0=L(C*) =0
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bewiesen. Wir zeigen mit Satz 1, daB unter diesen Vorraussetzungen sogar der von C
erzeugte Unterkorper CX der reellen Zahlen Lebesgue-MaB Null besitzt. Der beim
Beweis auftretende Begriff ,,metrische Dimension* (in Zeichen: dim,,) stammt von
WEGMANN [8]. Ist C eine Cantormenge, so gilt

log N,
¢»0 —logg k- —log (I, + ay)

([4]. die dort erwihnte Bedingung a, > I, ist unndtig), wobei fiir g > 0

N,(C) = min {m : es existieren C; mit Y C; = C und |C;| < ¢}
i=1
ist.

Hilfssatz 1. Ist die Folge (n,) beschrinkt und lim & = 0, so folgt dim,, C = 0.

k— >

Beweis. Fir k = 1,2, ... erhilt man

ai = (lk—l - nklk)/(nk - 1) = (lofléz ék—l(l - "kék))/("k ~ 1)
und

b+ ap = (I8, &y o &yl = ED)(m — 1) (k=1,2,..).

Ist M eine obere Schranke fiir die Folge (n,) und N, so gewahlt, da} bei gegebener
Zahl n fir alle m > N, stets &, < 1/n ist, dann gilt

. . log N,
dim,, C = lim sup <
kv —log ((10€,&; ... & i) (1 = &))(m — 1)
klog M <

< lim sup
koo —log 1g€1&s ... &y

. klog M log M
< lim sup = .
k- (k= No)logn logn

Damit ist dim,, C = 0.

Bemerkungen. Setzt man die Folge (n,) nicht als beschrinkt voraus, so gilt die
Folgerung in Hilfsatz 1 nicht. Umgekehrt folgt, selbst wenn (n,) beschrinkt ist, aus
dim,, C = 0 nicht notwendig &, — 0. Man konstruiert nimlich leicht eine Cantor-
menge C mit n, = 2, lim sup &, = } und dim,, C = 0. Sei etwa [, = 1 und

k—
L (4 = 1k +3) I, fir k=0,24,...
ket {lk/(k + 1)+t fir k=1,3,5,...
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Dann ist
limsup &, = 4

k=0
und
WS- (k2 9).
Es folgt
k+1
dim,, C < lim sup log 277 < lim sup (k +1)log2 0

k- —logl, k- (k —2)log(k — 2)

Ist lediglich liminf ¢ = 0, so kann, selbst bei beschrinkter Folge (n,), nichts
k=
iber dim,, C geschlossen werden. Man findet z. B. leicht eine Cantormenge C mit
dieser Eigenschaft derart, daB stets n, = 2 und dim,, C = 1 ist.
Das folgende Ergebnis wird bereits in 2.4 von [4] erwihnt, der Beweis jedoch dort
nicht ausgefiihrt.

Hilfssatz 2. Ist X eine Teilmenge der reellen Zahlen und dim,, X = 0, so ist auch
dim,, X* = 0.

Beweis. Sei
Z-Y={z—y:zeZ yeY}, i:{izzez, yeY~{0} (Z.Y<R),
y
X
X1=XU(X—X)U)—(
und
‘ Xn—l
X, = Xpoy U(Xpoy — Xpy) U (n=23.).
Xn—l
Dann ist
XK_UXII
n=1
Wegen

dim, U X, = sup {dim,, X,,:n =1,2,...}
n=1

[8] geniigt es zu zeigen, daB dim,, X, = O fiir alle n ist. Wie in [4] bewiesen wird,
gilt fir Teilmengen A und B der reellen Zahlen stets

dim,, (4 — B) £ dim, 4 x B
und

dimmg <dim, A4 x B.
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Ferner gilt
dim, A x B < dim,, A + dim,, B

[8]. Damit erhilt man dim,, X; = 0. Induktiv folgt dim,, X, = 0 fir alle n.

Ist X = R und o > 0, so bezeichne L,(X) das a-dimensionale Hausdorfl-MaB
und dim X = sup {& > 0: L,(X) > 0} (sup @ = 0) die Hausdorff-Dimension von X.
Ist dim,, X = 0, dann gilt, wegen dim,, X = dim X [8], L(X) = 0 fiir alle « > 0.
Speziell folgt aus dim,, X = 0 also L(X) = L,(X) = 0. Die Hilfssitze 1 und 2 erge-
ben damit folgendes Resultat.

Satz 1. Ist die Folge (n,) beschréinkt und lim &, = 0, dann ist L(CX) = 0.

k-
Bemerkung. Ein von einer perfekten Menge erzeugter Unterkérper der reellen
Zahlen wurde erstmals von SOUSLIN [6] konstruiert.

3. Gruppen, die von Cantormengen erzeugt werden. Ist die Folge (n,) beschrinkt,
so sind die Aussagen £, — 0 und. Ik/ak — 0 gleichwertig. Der folgende Satz verall-

gemeinert also (5).

Satz 2. Ist C eine Cantormenge, dann gilt

(a) liminf l;/a, > 0= C* = R,
k—
(b) lim Lifa, =0 = L(C*)=0.
k= o0

Zum Beweis verwenden wir den folgenden Hilfssatz. Dabei sei

C,=C+C+..+C
und
C,(k) = C(k) + C(k) + ... + C(k) fir k=1,2,...

(jeweils n Summanden).

Hilfssatz 3. Ist C eine Cantormenge und gilt 2n .1, < a, fiir alle k, dann ist
auch C, eine Cantormenge. Die Mengen k-ter Stufe C,(k) von C, bestehen aus
k
New=[1(n(n; = 1) + 1).
i=1
Intervallen der Linge l,, = n.l,, die den minimalen Abstand a,, = a, —
— (n = 1) .1, besitzen.

Beweis von Satz 2. Es geniigt in beiden Beweisteilen eine Cantormenge C zu
betrachten, die in [O, 1] enthalten ist und die Elemente 0 und 1 als Randpunkte
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besitzt. Denn sei a = min C und b = max C, soist A = (1/(b — a)) . (C — {a}) eine
Cantormenge mit den Randpunkten 0 und 1. Es gilt dann

*
A* ! -C*+{ba} und C* < (b — a). A* + {a}*.
—a —a

Also ist die Aussage L(A*) = 0 dquivalent mit L(C*) = 0. Ferner ist C* eine L-
meBbare Menge. Nach einem Satz von STEINHAUS [7] enthilt damit C* — C* = C*
im Falle L(C*) > 0 ein Intervall. Damit ist entweder C* = R oder aber L(C*) = 0.

Beweis von (a). Sei n eine natiirliche Zahl und 1/n < I,/a, fir alle k von einem
Index m an. Man sieht leicht, daB fiir alle k = m die Summenmenge C,(k) das
Intervall m-ter Stufe [0, ,,] enthélt. Damit gilt

C,= NCyk)>10,1,].
k=1
Also ist C* = R.

Beweis von (b). Die Doppelfolge (C, ;) sei definiert durch

Crx=Ck) und Cpyyyo= Cos +(=1).CK) (k=1,2,.).

Setzt man
Ciw = N Cn,k s
k=1
dann ist
Chow=C—C+C—...+(=1)""C (nSummanden),
also
C*=UCGC,..

Es geniigt also L(C, ,,) = O fir alle n zu beweisen. Wegen

—C(k) = Cc(k) — 1,
folgt leicht
L(C,.,)=0<L(C,)=0.

Sei nun n fest gewahlt. Es gibt ein m, so daB 4nl, < g, fiir alle k = m ist. O.B.d.A.
setzen wir m = 1. Denn ist I ein Intervall m-ter Stufe von C, so sind die Aussagen
L(C*) = 0 und L((C n I)*) = 0 dquivalent. Damit ist

ml=hoy —(m — 1) a, < Loy — (0, — 1) 4nl,,

ml(l +4n) < I,y +4nl, £ 21,
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also
mle < 2L, [(1 + 4n) < 1,_[2n

und folglich
Nyl < (2n)7% 1, .

Unter Verwendung von Hilfssatz 3 erhilt man

L(C,) = lim Ny ,nl, < lim sup n* "N, < limsup nly 27F = 0.

k= o k— o k— o

Beweis von Hilfssatz 3. Sei n fest. Wir fiihren den Beweis durch Induktion
nach k. Es bezeichne I; das Intervall j-ter Stufe von C(j) mit0el;und q; = I; + a;
(i=12..).

Sei k = 1. Dann ist

ny—1

(1) = 'Qo (iq, +1;)
und .

G = U U () 4 5@+ + i) g, + ) =

=nl,u(q, +nl)u(2q, + nl})u...0(n(n, — 1) q, + nl,).

Die Menge C,(1) besteht also aus n(n; — 1) + 1 disjunkten Intervallen der Léinge
nl;. Die linken Randpunkte dieser Intervalle sind von der Form

(i,(1) + i,(2) + ... +iy(n) gy .
Benachbarte Intervalle besitzen den Abstand
ayo=4q, —nly=a, —(n—-1)1,.

Wir nehmen nun an, daB C,(j) fiir j = 1, 2, ..., k Mengen j-ter Stufe einer geeigneten
Cantormenge sind, die durch Zahlen N; ,,, I; , und a; ,, wie sie im Hilfssatz angegeben
werden, charakterisiert werden. Die Induktionsannahme enthalte ferner, daf3 die
linken Randpunkte der Intervalle von

C,(k) = U Lk) "6[ ((i,(1) + ... +i(n) gy + .- + (i(1) + ... + i(n)) g +nl,)

m=11=1 i}(m)=0

gerade von der Form

(i) + .. + i) g1 + oo+ (B(1) + oo+ i(n) g,

sind.
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Es ist
k+1 ng—1

Ok +1) = U U U () + .+ i) g+ e+ 1) + o+ i(n) g, +

=1 I=1 iy(m)=0
+ (ik+1(1) + ...+ ik+1(”)) Guer + nliy).
Die Menge

(ige (1)) + oo+ Bee1(n) Gy i(m) = L2, omey s m= 1,2, .., n}

besteht aus n(n.; — 1) + 1 dquidistanten Elementen (Abstand: g, ). Insgesamt
erhalt man:

Cik + 1) = C(k);

jedes Intervall von C,(k) enthilt genau n(n,.; — 1) + 1 Intervalle von C,(k + 1),
wobei benachbarte Intervalle den Abstand a,.;, = 4+ — Hlpy = a4y —
— (n = 1) I, 4, besitzen.

Bemerkung. Nach Satz 2(a) folgt lim inf [;/a, = 0 aus L(C*) = 0. Die Um-

k= o
kehrung gilt jedoch nicht, wie DURR in einer noch unveroffentlichten Arbeit zeigt.
Folgende Frage, ob Satz 2(b) verschirft werden kann, ist vermutlich positiv zu
beantworten.

Frage. Folgt L(CX) = 0 aus [,/a, —» 0?

4. Gruppen mit vorgegebener Dimension. Ist lim /;/a, = 0 und n eine natiirliche
k—
Zahl, so liefert Hilfssatz 3 naherungsweise fiir groBe k die Anzahl der Intervalle
von C,. Damit sind Dimensionsberechnungen von C, und C méglich. Beispielsweise
lassen sich auf diese Weise leicht perfekt erzeugte Gruppen mit vorgegebener Haus-
dorfl-Dimension angeben. Zu beliebige o € (0, 1) haben erstmals ErpSs und VoLk-
MANN [2] reelle additive Gruppen G, mit dim G, = « konstruiert.

Satz3. Sei ae(0, 1), llml/nk—llm k[/log N,= 0, 0 < liminf N, I; und lim sup N[ <

k= o k—>w

. Dann gilt
(c) dim C = dim C* = «,

(d) lim (log n,)[log N,—; = 0 = dim,, C*=u.
k=
Beweis von (c) Es gibt eine natiirliche Zahl s, so daB fiir alle k = s die Ab-
schiatzungen

I[s < NJi <'s
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bestehen. Ferner gilt

Ge+1 _ W’L:f”k-&-llk-FI < (S/Nk)lla M
= 1
les s ("k+1 - 1) st (nk+1 - 1) (I/SNk+1) " ey, — 1
t
- nkfx s2la _ M+ 1
My — 1 Mepy — 1
und damit

lim [ Ja, = 0.
k— a0
Sei n fest gewihlt. O.B.d.A.kann man 2nl, < a, fiir alle k voraussetzen. Damit
ist C, nach Hilfssatz 3 eine Cantormenge, und es gilt nach einem Satz von EGGLESTON
(s. [4], Hilfssatz 5)
]Og Nk,n

dim C, = lim inf
' ko — lognl,

. und

log N,

dim C = lim inf =
ko — logl,

Wegen N, , < n*N, und lim (k/log N,) = 0 ist
k— o0

dimC, < liminfa‘m =0
k= o0 log N,
Aus
a=dimC £dimC,,, dimC,, =dimC,
und
dim C* = sup {dim C, , :n = 1,2,...}
folgt

dim C* = «a.

Beweis von (d). Wegen dim,, C* > dim C* ist nach (c) nur noch dim,, C* < «
zu zeigen. Es gilt
log Ny

dim,, C, , = dim,, C, = lim sup ———=—%"
koo — log (L, + ay,)

.

und
Ik,n + Qg = lk + a, = Ik—] - (l’lk - l) lk é (S/Nk_l)lla - (nk - 1) (l/st)l/z =
= NV — (my — 1) (sm) ™).

570



Es gibt ein m € N, so daB fiir alle k = m

Lew + @iy < mNE
ist. Also folgt
. . 1 N,
dim,, C, ,, < lim sup « o8Nk =
k= o log Ny,

. . 1 '

Sa hmsupk—loﬂ— + lim sup OB +1)=«
k= log N, _ ko log Ny_y

und

dim,, C* = sup {dim,, C, , :n = 1,2,...}

IIA

o« .
Folgerung. Setzt man in Satz 3 speziell n, = k + 1, so ergibt sich

dim C = dim C* = dim,, C* = « .
5. Addition zweier Cantormengen. Ist C die klassische Cantormenge, so gilt
C + € =N (C(k) + C(k) = [0,2].
k=1

Das kann bekanntlich wie folgt bewiesen werden. Sei s € [0, 2]. Dann trifft die Ge-
rade y = s — x mindestens eines der vier Teilquadrate von C(1) x C(1). Wird
dieses Q; genannt, so folgt, daB die Gerade ein Teilquadrat Q, von (C(2) x C(2)) n

N Q, trifft, usw. Setzt man (x, y) = ) Q;, so folgt x + y = s und damit die Be-
i=1
hauptung. Dieses Beweisschema wird bei dem folgenden Satz angewandt.
Satz 4. Zu jeder Cantormenge C gibt es eine Cantormenge B mit L(B) =0
und B + C = [0, 1].

Beweis. O.B.d.A. ist C eine Teilmenge von [0, 1] und 0, 1 € C. Jedes Intervall
k-ter Stufe von C besitze die Léinge I,. Wir wihlen eine Teilfolge (m,) der natiirlichen
Zahlen, so daf

(6) 101, , <, (k=1,2,..) und 101, <1

Mic+1

ist. Die Menge B = ) B(k) soll durch die Folgen (N, = nyn, ... n), (d,) and (a,)
k=1

charakterisiert werden. Es soll wieder B < [0, 1] und 0, 1 € B sein. Die Menge B(k)
bestehe also aus N, Intervallen der Linge d, = [,,. Es sei n, die kleinste natiirliche
Zahl, fiir die

(7) di-1 £ 2nidy — dy
ist. Dann gilt
20, = 1) dy — dy < dy— -
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Sei a,, definiert durch
mdy + (n, — 1) a, = d—y .

Dann ist a, < d,. AuBlerdem gilt

o 2n, — 1) d, — d, — mdy _ di(n, — 3)
n, — 1 n, — 1

ay

Nach (6) und (7) ist n, > 5 und folglich a, > d,/2. Daraus ergibt sich leicht L(B) =
= 0. Ferner ist

B+ C= 61(B(k) + C(my)) .

Sei se€[0,1]. Da d; = I, und a; < d, ist, ergibt sich, daB die Gerade y = s — x
mindestens ein Quadrat Q von B(1) x C(m,) trifft, usw. Nach dem oben skizzierten
Beweisschema erhdlt man se B + C.

Korollar. Zu jeder L-mefibaren Menge X mit L(X) > 0 gibt es eine Cantormenge C
mit L(C) = 0 und X + C > [0, 1].

Das folgt aus Satz 4 und einem Eergebnis von SobNomov [5], der zeigte, daB jede
derartige Menge X eine Cantormenge (n, = 3 fiir alle k) enthilt. Folgende Ver-
scharfung des Korollars ist zu vermuten:

Zu jeder L-meBbaren Menge X mit L(X) > 0 und zu jeder Hausdorff-Funktion
gibt es eine Cantormenge C mit L,(C) = O und X + C > [0, 1].
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