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SPEKTRALRADIUS UND SPEKTRALNORM

HaArALD K. WIMMER, Graz

(Eingegangen am 29. Oktober 1973)

Mit g(4) bezeichnen wir den Spektralradius einer quadratischen Matrix 4 und
mit ||| die Spektralnorm von A4, |A4| = ./e(4*4). In dieser Note geben wir
einen neuen Beweis fiir den folgenden Satz von V. PTAk [2].

Satz 1 [2]. Ist A eine komplexe n x n Matrix mit |A| = 1, so ist

(1) |47 =1
gleichwertig mit
(2 o(4) =1.

DaB (2) fiir (1) hinreicht ist leicht einzusehen. Die Implikation ,,(1) = (2)” ist als
Spezialfall in dem folgenden Satz enthalten.

Satz 2. Hat eine n x n Matrix A mit |A|| =1 genau r 2 0 Eigenwerte mit
Betrag 1, so gilt
(3) rang (E — A¥"A") = n — r.

Beweis. Wegen || 4| = 1 ist die Hermitesche Matrix E — A*A positiv semidefinit,
also E — A*A = W*W. Ist €' ein Eigenwert von 4 und u ein zugehdriger Eigen-
vektor, d. h.

4 Au = é%u ,

so gilt
wW*Wu = u*(E — A*A)u = u*u — (e”“u*)(e'u) = 0.

Daraus folgt Wu = 0 und weiter

(3) (E— A*A)u=0.
Aus (4) und (5) erhilt man u*4 = e'*u*. u ist somit Rechts- und u* Linkseigen-
vektor von A. Sind €™, ..., ', die Eigenwerte von A auf dem Einheitskreis, so ist

U*AU = diag (', ..., ¢') @ A mit unitirem U und o(4) < 1.
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Wir untersuchen nun den Rang von E — A*"A". Fiir jede natiirliche Zahl k gilt

E — A%A* = (E — A*A) + (A*4 — A¥?A%) + ... + (4¥ 7141 — 4% 4Y) =
= W*W + A*W*WA + ... + A*'Wrwa~! =

w
= (W*, A*W*, ..., A** "1 w*) wa
7
Es ist somit
(6) rang (E — A**4¥) = rang (W*, A*W*, ..., A¥*"'W¥).

Fiir k = n ergibt der Satz von Hamilton-Cayley

(7) rang (W*, A*W*, ..., A¥71W*) = rang (W*, A*W*, ..., A"~ 1W*).
Aus (6) und (7) folgt

(8) rang (E — A**A*) = rang (E — A*"A"), k=n.

Wegen o(4) < 1 ist lim A* = 0 und fiir hinreichend groBes k, k = N, sind r Eigen-
k= o0
werte von (U*AU)** (U*AU), bzw. von A**4* gleich 1 und n — r Eigenwerte dem
Betrag nach beliebig klein. Fiir k > N ist daher rang (E — A**4") = n — r und aus
(8) erhilt man (3).
Da man aus |4"| = 1 auf rang (E — A*"4") < n schlieBen kann, ergibt sich nun
unmittelbar Satz 1.

Bemerkungen. Einen anderen Beweis von Satz 1 findet man auch in [1]. — Der
Exponent n in (1) kann nicht verkleinert werden, d. h. es gibt eine n x n Matrix B,
fiir die |B| = |B"™"| = 1 gilt, fiir die aber o(B) < 1 ist. Als Beispiel wahle man [2]
B = (6;;.1)
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