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BEMERKUNG UBER DIE VERTEILUNG VON ZIFFERN
IN CANTORSCHEN RETHEN

TiBOR SALAT, Bratislava

(Eingegangen am 4. September 1972)

Es sei {g,};>, eine Folge von natiirlichen Zahlen, ¢, > 1 (k = 1,2,...). Dann
kann jede Zahl x € <0, 1) eindeutig in der Form ihrer Cantorschen Entwicklung

x = i &(x)

k=1419; --- Gk
dargestellt werden, wo g(x) ganze Zahlen sind, 0 < g(x) < ¢, — 1 (k=1,2,...)
und fiir unendlich viele k die Ungleichheit g(x) < g, — 1 gilt (siehe [1], S. 7).
Bezeichnen wir mit H(q;, 4,, --.) bzw. H*(qy, g2, ...) die Menge aller x <0, 1),
die die folgende Eigenschaft haben: {g(x)/g,}; = <0, 1) bzw. die Folge {&(x)/q:}=,
ist gleichverteilt in <0, 1) ({a,} bezeichnet die Menge aller Haufungswerte der Folge
{a},). Offenbar ist
H*(qy, 45, ...) = H(q1, 92, ...) -

In den Arbeiten [2], [3] wurden verschiedene Eigenschaften von Mengen
H(qy, 43, ), H¥41> 925 ...) beschrieben, die in dieser Arbeit erganzt werden.

Satz 1. Es sei
(1) limsup g, = + 0.

k=

Dann ist H(qy, q,, ...) eine residuale F,;-Menge in 0, 1).

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen aus der Arbeit [2] (siche den Beweis
des Satzes 2 aus [2]).

Wir beweisen, dass H(qy, 42, -.-) eine residuale in <0, 1) Menge ist.

Wenn ze(0,1), 0 <7 < min (z, 1 — z) ist, dann setzen wir

@ Rn) = { €0, 1); > n} ,

Pt) = OV Ro). RO = U R).

qx
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Wir beweisen zuerst, dass P,,(n) nirgendsicht ist.

Es sei I, I = {0, 1) ein beliebiges offenes Intervall. Wir wihlen ein m so gross,
dass dieses Intervall I schon irgendein Intervall i, der m-ten Stufe enthilt (siehe [2],
S. 255). Es gehore i, zur Folge &, €3, ..., €5 ([2], S. 255). Wihlen wir j so gross, dass

(2) j>m, j>n;
1

(b) S <y
q;

ist. Das ist infolge der Voraussetzung (1) des Satzes moglich. Konstruieren wir jetzt
das Intervall ij der j-ten Stufe, das zur Folge

s?, sg, e s,(,’,, 0,0,...,0,v
gehort, wo v eine ganze nichtnegative Zahl mit

’ _
— =z
q;

3) v<gqy, <7

bedeutet (ihre Existenz folgt aus (b)). Fiir jedes x € i} gilt die Gleichheit ¢}(x) = v
und so auf Grund von (a), (3) kann die Zahl x nicht zur Menge P,(i7) gehoren. Jetzt
aber ist i§ = i5, = I und i} n P,(n) = 0. Daher ist P,(n) eine nirgendsdichte Menge
in <0, 1).

Aus der Definition von R(n) folgt, dass R(i) (n > 0) eine Menge von erster Kate-
gorie ist.

o
Es sei 7,50, 0 <p, <min(z,1 —z) (n=1,2,...). Dann ist {J R(y,) eine
Menge von erster Kategorie. Infolge dieser Tatsache ist die Menge "~

@) H(z) = <0, 1) —"QIR(n,,)

residual in <0, 1). Wenn ry, r,, ..., r,, ... die Folge aller rationalen Zahlen aus (0, 1)
bedeutet, dann ist auch

(5) an(rn) = H(ql’ qZ"")
residual in <0, 1).

Die Menge Ry(n) (1 > 0) besteht aus einigen Intervallen der k-ten Stufe. Daher
ist sie eine G,-Menge in (0, 1). Aus (2), (4), (5) bekommt man unmittelbar, dass
H(q;, 45, --.) eine F,;-Menge ist.

Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Setzen wir

D(qy, q5,...) = H(qy, 425 -.-) — H*(q1, 92, ---) -

Bezeichnen wir mit |[M| das Lebesguesche Mass der Menge M.

498



Satz 2. Es sei (1) erfiillt.
a) D(qy, g5, -..) ist eine residuale F,s,-Menge in {0, 1).
b) Wenn
"1
(6) Y —=on) (n- )
K=1 gy
gilt, dann ist |D(qy, q2,...)] = 0.
Wenn (6) nicht gilt, dann ist |D(q1, 4z ...)| = L

Beweis. Der Teil a) des Satzes folgt aus dem Satz 1 und aus der Tatsache, dass
H*(qy, q,, ...) eine G;,5-Menge von erster Kategorie in <0, 1) ist ([3], Satz 2,1).

Unter der Voraussetzung (1) gilt |H(qy, 45, ...)| = 1 ([2], Satz 3). Wenn (6) gilt,
dann ist |H*(qy, q,, ---)] = 1 ([3], Satz 2,3), darum |D(q1, g2 -..)] = 0. Wenn (6)
nicht gilt, dann ist |H*(q,, g, ...)| = 0 ([3], Satz 2, 3), darum |D(qy, g5, ...)| = 1.
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