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MITTELWERTSATZE DER GITTERPUNKTLEHRE III

BRETISLAV NOVAK, Praha
(Eingelangt am 4. Juli 1972)

1. EINLEITUNG

Es sei Q(u) = Q(uy, u,, ..., u,) eine positiv definite quadratische Form in r Variab-
len (r Z 2) mit symmetrischer ganzzahliger Koeffizientenmatrix und mit der Deter-
minante D. Es seien by, b,,...,b,, M; >0, M, > 0,..., M, > 0 ganze und o,
oy, ..., o, Teele Zahlen. .

Setzen wir
A(x) = Y exp {2ni y. oju;}
i=1
fiir x 2 0, wo tiber alle r-tupel u = (uy, u,, ..., u,) reeller Zahlen, fiir welche Q(u) <
<x,u;=b(mod M)), j =1,2,..., r ist, summiert wird.
Wenn man

r
n"2x"% exp {2ni Y. a;b;}
=1

V(x)

- JD)M M, ... M, IT(r[2 + 1)

setzt, wo 6 = 1 ist falls alle Zahlen «,M,, a,M,, ..., o,M, ganz sind und sonst
5 = 0, dann gilt (vgl. z.B. [3]) fiir » > 4 fiir die Funktion

1) P(x) = A(x) — V(x)
die Abschitzung
@) P(x) = O(x"*7").

Wenn wir von unseren Untersuchungen im Weiteren den Triviallfall wenn A(x) = 0
fiir alle x ist, ausschliessen, dann sind gewisse Beziehungen zwischen dem ,,genauen
Exponenten‘

(3) f = lim sup le [P(x)]

x=+ o0 lgx
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und dem arithmetischen Charakter der Zahlen a;, M;, b;, j = 1,2, ..., r bekannt
(siehe [3]). In einer Reihe von Fillen ist der genaue Wert von (3) nicht bekannt.
Es wird deswegen zugleich mit der Funktion (2) auch deren Mittelwert

@ M(x) = f LORS

untersucht (vgl. zB. [4]). Vor einer verhdltnismassig kurzen Zeit leitete JARNIK
in der Arbeit [1] die Untersuchung der Abschitzungen fiir die Funktion
1 * ’
Po(x) = P(x), Py(x)=—| P(t)(x —1)°"'dt fir ¢>0
I (Q) 0
in Abhingigkeit von dem Parametr g ein (siehe [6], [7] und [8]). Es zeigt sich dabei
die interessante Tatsache, dass der Wert

f, = lim sup lg |P(x)

x=+ o lgx

von einem gewissen Wert ¢ = g, dem Wert %(r — 1) + %o gleich ist und dass fiir
0 < ¢ < go dieser wesentlich von der Form Q und den Zahlen «;, b; und M;, j =
=1,2,...,r abhiangt. Von den Arbeiten [1] und [8] ist es ersichtlich, dass die
Bestimmung des Wertes g, und auch der Werte f, fiir ¢ in der Umgebung von g,
sehr schwierig ist und dass deren Charakter einen Vergleich mit dem bekannten
,,Kreisproblem* ertrigt. Es ist darum nur natiirlich anstatt der Funktion (4) die
Funktion

) mds) = [[Iedofea

zu untersuchen (siehe [5]—[7]). Wir beschranken uns ferner auf den Fall, dass die

Zahlen oy, aj, ..., @, rational sind. In der Arbeiten [5] und [6] wurde gezeigt, dass
die folgenden Ergebnisse gelten:
L '
. M(x) . M (x)
©) Ol i e = M e <

firg>4r —3,020.

Il. Wenn 0 < ¢ < 4r — 3 ist, dann gilt im sogennanten Singularfall (vgl. 2)
wieder die Beziehung (6); sonst ist

(7) M(x) = Kx""! + o(x""1)
fir 0 <o <4r—4%,
(8) My(x) = Kx""'lgx + o(x""'lg x)

fir 0 < ¢ = 4r — 3 mit einer passenden positiven Konstante K.
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Wir bemerken, dass die entsprechenden Abschitzungen der Funktion P,(x) nur
fiir einige Werte von ¢ bekannt sind:

Pe(x) = O(X(r—l)/4+o/2), Px) = Q(x= 14 +ar2)
fir ¢ > 4r — 1 (im singuldren und nichtsinguliren Fall)
Px) = 0(P7), Bfx) = o>
fir 0 < ¢ < 4r — 2 im nichtsingularen Fall und sogar nur
P(x) = O(x74+e12) | P(x) = Q(x¢~D/4+er2)

fir 0 < g < 4r — % im Singularfall. Die Abschitzungen (6)—(8) bezeugen, dass
der oben angefiihrte Wert ¢, im Singularfall und fiir » = 2, 3 gleich Null ist und
dass sonst g, = 4r — 3 ist.

Das Ziel dieser Arbeit ist das Ergebnis (6) zu verschirfen und diesen Satz zu
beweisen:

Hauptsatz. Es sei Q eine positiv definite quadratische Form in r Variablen
mit ganzzahligen Koeffizienten und es seien b;, M; ganze und o; rationale Zahlen,
j=1,2,...,r. Dann ist

(9) Mg(x) = Kxf/2tet1/2 4 O(x'/“‘?)
fiir ¢ > 4r — 1 und fiir alle ¢ > 0 im Singularfall, wo K eine passende positive
Konstante ist.

Wir bemerken, dass im Singularfall aus der Arbeit [ 10] von A. WALFIsz das Ergebnis
M(x) = Kx"**1% 4 0(x"? 1g? x)

folgt. Walfisz benutzt in dieser Arbeit eine Anpassung der Cramer-Landau’schen
Methode, mit deren Hilfe fiir den Fall des Kreises, M; = 1,; = 0,b; = 0,j = 1,2
die Erbegnisse

M(x) = Kx*? + O(x'*9)
fiir jedes & > 0,

M(x) = Kx*? + O(x 1g* x)

usw. erreicht wurden (vgl. [2]). Diese Methode benutzt im wesentlichen den Lan-
daw’schen Ausdruck fiir die Funktion Py(x) und den Ubergang zu der Funktion
P(x) mit Hilfe von Differenzen. In dieser Arbeit benutzen wir eine neue, technisch
einfachere Methode, welche auf der Untersuchung der Funktion M(x) als einer
Funktion der komplexen Variablen ¢ beruht.
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2. HILFSSATZE UND BEZEICHNUNGEN

Wir behalten die Bezeichnungen vom 1 und bezeichnen ferner mit m, n nicht-
negative ganze Zahlen. Mit dem Buchstaben ¢ bezeichnen wir (allgemein verschiedene)
positive Konstanten, welche nur von Q und der Zahlen g, a; b;, M;, j = 1,2,...,r
abhangen. Die Symbole O, o und Q haben die iibliche Bedeutung d.h. sie werden
zum Grenziibergang x — + oo bezogen und die in deren Definitionen auftretenden
Konstanten sind immer vom ,,Typ* c.

Anstatt von |A| < ¢B schreiben wir nur A < B; wenn A < B und B < A zugleich
gilt, dann wir schreiben 4 =< B. Die Zahlen «, «,, ..., @, sind immer rational und
mit H sei der kleinste gemecinsame Nenner der Zahlen o M, a,M,, ..., o.M, be-
zeichnet. x wird eine hinreichend grosse reelle Zahl bedeuten, g ist eine komplexe
Zahl mit nichtnegativem Realteil o.

Wir schreiben genauer P(x; «;) und P,(x; a;) anstatt von P(x) und P,(x) vom 1.
Es is offensichtlich, dass fiir ein festes x die Funktion P,(x; «;) in der Halbebene
Re ¢ > 0 holomorph und im Nullpunkt (als eine Funktion der reellen Variablen)
von rechts stetig ist. Dasselbe gilt auch fiir die Funktion

Me(x) = ML'(X; aj) = J:Pe(t; a.i) Pe(t; _aj) dt.

Nachdem P,(x; a;) = P,(x; —a;) fiir reelle ¢ gilt, fillt diese neue Definition fiir
reelle ¢ mit (5) zusammen.

Es sei 4, = 0 und seien 4, < 4, < ... alle positiven Werte der Form Q(u) in den
Punkten u = (uy, uy,...,u,), u; = b (mod M;), j=1,2,...,r. Wenn wir a, =
A(2o), a, = A(A,) — A(4,-4), n = 1,2, ... bezeichnen, dann ist offenbar
(10) Ax) = ) a,

An<x

und

(11) Afx) = F(l_é j:A(z) (x— e tdi= — 1Y g - a)e.

F(Q + ]) in<x

Fiir ein komplexes s, Re s > 0 sei

(12) O(s) = O(s; o) =k§0ak exp { — s},

2 exp {2ni )y, o;b;}
J=1 5, G(s)=F(3).

F) = 60) = J(D) MM, ... M5

(Wenn 7 eine positive Zahl ist, bezeichnen wir mit s* denjenigen Zweig der Funktion
s*in der Halbebene Re s > 0, welcher positiv fiir positive Werte von s ist.)
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Bezeichnen wir mit @ die mit Q konjugierte Form und seien Ao, 41, ..., b, b, ...
die der Form Q und den Zahlen b, —aj, 1/M ; entsprechenden Werte, welche den
Werten Ay, 4y, ..., aq, 4y, ... fiir die Form Q und den Zahlen o, b, M; (in gegebener
Reihenfolge) analog sind. Dle bekannte Transformation der F unktlon @(s) (siehe [4],

S. 159) ergibt die Beziehungen

Mexp{ZntZozb} » 2y
(13 F(s) = Sy, exp{ it
N

N

Mexp {— ZmZochj} - { zl'}

(14) G(s) = s’/;: Z b, exp -

wo M = n"?[\/(D) M\M, ... M, ist.
Wir bemerken, dass offensichtlich

15) > bl < x72.
Lemma 1. Wenn Re ¢ > 4r — 1 ist, dann ist

- b',lB'l" Jx r ’ ’
(16)  M,(x) = e ) N )r/4+g/z_[ 2t g (2t \JAr) J(2nt /A, dt
m,n= n’'m 0

wo J(z) = J,(z) = Ju2+4(z) die Besselsche Funktion 1. Art mit dem Index
v = 4r + @ ist, wobei die Reihe rechts im Gebiet Re ¢ > 4r — % lokal gleich-
mdssig konvergent ist.

Beweis. Eine einfache Berechnung (siehe [6], S. 58 —59) ergibt
1 exp {x(s + ')} — 1 ) )
17 M/(x) = — — : F(s) G(s') ds ) ds
) = - o ([ SRS R 6)

fiir Reg = 0, a > 0, wobei liber die Gerade Res = a (Re s’ = a) integriert wird.
Nach Einsetzung von (13) und (14) bekommt man (v = 4r + o)

(18)
’ 297 297

) = = 5 [ ([ L NL § b e[ T Pl aar
47'E @ @ sv+l /v+1(s + S) mn § s

Zum Beweis der Vertauschbarkeit der Integration und der Summe geniigt es zu zeigen,

dass die Reihe
2 ’ 2 ’
exp {— nak, _ T aky } de dt

|b2b; a>+ 1> a?+ 12
m,nz=1 " "’l Y (a2 + tz)r/4+(a+1)/2(az + t:2)r/4+(a+1)/z (2a + lt + t’l)
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fir ¢ 2 4r konvergent ist. Dies folgt aber von der Abschitzung (a = c)

0 2}'/
b __mas, 2 £2)r/2
B or{- F <)

a2

(die partielle Summation mit Beriicksichtigung von (15)) und der Konvergenz
des Integrals

© [ dr dt’
cod cw (a2 + t2)(a+1)/2—r/4 ({12 + trZ)(¢+1)/2—r/4 (20 + It+ t/l)

fir o = %r.

Wenn man in (18) die Summation und Integration vertauscht und die Beziehungen

exp{x(s + )} —1=(s+ s’)f:exp {u(s + )} du

und (4 > 0, B> 0, Rev > 0)

x j S’&{";f:;ﬂ ds = (%)vlz (2 /AB)
(a)

2ni s

benutzt, dann bekommt man sofort (16).

Nachdem J,(z) < z~'/? gleichmissig im Gebiet (0, +00) und lokal gleichmissig
mit Riicksicht auf ¢ in der Halbebene Re ¢ = 0 gilt, ist
K2 +a+1/2

/X
r+20+1 /3! !
j ) 20t J(one \JA4) J(2mt \JAy) dt < Gy

Wenn wir nun die Konvergenz der Reihe
o0 AN
LA

- (A'rll:n)r/4+a/z+ 1/4

fiir ¢ > 4r — } (siehe (15)) in Betracht nehmen, sehen wir, dass die Reihe in (16)
lokal gleichmissig im Gebiet Re ¢ = ¢ > 4r — % konvergiert und ihre Summe ist
in diesem Gebiet eine holomorphe Funktion der Variablen ¢. Nach dem Eindeutig-
keitssatz sehen wir, dass (16) auch in diesem Gebiet gilt.

Bemerkung. Wenn wir die lokal gleichmissige Konvergenz der Reihe (16)
im Gebiet Re o = ¢ > g, Wo g, = 0 eine gegebebe Zahl ist, beweisen, dann ist
die rechte Seite in diesem Gebiet holomorph und also gilt (16) in diesem Gebiet.
Diese Bemerkung werden wir ohne Hinweis im Weiteren benutzen.

Bemerkung. Wenn man die Tatsache beriicksichtigt, dass die Transformationen
(13), (14), die Abschitzung (15) und die Darstellung (17) fiir eine allgemeine positiv
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definite quadratische Form Q und beliebige reelle a;, b;, M; (M; > 0) gelten, dann
kann gefolgert werden, dass das Lemma 1 auch in diesem allgemeinen Fall gilt.

Bemerken wir noch die folgende einfache Tatsache. Wenn man genauer A(x) =
= A(x, Q, @;, b;, M) schreibt und wenn A(x) = A(x, ¢;Q, a;fey, ¢1bj, ¢;Mj), ¢y = ¢
ist, dann ist A(x) = A(c}x) und fiir die entsprechenden Funktionen ©(s), &(s) ist
O(s) = B(scy ?), ahnlicherweise auch a, = @, A, = c; *4, usw. Nachdem die Werte
A, rational sind, kann man demzufolge bei unseren Abschitzungen voraussetzen,
dass die Werte A, ganzzahling sind. Anstatt von (16) kann man also

b b,b, Vx 1
5 Dub f ¢+2000 g2t Jn) J(Q2mt Jm) dt
n=1 0

(mn)r/4+g/2

19 M) =22

20 m,

schreiben, wobei

b, =Y exp{2miy b; " ocJ.)}
=1 " \M;
ist und wo in der letzten Summe iiber alle Systeme my, m,, ..., m, ganzer Zahlen,

fiir welche Q(m;/M; — o) = n ist, summiert wird (die Bezeichnung ist von der
vorherigen abweichend). Ahnlicherweise bei der Form Q und den Zahlen a,,.

Fiir die Untersuchung der rechten Seite in (18) fiihren wir noch das folgende
Lemma an.

Lemma 2. Es seien h, k ganze teilerfremde Zahlen, k > 0. Dann ist

r — [m;
M exp {2mi ) a;b;} © n*Q (‘i - “jk)
=1 S, k.cm) €XP i
r 27[1]’1 /2 ml,mz,...z,m,=-—ao ok (m)
k(s — —
k

(s - 2mih
k

(20) () =

wobei
(21) Sh,k,(m) = Sh,k,m,,...,m, =
k 2rih 2ni « m;
= exp{— — Q(a;M; + b)) + — >, —L(a;M; + bj); .
LT el TR e, ) + B S S+ )|
Es gilt

Sh,k,(m) < kr/Z X

Beweis. Siehe z.B. [3], Lemma 1.

Wir sagen nun, dass der Singularfall entsteht, falls S, k) = 0 for alle im Lemma 2
betrachteten Paare h, k, fiir welche m; = a;M;k, j = 1,2,...,r, k = O(mod H) gilt,
ist. Im sonstigen Fall sprechen wir von dem nichtsinguldren Fall.!)

1y Der nichtsingulire Fall entsteht z.B. wenn d = 1 ist. Im Singularfall ist also § = 0 und also
auch g, = 0.
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Vom Lemma 2 kann man leicht folgendes herleiten (siehe auch [4], S. 162—164):

Lemma 3. Wenn s = 1/x + 2mit, k < \/x (h, k ganze teilerfremde Zahlen) dann
ist

r/2
@ oty s -
(e (D)

k

fur

(23) po e L

) k k \/x
Im Singularfall ist
(24) O(u + 2mit) <u™"*

gleichmdssig fiir u > 0 und alle reellen Werte von t.2)
Der Einfachkeit wegen unterscheiden wir die folgenden zwei Fille:
Fall I. Der nichtsingulare Fall, Re ¢ > 4r — 3;
Fall IL Der Singularfall, Re ¢ = 0.

Im Falle I setzen wir 6, = 4r — 1; im Falle Il ¢, = 0.

Lemma 4.%) Es gilt
(25) L Y |a,> <x""'lg°x,

msx

woe=0firr=3¢=1firr=2.

(26) IL Y |a,)* < x7%.

msx

Analoge Beziehungen gelten auch fiir Y. |b,|*.

msx

Beweis. Offenbar ist
© 1
(27) Y |ax|? exp { —2k Re s} = J‘ |O(s + 2mit)|* dt
k=0 (1]

im Gebiet Re s > 0. Es geniigt also

! 1
f o (_ " m)
0 x

2) Fiir u < 1 benutzen wir das Lemma 2, fiir # > 1 fithren wir die Abschitzung unmittelbar
nach der Definition von ©(s) durch, nachdem a, = 0 ist.
3) Siehe auch [10]; teilerweise sind diese Ergebnisse auch schon bei Hecke zu finden.

2
dt
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abzuschitzen. Wenn man im Intervall [0, 1] die zu \/x gehdrenden Fareybriiche
(d.h. Briiche h[k, wo h, k teilerfremd sind, 0 < h < k < /x) kennzeichnet und mit
@, , das die Zahl h/k enthaltende, durch die Medianten mit den benachbarten
Briichen gebildete, Intervall bezeichnet (£, , = [0,w ) U [l — w ', 1], wo w =
= [\/x] + 1), dann ist fiir t € @, (siche [2], S. 249—250)

1
k/x
und man kann also das Lemma 3 benutzen. Nach (22) und (23) ist also
1 1 2 c/kyx xr du 1
O-+ 2mit)| dt < — X!
Jo <x > kg/x Oé;ékjo k(1 + x*u?)’? k;/

und daher folgt schon (25) und soeben auch die Behaptung fiir ) |b,[>. =

msx

h
t— —
k

<

Im Singularfall bezeichnen wir
O'(s) = Y. brexp {—As}
k=0
d.h. nach (13) ist

M exp {2mi Y. o;b;}
i=1

’ nz
572 © (T) )

— 2mit
O'(u + 2mit) < (u® + 4n*t¥)" "% |0 [ n? Mz emt
( ) ( ) u? + 4n?t?
und also ist l

1 1 1 2
J. 0] (— + Znit) e’ (— + 2nit>
0 X X

dr < x"2.
Daher ergibt sich nach (27) die Beziehung (26) und auch die gleiche Beziechung
fiir Y, |bn|>.

msx

o(s) =

Wenn also (24) gilt, dann ist auch

< u—r/4

2 1
dt < x"?*, J.
0

Bemerkung. Die Abschitzungen sind allgemein definitiv. Man kann nidmlich
zeigen, dass

Y |an* = ex"t + 0(x*%) ‘

msx

im Falle I fiir »r > 4 und
Z |am‘2 = cxr/Z + 0(x7/2—2/5)
msx

im Falle II gilt.
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Bemerkung. Fiir r > 2 folgt aus (25) und (26) (aber gilt trivial auch fir r = 2)

LoTla<x, ¥k <y

msx

IL Y |a,| < x7#*12,

msx m<x

r/4+1/2

Im Falle I k6nnen offenbar auch diese Abschitzungen definitiv nicht verbessert
werden, im Falle IT bleib diese Fragen offen.

Wenn wir y = r — 1 im Falle I, y = 1r im Falle II setzen, dann haben wir (a =1
nur fiir r = 2 im Falle I)
Y |bn|? < x71gt x,
<x

ms=

5 ] <000

m<

Dabher folgt

. o(1) < fir >y,
s _ oggeen)  fur p=y,
1<nsx n”
O(x*"Plgfx) fir 0<B<y;
und
o(1) fir B> 4(y+1),
LA 0(ig ) fir f=3@+1),
1snsx n’}

O(x*V278) fiir B < 3(y + 1).

Diese Abschédtzungen werden wir weiter stets gebrauchen.

3. HAUPTSATZ

Der Einfachkeit wegen leiten wir folgende Bezeichnung ein. Anstatt b, schreiben
wir b, (eine Verwechselung mit den Zahlen by, b,, ..., b, droht nun nicht). Ferner
sei (m,n = 1)

VX
Iy, = j w2t J(oqu) J(Bu) du,
0

wo J(z) = J(z), v=r[2 + g,

o woow
A=Au) =ue — — ——, B=Bu)= — =
(u) > 4 (W) = wp ==~

und o = 21 \/m, B = 2n \/n. Die Beziehung (19) kann man in der Form

(28) M) =2 2

schreiben.

1 (mn)r/4+9/2 m.n
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Lemma 5. Es seien m und n natiirliche Zahlen, m > n. Dann ist

Y/ r/2+c—-1/2

(29) I, .= 2 xu’”f cos? Adu + 0 [X—— ,

" no ) o’

/X r/2+a-1/2

30 I = 2 u"*2¢cos Acos Bdu + O zc—\/g ,

m,n 2 2 3/2

n /(@) Jo («* = BB
oder mit anderen Worten, gilt
2x"2*ey( /x)

(1) e = TR o~ )

_M_r r+20-1 () du + o(w)
n \/(“ﬁ) (“2 - ﬁz) 0 ‘ (u) ! (a2 _ ﬂz) g2 >

wo V(u) = acos Bsin A — B cos Asin B. Alle Abschdtzungen gelten lokal gleich-
mdissig im Gebiet Re g = 0 = 0.

Beweis. Alle Abschiatzungen-wenn dieses auch ausspriichlich beton wird-sind
als lokal gleichmissige Abschédtzungen fiir Re ¢ = ¢ = 0 zu betrachten. Bekanntlich

gilt
0= (BT e T) o )]

gleichmissig fir ze(0, + ). Wenn wir Z =z — v — n, C = }{4? - 1)
bezeichnen, ergibt sich daher

J¥(2) = —[COSZZ - EsianosZ + 0(%)]
z

2

nz z
fiir hinreichend grosse z und also auch gleichmissig fiir z € (0, + o), nachdem
J(z) < 1 ist. Daher folgt

2 (V= 2
Lyw=-—| u*%cos®* Adu —
o ) o

ac [V
—— | w** 'sin Acos Adu + 0(

a” Jo

Xr12+a—1/2
3 ) '

o
Nun aber ist

% V. VX
j w2 lsin 24 du = [—u’+20-1 cos 2A] ) + It 20 = IJ‘ u't2e=2 cos24 du
0 20 ) 20 X 0
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und also ist

/X xr/2+a—1/2
(32) J' w2 lsin24dy <
[} o

Nach einer Zusammensetzung ergibt sich sofort (29).

Um (30) zu beweisen sei o(u) = B J(au) J'(Bu) — o« J(Bu) J'(ou) fiir u e (0, + c0).
Nachdem bekanntlich Beziehung

(2 = B ﬁu J(om) J(Bu) du = t ¢(t)

gilt, haben wir

r/2+e+1/2 /%
I _ X <P(\/x) _ r + ZQ f ur+2(r (P(u) du.

az_ﬁz azl_ﬁz 0
2 7rvv T 1
, 2\ . AN 1
70 == (2 (-5-3) ()
(«cos Bsin A — B cos A sin B) < Vo

(wieder gleichmissig fiir z € (0, + 00)). Es ist also
up?

Es ist aber

2
) e JP)

gleichmassig fiir u € (0, 4+ c0), m und n. Nach Einsetzung ergibt sich die beziehung
(31). Nachdem

V'(u) = («* — B*) cos A4 cos B

ist, bekommen wir so auch die Beziehung (30). Hiermit ist das Lemma vollkommen
bewiesen.

Nun benutzen wir die Ergebnisse von diesem Lemma in der Beziehung (28). Wir

erwigen zuerst, dass
@ 2
£k,

WS 232
fir t > 4r — $ im Falle I und fiir t > —$ im Falle II ist (soeben wie im Beweis
vom Lemma 5 sind automatisch alle Abschitzungen als lokal gleichmassig fiir ¢

in den angefiihrten Gebieten zu betrachten).
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Ferner ist

R N

m=1 1sn<m (mn)7**12 p3%(m — n) w2 15azm2 m=2 m/2<n<m

M8
Il
-
+
S

(mit den gleichen Summanden). Es ist aber

1<5, 3 b < (3 maikn) <o

m=2 1Sn=m/2 (rnn)r/4+a/2+3/4 mr/4+a/2+3/4

fiir 6 > 4r — % im Falle I und fiir ¢ = 0 im Falle II. Fiir Z ergibt sich (siehe auch
[10], S. 83)

0 2 2
<} b sl 1
w22 w12 Gh<m A UARaIZ r/a¥3[a%al2
i lbnlz 1 +
mSs A= 1fatal2 et a3 latel2
o 2
‘3 b, 1 1 <
I S VY SR, S VY ST S,

d b,|? 1 |b.|? 1
<3 3 D s L > <
m=2 mi2<n<m p2TU2¥T by me2 m3t124e S mm — n

b,|? 1 d b, |? hd 1
< Z r/2|+1|/2+a' +2 /|z~;n1| 2+ <
n<m<2n M — N me2 mAYU2re Hemm —n
(=]
b,|*1gm
<X I—mz!:;iT <1
m=2 m'! °

wieder fiir ¢ >4 r — % im Falle I und fiir 6 2 0 im Falle II. Dadurch wurde auf dem
Grund des Lemmas 1 und Lemma 5 der folgende Satz bewiesen:

Satz 1. Es existiert eine Funktion G(x, ¢) mit diesen Eigenschaften:

a) Fiir jedes feste x > c ist G holomorph fiir Re ¢ > 0 und stetig im Gebiet
Re ¢ = 0 im Falle II, holomorph fiir Re ¢ > 4r — 3 im Falle I.

b) Es gilt
G(x, Q) < xr/2+a—-1/2

gleichmdssig fiir x > ¢ und zwar im Falle I lokal gleichmdssig fiir Re ¢ = o >
> 4r — % im Falle II lokal gleichmdissig fiir Re ¢ = o = 0.
c) Fiir Re g > 4r — 3 gilt

2M? i b,b,
nr+29+2 mn=1 (mn)r/4+1/4+q/2

Vx '
(33) M, (x) = J‘ u"*2¢ cos A cos Bdu + G(x, ) .
0 .
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Den soeben bewiesenen Satz kann man noch genauer machen. Offenbar ist

/X R 1 /X 1 /X
ut?cos? Adu ==| wt?du+=| ut??cos24du =
() 2 0 2 1]

r/2+g+1/2 Vx VX
- x4 11 wtegino24| — r+2e u"t2¢"15in 24 du
2r+2+1) 2|2« o da ],

und also ist nach (32)

/X xr/2+q+1/2 1 xr/2+o-—1/2
(34) ucos? Adu = ———— + — x"?*%sin 24(/x) + O [ —u—
0 2Ar+20+1) 4o a?

fir o > 0(wieder lokal gleichmissig in diesem Gebiet, gleichmissig fiir x > ¢ und m).
Fir o > f(d.h. m > n) kann das Integral .

VX
J u"*2¢ cos A cos Bdu
0

nach dem Lemma 5 (genauer: nachdem V'(u) = («*> — B?) cos A cos B) in der Form

/X
_l___xr/2+e V(\/x) — Lﬂ yrtze-1 V(u) du
o? — B2 o — B,
geschreiben werden. Offensichtlich ist aber V(1) < « + B und deswegen also ist
/X r/2+a
(35) J. u"*2¢cos A cos Bdu <
0 «— B

Nun ist (alle Abschitzungen sind wieder lokal gleichmissig in den betrachteten
Gebieten)

®© Ibnlz

R EX S VPR

fiir t > 4r — 3 im Falle I und fiir ¢ = 0 im Falle II. Die Reihe

|babw|  Jm + n _ S+ T

1<n<m (mn)r/4+l/4+d/2 m—n

untersuchen wir analog wie oben. Es ist

Y1 < i % LA [b <1

m=2 1 siZmz M2 012 yrlat1/2+a]2
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fiir 0 > ay;

[bw[* + [Ba]* 1

©
<
22 <m;2 mj2<n<m mT/4=1/4+a|2,r/4+1/4+a]2

<
m—n

© 2 0 2
<y Ib,,,l y 1 <y bml lgm<1

me2 MY 1 <i<mm — n m=2 ml?te

wieder fiir ¢ > 0,. Diese Abschitzungen, die Bezichungen (34) und (35) erlauben
zusammen mit dem Satz 1 die folgende Aussage:

Satz 2. Die Reihe im (33) ist fiir jedes feste x > ¢ im Gebiet Re g = 6 > 0,
lokal gleichmdssig konvergent und die Beziehung (33) gilt in diesem ganzen
Gebiet, wobei die Eigenschaften der Funktion G im Satz 1 festgelegt worden sind.
Ferner ist
(6 M@ =-

Mlxr/2+c+1/2 © |bnlz

/2+
r+20+2(r + 2Q + 1) sy prl2tet1/2 + O(x” a)

lokal gleichmdssig fiir Re ¢ = o > o, und gleichmdssig fiir x > c.

Bemerkung. Die Frage der Erweiterung der Giiltigkeit dieser Beziehungen
fiir Reg > r[2 — 3/2 im Falle I und fiir Re ¢ 2 0 im Falle II bleibt offen.

Bemerkung. Ahnlicherweise wie in dieser Arbeit kann man zeigen, dass die
bekannte Formel von Landau (siehe z.B. [9], S. 226)

x"14+el2 exp {27 ; ab} o ,
CriZ b o sGn i)

\/(D) MM, ...M® =1 " j."l('/“'*’l?lz)

P o(x) =

fir Re 9 > 4r — 4 im Falle I und fiir Re ¢ > 4 im Falle II gilt und daher die Ab-
schitzungen

ir Repg=0>4r — % imFalleI,

fi
= (r=1)/4+q/2
PQ(x) O(x ) fiir Re 0 =0> % im Falle 11

hergeleiten werden kénnen.
Eine Untersuchung der Differenz

Mx + 1) = Mx) =
_2M* & bb,

r+2¢ r/4+e/2

/x+1 '
u"2cos A cos Bdu + O(x"2+o1/2)
T Jx

mu=1 (mn)
ermoglicht die Abschatzungen
P(x) = O(x"*~'* J(lgx)) fir 3r—1<g<4r—14 im Fallel
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und
P(x) = O(x"* /(Ig x)) fir 0<o<1% im Falle II

zu erreichen, welche die obigen Ergebnisse vebessern.*) Wir bemerken noch, dass
fiir ¢ > 1r — 3 im Falle I und fiir ¢ > 0 im Falle II die Abschéitzung

Px) = O(xr+er)
gilt (siche [8]).

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass unser Satz auch in dem Falle gilt, wenn
die Zahlen «, «,, ..., o, irrational sind: Wenn

T [brf* < x”

n=sx

dann es geniigt in den Sitzen 1 und 2 y — 4r — } und y — 4r zu setzen.
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4) Fir ¢ = 4r — 1 bzw. ¢ = 1 ist die Abschitzung um \/(]g x) schwicher.
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