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ZU AQUIVALENZ- UND ORDNUNGSRELATIONEN*)

Teo STURM, Praha

(Eingegangen am 23. Dezember 1971)

Diese Arbeit kniipft unmittelbar an die Abhandlungen [5] und [6] an. Im ersten
Teil wird insbesondere gezeigt, dass zu jeder Aquivalenz ¢ auf A, fiir welche
card A/Q = 4 ist, eine zwei Elemente enthaltende e-Charakteristik ¥~ existiert,
deren beide Elemente Wohlordnungen auf 4 sind; dadurch ist auch die Vermutung 53
von [6] widergelegt.

Im zweiten Teil werden Systeme aller Ordnungen auf A4 untersucht, welche der
Minimalbedingung geniigen und fiir welche die gegebene Teildquivalenz schwach
faktorisierend ist.

Meinem Lehrer, Herrn Prof. MirRosLAV NOVOTNY bin ich fiir zahlreiche Ratschlage
soeben wie auch fiir seine Anregungen dankbar.

EINE SPEZIELLE e-CHARAKTERISTIK DER AQUIVALENZ

1. Symbolik. Wir iibernechmen die Bezeichnungen und Terminologie von [6].
Wenn X eine nichtleere Menge und ¥~ eine Teilmenge in der Menge aller Ordnungen
auf X ist (d.h. wenn ¥~ = %(X) ist), dann ist e(¥", X) die Menge solcher Aquivalenzen
¢ auf X, fiir welche ¢ € G(X, u) fiir alle u € ¥ ist (s. [5], Abs. 18); in Einklang mit [6],
Abs. 1 bezeichnen wir e(¥") =pe(¥", A) fir ¥~ < %(A). Wir bemerken, dass A
eine gegebene nichtleere Menge ist. Wenn X eine Menge ist, dann bedeutet %'(X)
die Menge aller linearer Ordnungen auf X.

Wenn ¥ < %(X) und ¢ e (¥, X), dann definierten wir ¥, =p; {tx, |ue 7’}
(s. [5], Abs. 16). Schliesslich bemerken wir, dass ¥~ eine e-Charakteristik von ¢
genau dann genannt wird, wenn ¥" < %'(X), ¢ eine Aquivalenz auf X, ¢ + X x X

und ¢ = sup {o|oee(¥,X), 0+ X x X} ist (s. [6], Abs. 30).
(E(X),S)

2

*) Die Arbeit endstand in einem von Herrn Prof. JikRf FABERA geleiteten Seminar iiber
Boolesche Algebren.
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2. Lemma. Es sei ¥ < %'(A) und ¢ € e(¥"). Dann ist ¥, < U'(Ao).

Beweis. Wihlen wir ue¥". Nach [5], Abs. 19 ist (Afe, u,,) eine geordnete
Menge. Es sei X, Ye Ag; falls X = Y ist, dann ist offenbar (X, Y) e uy,, und wir
setzen deswegen voraus, dass X = Y ist. Es existieren Elemente x, y, x€ X, yeY;
die Ordnung u ist linear und also ist (x, y)eu U u~'. Demzufolge (siehe [5]
Abs. 17)ist auch (X, Y) € uy;, U (4,,) ", und also ist (4/e, u,/,) eine Kette. Dadurch
ist die Inklusion ¥, = %'(A4/e) bewiesen.

3. Lemma. Es sei ¥~ < U'(A), ¢ e(?") und sei # eine ¥ ~konvexe Teilmenge
in Afe (s. [6], Abs. 22). Dann ist U# eine ¥ -konvexe Teilmenge in A.

Beweis. Wir bezeichnen B =p¢ U4. Es sei & eine ¥ ,-konvexe Teilmenge in A/g,
x, yEB, ze A, ue ¥, und (x, z), (z, y) e u. Es existieren X, Y, Ze Afo so dass
xeX, yeYund zeZ. Dann ist (X, Z), (Z,Y)eu n (Ao x Alo) < uyy, Von der
7 -Konvexitit von £ in Ale folgt dann Z € # und also z € B. Die Ordnung u € ¥~
wurde beliebig gewilt und demzufolge ist B eine ¥ -konvexe Menge.

4. Lemma. Es sei ¥~ = %'(A), ¢ € e(¥") und sei B eine ¥ -konvexe Menge. Dann
ist B =pc{X|XeAlo, X B =+ 0}*) eine ¥ -konvexe Teilmenge in Alo.

Beweis. Essei X, Ye &, Ze Ao, i€ ¥, (X, Z), (Z,Y) € ii. Nach der Definition
von ¥", gibt es ein u € ¥" so dass il = u,,, ist. Wahle man xe X, yeV, zeZ und
setze man voraus, dass X # Y & Z + X ist. Die geordnete Menge (A, u) ist eine
Kette und demzufolge folgt von den vorangehenden Voraussetzungen (x, z), (z, y) €
€ u; nach der Definition des Systems % und der ¥ -Konvexitit der Menge B folgt
dann Z € 4. In den Fillen X = Z oder Y = Z oder X = Yist die Bezichung Z € #
offensichtlich. Also ist # eine ¥ ,konvexe Teilmenge in Afo, da ii € ¥, beliebig
gewahlt worden ist.

5. Lemma. Es sei ¢ eine Aquivalenz auf A, sei card Afg = 3 und sei ¥ eine
e-Charakteristik von o. Dann existiert fiir jedes Element X € Afo ein u = u(X)e 7",
so dass X auch nicht das kleinste und auch nicht das grdsste Element der Kette
(A/Q, uA,Q) ist.

Denn Beweis geben wir durch einen Widerspruch. Es existierte B, B € A/g so dass
B fiir alle u e ¥" dass grosste oder kleinste Element in (A4/o, uy,) ist. Lege man
C =p; A — B. Der Voraussetzung nach ist ) = C = 4. Wihle man x, ye C, ze 4
und fiir die gegebene Ordnung v € 7" sei (x, z), (z, y) € v. Es existieren X, Y, Ze Ao,

*) Z ist die sog. Hiille der Menge B in der Zerlegung A/p; s. BorUVKA, O.: Grundlagen der
Gruppoid- und Gruppentheorie. Berlin, VEB deutscher Verlag der Wissenschaften, 1960, S. 7.
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so dass xe X, yeYund ze Z ist. Dann gilt (X, Z), (Z,Y)€ v, X + B + Y und
also nach der Voraussetzung iiber B ist Z & B. Deswegen ist z € C und C ist eine
echte ¥"-konvexe Menge, nachdem ve ¥~ beliebig gewihlt worden ist. Nach [6],
Abs. 37 existiert dann D € Afo, C < D. Also ist Afg = {B, D} und dieses wider-
spricht der Voraussetzung card Afg = 3.

6. Satz. Es sei ¥ < U'(A), ¢ eine Aquivalenz auf A, card AJo = 3 und g € e(¥").
Dann ist ¥~ genau dann eine e-Charakteristik der Aquivalenz g, wenn ¥, eine
e-Charakteristik der Identitdt id 4, ist.

Beweis. Setzen wir zuerst voraus, dass ¥ eine e-Charakteristik der Aquivalenz o
ist und dass % ein echtes ¥ ,-konvexes Teilsystem in Ao ist. Nach dem Lemma 3
ist dann B = U4 eine echte ¥ -konvexe Teilmenge in 4 und also nach [6], Abs. 37
gibt es so eine Menge C, C EA/Q, dass B = C ist. Nach der Konstruktion von B
ist dann aber B = C (s. wieder [6], Satz 37) und also ist & ein Teilsystem in A/o
mit einem einzigen Element. Die einzige echte ¥",-konvexe Teilsysteme in Alg sind
nach dem Obigen nur ein einziges Element enthaltende Teilsysteme in A4J¢ und
deswegen ist ¥°, nach [6], Satz 37 eine e-Charakteristik der Identitit id,,, in A4/e.
(In diesem Teil des Beweises spielte die Voraussetzung card Afg = 3 keine Rolle!)

Es sei umgekehrt ¥7, eine e-Charakteristik der Identitét id,;, und sei B eine nicht-
leere ¥ -konvexe Teilmenge in 4. Nach dem Lemma 4 ist die Hiille

B =p{X|XeAlo,X "B+ 0}

der Menge B in der Zerlegung A/g eine ¥",-konvexe Menge in 4/¢. Wenn card Z = 2
ist, dann ist nach der Voraussetzung iiber ¥°, und nach [6], Satz 37 # = Afo.
Wiihlen wir beliebig das Element a, a € 4. Dann gibt es ein C e Afg derart, dass
a e C ist. Nach dem Lemma 5 existiert eine Ordnung u € 77, fiir welche C auch
nicht das kleinste, auch nicht das grosste Element der Kette (4o, u,,,) ist (geordnete
Mengen (Afe, uy;,) und ((4/e)[idse (4ase)aseyrian,) sind offensichtlich isoton-iso-
morph). Man kann demzufolge von C verschiedene Mengen X, Ye Ao wihlen, fiir
welche die Ungleichungen (X, C), (C,Y) € u,, gelten. Setzen wir, dass B — C # 0;
dann ist # = Afo. Nach der Definition von % und von der Gleichung # = Afo
folgt die Existenz der Elemente b € X n B, ce Y n B. Die Ordnung u ist auf A linear
und deswegen ist (b, a), (a, ¢) e u. Von der ¥"-Konvexitit von B folgt dann a e B
und deswegen ist B = 4. Daher folgt nach dem Satz 37 in [6], dass ¥~ eine e-Cha-
rakteristik der Aquivalenz ¢ ist. (Die Elemente von Alg sind der Voraussetzung
zufolge offenbar 7 -konvex in A).

7. Lemma. Es sei card A = 4 und sei card A keine ungerade natiirliche Zahl.
Dann gibt es derartige Wohlordnungen u, v auf A, dass {u, v} eine e-Charakteristik
der Identitdt id 4 ist.

364



Beweis*). Kleine griechische Buchstaben bedeuten da Ordninalzahlen; < ist
die natiirliche Ordnung in der Klasse aller Ordninalzahlen und und < =p; £ —id,
wobei id die Identititsrelation auf der Universalklasse ist. Fiir die Ordinalzahl o
definieren wir die Mengen

W(“) =pf {f I &< 0‘} s Wo(“) =pf {%sz < 05} s
Wi(e) =pe {2 + 1|28 + 1 <a}.

Die Elemente von Wy(a) werden gerade Ordinalzahlen (in W(«)) und die Elemente
von W,(«) ungerade Ordinalzahlen (in W(«)) genannt. Es gelten die folgenden Behaup-
tungen (s. [3], Kap. VII, § 5, S. 250—255 der russischen Ubersetzung und Kap. V1.
§4. S. 226 —228 der russischen Ubersetzung).

(i) W(a) = Wy(a) U Wy(o), Wo(ar) n Wi(ar) = 0.

(i) Wenn i = 0 oder i =1 und wenn &, ne Wj(«) und & <5, dann existiert
{eWja)(esistj =0und i+ j=1)sodass ¢ <{ <nagilt.

(iii) Wenn £ < 5 < a gilt, dann existieren {, { + 1 sodass £ S (< {+ 1=
gilt und dass genau eine der Ordinalzahlen {, { + 1 ungerade ist (die andere ist also
gerade).

(iv) Wenn & + 1 < « ist und wenn & eine gerade Ordinalzahl ist, dann gibt es ein
n e Wy(«), so dass & < 7 ist. :

Wir {ibergehen nun zum Beweis vom Lemma. Falls die Menge A endlich ist,
dann existiert genau eine Ordinalzahl a, zu der es eine bijektive Abbildung f: W(a) —
— A gibt. Wenn card 4 = Nj, dann wéhlen wir « =p¢ @, und so gibt es wieder eine
bijektive Abbildung f : W(x) — A. Es sei u diejenige Wohlordnung auf 4, fiir welche f
ein isotoner Isomorphismus der Ketten (W(a), <) und (4, u) ist. Sei v die Ordnung
auf A, welche der Ordinalsumme (f(W,(a)), u) @ (f(Wo(x)), u) (siehe (i)) zugehort;
offenbar ist v eine Wohlordnung auf A. Wir zeigen, dass {u, v} eine e-Charakteristik
der Identitat id, ist.

Es sei B eine nichtleere, zumindest zwei Elemente enthaltende {u, v}-konvexe
Teilmenge in A; wir zeigen, dass dieser Voraussetzung zufolge A = B ist. Es gibt
zwei verschiedene Ordinalzahlen B, y € W(«) so dass f(B) € B und f(y) € B ist. Es sei
z.B. B < y. Nach (iii) und nach der vorausgesetzten {u}-Konvexitit von B existieren
f(&), f(& + 1) € B, wobei genau eine der Ordinalzahlen ¢, ¢ + 1 ungerade und genau
eine gerade ist. Die {v}-Konvexitit von B hat die Relation f(0) e B zufolge. Von der
vorausgesetzten {u}-Konvexitit von B folgt dann f(n)e B fiir alle , 0 <y <y
und die {v}-Konvexitit von B bringt f({) € B fiir alle {, { € W;(«) mit sich.

Von der {u}-Konvexitit von B folgt, dass fiir alle £, & € W(a), zu welchen es ein 7,
ne Wy(a), f(n) e B gibt, die Beziehung f(¢) e B gilt. Nachdem card A nicht eine

*) Ich bin dem Kollegen V. SLAvVIK fiir seine Bemerkungen, in denen er mich auf einige Fehler
der uspriinglichen Version des Beweises aufmerksam machte, dankbar.
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endliche ungerade Zahl ist, gibt es in (A4, u) kein grosstes Element der Gestalt f(2x),
2% € W(a). Also ist B = A (vgl. das vorangehende und (iv)), d.h. in 4 gibt es keine
andere echte {u, v}-konvexe Teilmengen als Teilmengen mit einem Element. Nach [6],
Abs. 37 ist demzufolge {u, v} eine e-Charakteristik von id ,.

8. Lemma. Es sei card A = 4 und sei card A eine endliche ungerade Zahl. Dann
existieren solche Wohlordnungen u, v auf A, fiir welche {u, u} eine e-Charakteristik
der Identitdt id , ist.

Beweis. BEs sei cardA=2n+1, 4<2n+1<¥N, Legen wir Z, ., =
=pe{0, 1,..., 2n} und wihlen eine bijektive Abbildung f:Z;,4q — 4. Es sei u
diejenige Wohlordnung auf A, fiir welche f ein monotoner Isomorphismus von
(Zan+1> <) auf (4, u) ist. Fir k € Z,,,; bezeichnen wir a, =pf(k). Wir legen

Ay =pc{an+1|keN, 2k + 1 < 2n},
Ay =ps{ay | keN, 2k < 2n — 2},
A, =p¢ {azn—z} , Az =pg{az}.

Der vorausgesetzten Ungleichung 4 < 2n + 1 = card 4 folgt, dass die Mengen
Ay, Ay, A,, A; nichtleer sind und von der Bijektivitit von f folgt, dass diese auch
paarweise punktfremd sind. Die Ordnung v definieren wir als eine der Ordinalsumme

(4o, u) ® (A1, u) @ (A3, u) @ (4,,u) ;

zugehorte Ordnung; offensichtlich ist v eine Wohlordnung auf A.

Wir zeigen, dass {u, v} eine e-Charakteristik der Identitit id .. Es sei B eine nicht-
leere zumindest zwei Elemente enthaltende {u, v}-konvexe Teilmenge in 4. Von der
{u}-Konvexitit von B dann folgt die Existenz von soeinem i€ Z,,,, i + 1 < 2n,
fiir welches a;, a;,, € B ist. Eine der Zahlen i, i + 1 ist gerade und die andere ist
ungerade. Von der {v}-Konvexitit von B folgt dann a, € B, von der {u}-Konvexitit
von B folgt a;€ B fiir alle natiirliche j, 0 < j < i + 1, von der {v}-Konvexitit
von B folgt a,;. € B fiir alle natiirliche k, 1 < 2k + 1 < 2n und daher von der
{u}-Konvexitit von B folgt auch a,,_, € B. Von der {v}-Konvexitit von B folgt
schliesslich auch a,, e B und deswegen ist A = B (B ist eine {u}-konvexe Menge).

Die einzigen echten {u, v}-konvexen Mengen in A sind also nur ein Element
enthaltende Teilmengen in 4 und also nach [6], Abs. 37 ist {u, v} eine e-Charak-
teristik der Identitat id,.

9. Satz. Es sei g eine Aquivalenz auf A und card Afo = 4. Dann existieren Wohlord-
nungen u, v auf A so dass {u, v} eine e-Charakteristik der Aquivalenz ¢ ist.

Der Beweis folgt von den Absitzen 6, 7 und 8. Fiir X € A/g sei wy eine Wohlord-
nung auf X. Auf Ao wihlen wir Wohlordnungen i, ¢ so, dass {i, 7} eine e-Charak-

366



teristik der Identitétid, ist; die Existenz soeiner zwei Elemente enthaltender Menge
{u, v} folgt vom Lemma 7 und 8, wenn wir anstatt von A eine zumidest vierelementige
Zerlegung Ao wihlen. Die Ordnung u, welche der Ordinalsumme ) (X, wy)

Xe(AJe,i)
gehort und v, die der Ordinalsumme Y, (X, wy) gehort, sind Wohlordnungen auf 4,
Xe(4d/e,v)
nachdem es sich um Ordinalsummen eines wohlgeordneten Systemes wohlgeordneter

Mengen handelt.

Es ist {u, v}, = {ii, 5} und also ist nach dem Satz 6 {u, v} eine e-Charakteristik
der Aquivalenz .

10. Folgerung. Es sei ¢ eine Aquivalenz auf Aund card Alo = 4. Dann ist m(g) = 2
(s. [6], Abs. 47).

Beweis. Die Folgerung folgt unmittelbar vom Satz 9 und der Definition der
Funktion m.

11. Lemma. Es sei ¢ eine Aquivalenz auf A. Dann gelten die folgenden Behaup-
tungen:

a. Wenn card Afo = 3 ist, dann ist m(g) = 3.
b. Wenn card Afo = 2 und card A = 3, dann ist m(g) = 2.
c. Wenn card Afg = card A = 2 ist, dann ist m(g) = 0.

d. Die zu den Aquivalenzen @ von den Behauptungen a., b. und c. gehérenden
e-Charakteristiken konnen so gewdhlt worden, dass deren Elemente Wohlordnungen
auf A sind.

Beweis. a. Es sei ¥ eine e-Charakteristik von g, sei {4;, 4,, A3} = Afo. Fiir
alle i, i = 1,2, 3 gibt es u; € ¥~ derart, dass A; auch nicht das kleinste, auch nicht
das grosste Element in (4/o, (u;),,) ist (s. Lemma 5). Deswegen gilt in diesem Falle
immer die Ungleichung card ¥~ = 3 und also ist 3 < m(g). Nach [6], Abs. 52 gilt
auch die umgekehrte Ungleichung m(¢) < 3 und also ist m(g) = 3.

b. Diese Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung vom Lemma 52 in [6].

c. Indiesem Falle ist e(0) = E(A4) = {id,, A x A}, und also unter den angegebenen
Voraussetzungen gilt

o=id,= sup {o|oee(d), o+ 4 x A}.
(E(4),€)
Deswegen ist m(g) = 0.
d. Diese Behauptung kann #dhnlicherweise wie der Satz 9 bewiesen werden.

12. Bemerkung. Durch die Folgerung 10 und das Lemma 11 ist die Funktion m
vollkommen bestimmt. U. a. ist auch die Vermutung 53 von [6] widergelegt.
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Die Ergebnisse von diesem Teil deuten an, dass es nicht ganz uniteressant sein
wird, solche Ordnungssysteme zu untersuchen, welche auf 4 die Minimalbedingung
erfiillen und mit Riicksicht auf welche eine in 4 gegebene Teildquivalenz schwach
faktorisierende ist; diesen Untersuchungen ist der weitere Teil dieser Abhandlung
gewidmet.

AQUIVALENZEN UND DIE MINIMALBEDINGUNG ERFULLENDEN ORDNUNGEN

13. Symbolik. %*(A) ist die Menge genau der Ordnungen auf A, welche der Mini-
malbedingung geniigen. %*'(A) ist die Menge genau aller Wohlordnungen auf A.
Ferner definieren wir fiir die Teildquivalenz ¢ in 4

U*(e) =pr Ule) 0 #*(4), U*(e) =pr Ule) n %*(4).
14. Lemma. Es sei u € %*(A), ve %(A) und v < u. Dann ist v e U*(A).

Beweis. Wahlen wir eine nichtleere Menge X in A. Dann existieren in der geordne-
ten Menge (X, u) Minimalelemente und diese sind dann nach der Voraussetzung
v < u auch in (X, v) minimal.

15. Satz. Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A. Dann ist (U*(g), <) eine nichtleere
geordnete Menge mit dem kleinsten Element id,. Wenn ue U*(g), ve ”II(A) ist
und v < u auch gilt, dann ist veU*(g). Falls X eine nichtleere Teilmenge in
U*(g) ist, dann ist (NX) e U*(g).

Beweis. Offenbar ist id, € U*(4). Die Behauptungen des Satzes folgen dann

unmittelbar vom Satz 5 in [6] und vom Lemma 14.

16. Lemma. Es sei u eine Ordnungsrelation und domu < A. Dann erfiillt die
geordnete Menge (dom u, u) genau dann die Minimalbedingung, wenn eine Wohlord-
nung v auf A derart existiert, dass u < v ist.

Beweis. S. [4], Th. 2.3.

17. Lemma. Es sei u € %(A), a, be A, (a, b) ¢ u U u™'. Wir definieren (x, y) € u™
genau dann, wenn zumindest eine der Bedingungen

1) (x, y)eu,

(2) (x,a)euund (b, y)eu

gilt. g
Dann ist u® e U(A), u = u®, (a, b) e u® und fiir jede Ordnung ve %(A), fiir
welche u S v und (a, b) e v ist, gilt die Inklusién u® < v.
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Beweis. Mit der Ausnahme der letzten Behaptung des Lemmas s. [8]. Es sei v
eine Ordnung auf 4, u < v, (a, b) € v. Dann folgt von der Inklusion u < v, dass v
der Bedingung (1) geniigt. Falls (x, a) € u, (b, y) € u ist, dann ist nach der Inklusion
u S v auch (x,a)ev, (b, y)ev und der Voraussetzung nach ist auch (a, b) e v.
Von der Transitivitait der Ordnung v ergibt sich (x, y) e v und also erfiillt v auch
die Bedingung (2). Deswegen gilt nach der Definition von u® die zu beweisende
Inklusion u® < v.

18. Lemma. Wenn die Ordnung u € %(A) die Minimalbedingung erfiillt und wenn
a,be A, (a,b)¢uvutist, dann erfiillt auch die Ordnung u® (s.. Abs. 17) auf A
die Minimalbedingung.

Beweis. Wir bezeichnen I(a) =p {x | x€ A, (x,a)eu}. Sei v die der Ordinal-
summe (I(a), u) @ (A — I(a), u) zugehérende Ordnung. Dann erfiillt auch die
Ordnung v auf 4 die Minimalbedingung. Der Wahl von v nach ist offenbar u < v,
(a, b) e v und deswegen ist nach Abs. 17 u® < v. Nach Abs. 14 geniigt also u®
der Minimalbedingung.

19. Lemma. Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A und sei u, u € U*(g) keine lineare
Ordnung auf A. Dann existiert eine Ordnung v, € U*(0) so dass u < v ist.

Beweis. Die Ordnung u € %(A) ist nicht linear und deswegen gibt es Elementen
a, b e A derart, dass (a, b) ¢ u U u~" ist. Von der Inklusion U*(g) < U(g) und von
den Behauptungen der Absitze 13 und 16 in [6] folgt die Existenz einer linearen
Ordnung v auf 4, fiir welche v e U(g) und u < v ist. Es sei z.B. (a, b) € v. Wir be-
zeichnen

"//:Df{WiWGU(Q),u S W,(a,b)ew},

Die Menge 7" ist nicht leer, da v e ¥ ist und also ist nach [6], Abs. 5. (N¥") € U(g).
Nach dem Lemma 17 ist u® = 7" und u® e %(A). Dann aber ist wieder nach
der Behauptung vom Abs. 5 in [6] u® e U(g). Nach dem Lemma 18 geniigt die
geordnete Menge (4, u™) der Minimalbedingung. Es ist also u®e U(g) N %*(A) =
= U*(A4), u = u® und deswegen geniigt es v, =p; u*’ zu wihlen.

20. Satz. Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A und u € U*(g). Dann ist u genau dann
das Maximalelement in (U*(¢), <), wenn (A, u) eine wohlgeordnete Menge ist.

Beweis. Falls (4, u) keine Kette ist, dann ist nach dem Lemma 19 u kein Maximal-
element in (U*(p), <).

Falls umgekehrt (4, u) eine wohlgeordnete Menge ist, dann ist (4, u) eine Kette
und nach [6], Abs. 16 ist u ein Maximalelement in (U(g), <). Daher, von der Inklusion
U*(e) < U(g) und von der Bezichung u € U*(g) folgt, dass u ein Maximalelement
in (U*(g), <) ist.
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21. Lemma. Es sei (X, u) eine geordnete Menge mit den folgenden Eigenschaften:

(3) Jede Kette in (X, u) ist endlich.
(4) Jede Menge Y, Y < X, paarweise u-unvergleichbarer Elemente*), ist endlich.

Dann ist X eine endliche Menge.

Beweis. Siehe [2], Theorem 5,24. (Das Lemma is Ubrigens in [7] S, 35. als eine
Ubung 16 zum Kap. I. angegeben.)

22. Lemma. Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A, u e U(g) und sei (4, u) eine teil-
weise wohlgeordnete Menge**). Dann ist (Ao, uy,,) eine teilweise wohlgeordnete
Menge.

Den Beweis fiihren wir durch einen Widerspruch. Nach [5], Abs. 19 ist (A/g, u4,,)
eine geordnete Menge. Es sei 4 ein nichtleeres System in der Zerlegung A/o. Setzen
wir voraus, dass in der geordneten Menge (%, u 4,) keine Minimalelemente existieren.
Dann ist die Menge'Z% unendlich und demzufolge ist ¢ + 0; also sind 4 und A/Q
unendliche punktfremde Systeme nichtleerer Teilmengen in A. Ferner gibt es eine
Folge von paarweise verschiedenen Elementen (B,),.y in % so dass (B, 1, B,) € 4,
fir alle n e N ist. Nach der Definition der Ordnung u , auf Ao (s. [5], Abs. 17)
gibt es eine Folge paarweise verschiedener Elemente (C,),ey in 4o so dass einerseits
die Folge (B,),ev eine Teilfolge von (C,),ey ist und andererseits (C,4 1, C,) €t N
N (Afe x Alo) fiir alle n e N ist. Deswegen existieren auch fiir alle n € N Elemente
a,, b, € C,, fiir welche die Ungleichungen (b, ;, a,) € u erfiillt werden (s. die Definition
der Beziehung # in [5], Abs. 17). Nach der Wahl der Elemente ay, by, a4, by, ...
sind die Folgen (a,),cy und (b,),.y Folgen von paarweise verschiedenen Elementen
und insbesondere ist die Menge B =y {ao, bo, a;, by, ...} unendlich. Die geordnete
Menge (A4, u) ist teilweise wohlgeordnet und deswegen gibt es in ihr keine unendliche
u-fallende Kette. Die Kette ({C, | n € N}, uy,) soll den Typ w* ***) besitzen, es ist
a,, b, e C, fiir alle n e N und also, mit Riicksicht auf die Definition von u,,, und
auf die Voraussetzung u e U(p), gibt es in (B, u) auch keine unendliche zunehmende
Kette. Vom Obigen folgt, dass in der geordneten Menge (B, u) alle Ketten endlich

*) Die Elemente x, y € X werden genau dann u-unvergleichbar genannt, wenn (x, ) ¢ u U u~ 1

ist. Die Menge Y, Y < X wird eine Menge paarweise u-unvergleichbarer Elemente genannt falls
beliebige zwei verschiedene Elemente in Y u-unvergleichbar sind.

*¥) Eine geordnete Menge (4, u) wird teilweise wohlgeordnet genannt, wenn firr jede nichtleere
Teilmenge X in 4 die Menge aller Minimalelemente in (X, u) nichtleer und endlich ist. (S. [1],
Kap. L, § 4, S. 33 der russischen Ubersetzung.) Die geordnete Menge (A, u) ist genau dann teilweise
wohlgeordnet, wenn einerseits in ihr keine dliche Teilmenge paarweise u-unvergleichbarer
Elemente existiert und wenn sie andererseits die Bedingung der Endlichkeit fallender Ketten erfuIIt
(S. [1], Kap. L, § 4, Ubung 5, S. 40 der russichen Ubersetzung.)

*+¥) ¥ ist der Ordinaltyp der Menge aller negativen ganzen Zahlen bei der gewShnlichen

Ordnung.
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sind, d.h. in (B, u) ist die Bedingung (3) vom Lemma 21. erfiillt. Die geordnete Menge
(A, u) ist voraussetzungsgemaiss teilweise wohlgeordnet und deswegen ist jede deren
Teilmenge paarweise u-unvergleichbarer Elemente endlich. Insbesondere ist jede
Teilmenge in B, welche von paarweise u-unvergleichbarer Elementen besteht, endlich
und also gilt in (B, u) auch die Bedingung (4) vom Lemma 21. Nach dem Lemma 21
ist also die Menge B endlich. Von diesem Widerspruch folgt die Existenz von Mini-
malelementen in der geordneten Menge (4, u,,,), d.h. die geordnete Menge (Ao, u4,,)
erfiillt die Minimalbedingung.

Es sei 2 die Menge aller Minimalelemente in (%, u,,,). Falls X, Ye 2 und X Y
ist, dann sind die Elemente X, Y u 4 ,-unvergleichbar und also nach der Definition
der Ordnung u,,, auf A4fg (s. [5], Abs. 17) sind beliebige Elemente x, y, wo x € X,
y €Y ist, u-unvergleichbar. Jede Teilmenge u-unvergleichbarer Elemente in A ist
endlich und deswegen ist auch das System 2 endlich. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

23. Folgerung. Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A. Dann gelten die folgenden
Behauptungen:

a. Sei u € U¥(0). Dann ist (Afe, uy,,) eine wohlgeordnete Kette.

b. Sei ueU(g) und sei (A, u) eine teilweise wohlgeordnete Menge. Dann gilt
in der geordneten Menge (Ao, u,,) die Minimalbedingung.

Beweis. Die Behauptung a. ist eine unmittelbare Folgerung der Absitze 2 und 22.
Die Behaptung b. folgt vom Lemma 22, da jede teilweise wohlgeordnete Menge
speziell die Minimalbedingung erfiillen muss.

24. Definition. Sei u eine Ordnung auf 4. Dann definieren wir fir X, X < 4
die u-konvexe Hiille k,(X) der Menge X in 4 mittels der Gleichung

k(X) =pe{x | xe 4, es gibt ye X und zeX so dass (y, x) € u und (x, z) e u ist}*)

25. Lemma. Es sei g eine Teildquivalenz in A und u € U(g). Dann ist die Abbil-
dung k, | (Afe) ein isotoner Isomorphismus von (Afe, u4;,) auf (A[k(e), tame)-

Beweis. Die Behauptung ist fiir ¢ = 0 trivial. Setzen wir darum voraus, dass
0 # Qist. Nach [5], Abs. 38ist k, | (4/e) : (A/e) — (A4/k(¢e)) eine bijektive Abbildung.
Es sei X, Ye Ao, (X,Y) € u,,. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n, n > 1 und

*) Da beniitzen wir ein vom [5], Abs. 37a. abweichendes Symbol; k,(X) wurde dort mit k 4(X)
bezeichnet. Sonst iibernehmen wir die Symbole von [5], Abs. 37—43 restlos, nur die Ordnung
auf A4 bezeichnen wir nicht <, sondern — im Einklang mit dem vorangehenden Text — mit dem
Symbol u. Insbesondere ist es zu betonen, dass fiir ¢ € D(A4) das Symbol ¢ das kleinste Element
in (G4, w), <) bezeichnet /vgl. [5], Abs. 41 und 43).
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Mengen X, ..., X, € Afo, so dass X, = X, X, = Yist und fiiralle i = 0,...,n — 1
(Xi, X;+,) € gilt. Von der Definition 24 folgt die Inklusion X; < k(X)), X,
€ k,(X,). Von der Definition der Relation i (vgl. [5], Abs. 17) folgen dann die
Beziehungen (k,(X,), k(X;+1)) € & und demzufolge ist (k,(X), k/(Y)) € t4uey-

Nach der Voraussetzung u € U(g) und nach [5], Abs. 39 und 19 ist (4/k(g), u 4,
eine geordnete Menge.

Es gelte umgekehrt fiir X, Ye Afe die Ungleichung (k,(X), k,(Y)) € t 44,,- Dann
existieren ne N, n = 1 und X,, ..., X, € AJo so dass X, = X, X, = Y ist und dass
fir alle i =0,...,n — 1 die Beziehung (k,(X,), k,(X;;;)eu gilt. Es existieren
also x; € k,(X;), X;41 € ky(X;41) 50 dass (x;, x;4 1) € u ist. Nach dem Abs. 24 existieren
dann y,eX;, z;4,€X;4, s0 dass (y;, x;)€t, (X;44, 2;4,)€u ist und deswegen
ist auch (y;, z;4) €u, d.h. (X;, X;,;) € . Nach der Definition von u,, gilt also
die Ungleichung (X,Y) € u,.

Also ist k, | (Afe) : (Ao, uas) 7 (A[K(@), 4ajn(p) ein isotoner Isomorphismus.

26. Lemma. Es sei xe A, X € A, YS A and ue %(A). Dann folgt von den
Beziehungen (X, {x}) e, ({x},Y) € it die Beziehung (X,Y)e€ u.

Der Beweis folgt unmittelbar von der Definition der Relation # (s. [5], Abs. 17).

27. Lemma. Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A und u e U(g). Dann gilt die Glei-
chung

Ugpiey = Uarg 0 (A[k(e) x A[k(0)) -

Der Beweis folgt sofort vom Lemma 26, der Definition der Relationen i, u 4,
u4; und von [5], Abs. 41 und 38.

28. Lemma. Es sei g eine Teiliquivalenz in A, u € U*(g) und es erfiille die geord-
nete Menge (Afo, uy,) die Minimalbedingung. Dann ist (A]@, u,,;) eine geordnete
Menge, welche der Minimalbedingung geniigt.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist u € U*(g), es gilt die Inklusion U*(g) =
< U(e) und demzufolge ist nach dem Lemma 41 und 19 in [5] (4/g, uy;) eine
geordnete Menge.

Es sei 4 ein nichtleers Teilsystem in A[g. Lege man %, = # N (4[k(0)), %, =
=t B — By esist B, = B N (A]id4—gomie)> und also sind die Elemente von %,
alle einelementige Teilmengen in 4 — dom k(g). Von der Nichtleerheit von % folgt
die Nichtleerheit von zumindest einem der Systeme %,, 4,.

Wenn %, =+ 0 ist, dann existieren in (%, u 4(,) Nach dem Lemma 25 Minimal-
elemente und diese sind dann nach dem Lemma 27 auch in (%, u,;) minimal.
Die geordnete Menge (%,,u,;) ist mit irgendeiner geordneten Teilmenge in
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(4 — dom k(g), u) isoton isomorph. Es ist u € U*(g) und deswegen geniigt (%,, u_/5)
der Minimalbedingung. Sei X ein Minimalelement in (%,, u ;). Wir definieren

BX)=pc{Y | YeB, Y+ X,(Y,X)€uy,} .

Nach der Voraussetzung iiber die Minimalitat des Elementes X in (B, u ),
nach dem Lemma 26 und nach der Definition der Systeme £, und £, gilt die Inklusion
A(X) = %,. Falls X nicht minimal in (%, u ) ist, dann ist #(X) # 0. Nach dem
Obigen existiert dann in (#(X), u ;) ein Minimalelement Y und dieses ist dann auch
in (%, u4,;) minimal — wir beriicksichtigen das Lemma 26 und die Definition von .

Wenn #, = Qist, dannist &, + 0, #, = % und die Minimalelemente in (%5, u 4/5)
sind auch in (4%, u ;) minimal.

29. Satz Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A und ue U(g). Dann gibt es eine Wohlord-
nung v auf A so dass ve U(Q) ist und u < v genau dann, wenn die geordneten
Mengen (A, u), (Afo, u,,,) der Minimalbedingung geniigen.

Beweis. Setzen wir zuerst voraus, dass ve U*(g), u < v existiert. Nach dem
Lemma 14 geniigt dann (A4, u) der Minimalbedingung. (4, v) ist eine wohlgeordnete
Menge und demzufolge ist nach der Folgerung 23a auch die Menge (4/o, v4/,)
wohlgeordnet.

Nach [5], Abs. 17 folgt von der Inklusion u < v die Beziehung

i (dlo x Ale) < b (4fe x 4le)

und also ist auch u 4, = v,,. Dem Lemma 14 zufolge ist in der geordneten Menge
(A4/e, u,,) die Minimalbedingung erfiillt.

Setzen wir voraus, dass umgekehrt die geordneten Mengen (A4, u) und (Afo, u4,)
die Minimalbedingung erfiillen. Dann erfiillt nach dem Lemma 28 auch die geordnete
Menge (A[g, uy;;) die Minimalbedingung ebenso wie auch alle geordnete Mengen
(X, u) fiir alle X, X € A/g. Nach dem Lemma 16 gibt es Wohlordnungen v auf A/g
und vy auf X fiir alle X € Afo, so dass uy; S v und u N (X x X) < vy ist. Sei v
diejenige Ordnung auf 4, welche der Ordinalsumme Y (X, vy) zugehort. Die

Xe(4]2.0)
wohlgeordnete Ordinalsumme wohlgeordnete Mengen ist die wohigeordnete Kette
(4, v). Nach [6], Abs. 11 und 10 ist v e U(g) und die Inklusion u < v folgt direkt

von der Konstruktion der Ordnung v.

30. Bemerkung. Zum Schluss zeigen wir, dass fiir eine Teiliquivalenz g in A4
von der Beziehung u € U*(p) allgemein nicht folgen muss, dass die geordnete Menge
(A4/e, u4y,) der Minimalbedingung geniigt. '

Es sei aq, by, a,, by, ... eine Folge paarweise verschiedener Elemente. Wir wihlen

A =p¢{ag, bo, ay, by, ...}, @ =pc{(ab;)|ieN} u{(b,a)|ieN}uid,,
u =p¢{(bis1, a;)) | ieN}Uid,.
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Die Bezichung ¢ ist offensichtlich eine Aquivalenz auf A; eine Beniitzung vom

Abs. 17 in [5] gibt dass (A/o, u4,) eine geordnete Menge vom Ordinaltyp w* ist.
Insbesondere gilt u € U(o) (vgl. [5], Abs. 19) und (4/e, uy,,) geniigt nicht der

Minimalbedingung. Also ist u € U(g) N %*(A) = U*(¢) und trotzdem ist u,, ¢

¢ U*(Alo).
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