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AUTOMORPHISMEN VON X-SUMMEN VON GRAPHEN

WILLIBALD DORFLER, Wien

(Eingegangen am 19. August 1971)

Das lexikographische Produkt von Graphen und Mengensystemen und seine
Verallgemeinerung, die X-Summe, wurden bereits von verschiedenen Autoren (sh.
Literaturverzeichnis) untersucht. Die Fragestellung war, unter welchen Bedingungen
das Produkt nur natiirliche Automorphismen besitzt. In der vorliegenden Arbeit
wird die Automorphismengruppe des lexikographischen Produktes und der X-Summe
auf Kommutativitiat, Transitivitit, Regularitdt und Primitivitit untersucht.

Ein Graph X besteht aus einer Menge V(X), den Knoten von X, und einer Menge
E(X) von ungeordneten Paaren [x, y] verschiedener Elemente von ¥(X), den Kanten
von X. Es ist |X| = IV(X)| X heiBt ein endlicher Graph, wenn ]X| < oo gilt. Ist
A <= V(X), so wird mit [4] der von A4 in X aufgespannte Teilgraph bezeichnet. Ein
Weg in X ist eine Folge von verschiedenen Knoten x;, i = 1,...,n,n + 1 mit
[x5 xi+1]€ E(X), i = 1,...,n und der Weg verbindet x; mit x,4;. X heiBt zusam-
menhidngend, wenn je zwei Knoten von X durch einen Weg in X verbunden sind.

Es seien X,Y zwei Graphen. Eine bijektive Abbildung ¢ : V(X) - V(Y) heiBt
Isomorphismus von X auf Y, wenn [x, y] € E(X) ist genau dann, wenn [¢x, py] e
€ E(Y) ist. Ein Isomorphismus ¢ von X auf X heiBt Automorphismus. Die Gruppe
der Automorphismen von X wird mit G(X) bezeichnet. X heiBt asymmetrisch, wenn
|G(X)| = 1 ist.

Definition. Gegeben sei ein Graph X mit |X| > 1 und Graphen Y,, x € V(X), deren
Knotenmengen paarweise disjunkt sind. Unter der X-Summe Z der Y, vesteht man
dann folgenden Graphen:

0 VZ) = Y ()
(1) E(Z) =XEHX)E(YX) U {[z1, 2] |z € V(Ys,) s

z e V(Y,,), [xy, x,] € E(X)}.
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Sind die Knotenmengen der Y, nicht paarweise disjunkt, so ist ihre X-Summe Z
erklirt als die X-Summe der Graphen Y, mit V(Y,) = {(x, y) | y e V(¥,)}, E(Y;) =
= {[(x, y1), (x, ¥2)] [ [v1, y2] € E(Y,)}. Fiir die X-Summe der Y, werden wir kurz
X(Y,) schreiben. Eine X-Summe X(Y,) mit |X| > 1 heiBt echt, wenn |¥;| > 1 fiir
mindestens ein x € V(X) gilt. Sind in Z = X(Y,) alle Y, Y, so heit X(Y,) das
lexikographische Produkt X oY von X und Y. Eine X-Summe ist zusammenhdn-
gend genau dann, wenn X zusammenhéngend ist.

Ist E(X) = 0, so heiBt X(Y,) dic Summe der Graphen Y,. Ist X vollstindig, so
heiBt X(Y,) die Kosumme (vgl. [9]) der Graphen Y,. Mit + wird die Summe, mit @
die Kosumme (bei endlich vielen Graphen) bezeichnet. Ist X das Komplement von X,
so gilt X + Y= X @ Y. Ein Graph heiBt prim beziiglich der Summe (Kosumme),
wenn er sich nicht als Summe (Kosumme) zweier nicht leerer Graphen darstellen
l1aBt. Jeder Graph hat eine eindeutige Darstellung als Summe primer Summanden,
namlich seiner Zusammenhangskomponenten. Ebenso hat jeder Graph eine eindeu-
tige Darstellung als Kosumme primer Kosummanden. Ist X = X; + X, IX,I =1,
i = 1,2, soist X prim beziiglich der Kosumme, und aus X = X; ® X, folgt, da X
prim beziiglich der Summe ist.

Definition. Eine Teilmenge A < V(X) heiBt nach aufen frei in X, wenn aus
[x, ao] € E(X) fiir ein a, € A und ein x e V(X) — A folgt, daB [x, a] e E(X) ist fiir
alle a € A. Ein Teilgraph H von X heift nach aufen frei in X, wenn V(H) nach auBen
frei in X ist.

Die leere Menge, einzelne Knoten und V(X) bilden die trivialen nach auBen freien
Teilmengen. In X(Y,) ist fiir jedes x die Knotenmenge V(Y,) eine nach auBen freie
Teilmenge, was direkt aus der Definition der X-Summe folgt. Somit entspricht jeder
Darstellung eines Graphen Z als X-Summe von Graphen Y, eine Partition von V(Z)

in nach auBen freie Teilmengen und umgekehrt. Wenn man ausgehend von einer
Partition M: V(Z) = U A, in nach auBen freie Teilmengen A, den Graphen Z|M
definiert durch ael

V(ZIM) = {4,), ael
E(zZ|M) = {[A, A;] | 3xe A,. ye By, [x, y]€ E(Z)},

so ist offensichtlich Z =~ Z|M ([A,])-
Sind ¥(Z) = U 4, und V(Z) = U B, zwei Partitionen von V(Z) in nach auBen
ael

peK
freie Teilmengen, sodaB gilt: 4,, = U B, mit K" = K und IBI,I =1 fir peK’, fir
peK’ .
jedes a # o ist A, = By, und jedes By, f e K — K’ tritt hier auf, so sagen wir, dal
die Partition der B, durch Auflésen von A, in die Knoten aus der Partition der 4,
hervorgeht.
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Lemma 1. Es seien A und B nach aufen freie Teilmengen in X. Dann ist auch
A N B nach auflen freiin X.Ist A 0 B % 0, so ist auch A U B nach auflen frei in X.
Ist AnB £ 0, A, B, so ist [A n B] entweder Summand oder Kosummand von
[A], [B] und [A v B]. Insbesondere sind dann A — B und B — A nach aufen
freiin X.

Beweis. Es wird nur gezeigt, daB unter der Voraussetzung des Lemmas [A4 n B]
entweder Summand oder Kosummand von [A] ist. Alles andere ergibt sich leicht
daraus und aus der Definition von ,,nach auBen frei‘. Zunichst sei fir x,e A N B
und y, € A — B die Kante [xo, ¥o] € E(X). Dann folgt:

[x, yo] € E(X) fiiralle xeB=

[x,y] €eE(X) firalle xeB— A, yeAd=
x,y| € E(X) firalle xeAnB, yeA - B.
[x.y] €E(X)

Also ist [A n B] Kosummand von A. Gibt es keine Kante zwischen Knoten aus
A n Bund A — B, so ergibt sich analog, dal A n B Summand von A ist.

Wir nennen einen Graphen Z unzerlegbar, wenn sich Z nicht als echte X-Summe
mit einem geeigneten X darstellen 1a6t.

Satz 1. Es sei Z ein Graph ohne nach aufen freie vollstindige Teilgraphen
mit mehr als zwei Knoten. Besitzt Z eine Darstellung als X-Summe unzerlegbarer
Graphen Y,, so ist diese bis auf Auflésungen in Knoten eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt und es seien V(Z) = U 4,

ael

und V(Z) = U B, zwei Zerlegungen in nach auBen freie Teilmengen, sodaB alle [A,]
pekK

und [B,] unzerlegbar sind, und ferner fiir wenigstens ein « |4,| > 1 undein § |By| > 1

gilt. Wir betrachten die Durchschnitte 4, N By fiir (e, B) el x K. Dann ist fiir jedes

ael A, = U(4, 0 By). Es werde « so gewihlt, daB |4,| > 1 ist, und es sei nicht
B

A, = By fiir ein f. Der Fall, daB fiir alle f mit A, " B; # 0 |Bﬂ1 = 1 ist, entspricht

der Auflésung von A in die Knoten und widerspricht nicht der Behauptung des

Satzes. Ist jedoch fiir ein f mit A, n" By + 0 |B,,] > 1, so kann By nicht in 4, enthalten

sein, weil A4, unzerlegbar ist und A, = U(4, N By) eine Partition von A, in nach
B

auflen freie Teilmengen ergibt. Ebenso sind 4, = B, und |Aa N B,,[ > 1 unmoglich.
Ist IAa - Bﬂ| = 1, so muB} aus demselben Grund lAa, — Blil = |B,, - Aa‘ = 1 sein,
woraus aber mit Lemma 1 folgt, daBB 4, U B, ein Dreieck in Z aufspannt, das in Z
nach aufBlen frei ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. Als einzige Moglichkeit
bleibt also die Auflosung von A4 in die Knoten. Ebenso sieht man, daB fiir jedes f8
entweder B, gleich einem A, ist oder By = U 4, mit |4,| = L firael < I gilt.

ael’
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Definition. Ein Automorphismus ¢ von X(Y,) heiBt natiirlich, wenn fiir alle x e
eV(X) gilt Y, = Y,.. Analog wird ein natiirlicher Isomorphismus zweier X-Summen
definiert.

Jedem natiirlichen Automorphismus ¢ von X(Y,) entspricht ein Automorphismus p
von X, der definiert ist durch

px = x' < @Y, =Y, firalle xeV(X).

Die natiirlichen Automorphismen bilden eine Gruppe, die aber im allgemeinen nicht
gleich der Automorphismengruppe von X(Y;) ist. Die natiirlichen Automorphismen
eines lexikographischen Produktes X oY bilden das Kranzprodukt G(X)o G(Y)
von G(X) und G(Y). Dabei ist das Kranzprodukt zweier Permutationsgruppen G
auf M und H auf N erklart als die Gruppe aller Permutationen ¢ auf M x N, fiir
die gilt
o(x, ) = (ux, ¢,y) mit peG, ¢.,eH, (x,y)eM x N.
In [5] wird untersucht, unter welchen Bedingungen X(Y,) nur natiirliche Auto-

morphismen besitzt. Um das Resultat anzufiihren, brauchen wir noch folgenden
Begriff:

Definition. Sind X und Y zwei Graphen, so heiit die Abbildung ¢ von V(X)
in V(Y) ein starker Homomorphismus, wenn gilt: ist fir x, yeV(X) ¢x *+ @)
so ist [¢x, py] € E(Y) genau dann, wenn [¢~'x] Kosummand von [¢~'x U ¢~ 'y]
ist. In Z = X(Y,) sei fiir 4 < V(X) S(4) := [ U V()]

xeA

Satz A. Es sei Z = X(Y,). Dann besteht G(Z) nur aus natiirlichen Automorphis-
men, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(I) Gibt es x" % x" in V(X) mit [x', x"] ¢ E(X) und ist {x', x"} nach aufen frei
in X, so ist Y., prim zur Summe.

(I1) Gibt es x" + x" in V(X) mit [x', x"] € E(X) und ist {x', x"} nach aufen frei
in X, so ist Y,, prim zur Kosumme.

(II) Ist M eine Partition von V(X) in nach aufen freie Teilmengen A, und
o:X - X/M ein starker Homomorphismus von X auf X/M mit

S(A,) = S(p~'4,) fir alle «,

so gibt es zwischen S(A,) und S(¢~'A,) nur natiirliche Isomorphismen.

(IV) Ist c e V(X) Summand oder Kosummand von X, dann ist Y, nicht die
X-Summe von GraphenY,, x e V(X), mit Y, = Y, fiir x * c.

Ist Z = X o Y und ist eine dieser Bedingungen nicht erfiillt, so gibt es einen nicht
natirlichen Automorphismus von Z.

Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Automorphismengruppe einer X-Summe.
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Lemma 2. Ist A = V(X) nach aufen frei in X und ist ¢ ein Automorphismus
von [A], so ist die Abbildung & : V(X) = V(X) mit §x := ¢x fiir x€ Aund ¢x 1= X,
x ¢ A ein Automorphismus von X.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Voraussetzung, da3 4 nach auflen
frei in X ist.

Aus Lemma 2 folgt sofort:

Satz 2. Ist die Automorphismengruppe G(Z) der X-Summe Z = X(Y,) abelsch,
so ist G(Y,) abelsch fiir alle x € V(X).

Satz 3. Es sei Z = X(Y,) und G(Z) abelsch. Gibt es zu zeV(Y,) ein y € G(Z)
mit Yz ¢ V(Y,), so ist z Fixknoten von G(Y,).

Beweis. Die Voraussetzungen seien erfiillt. Angenommen, es gibt ¢ € G(Y,) mit
¢z # z. Dann sei ¢ der ¢ nach Lemma 2 entsprechende Automorphismus von Z.
Es gilt: @Yz = Yz + Y@z, im Widerspruch dazu, daB G(Z) abelsch ist.

Satz 4. Es sei Z = X o Y und G(Z) abelsch. Dann sind G(X) und G(Y) abelsch und
mindestens einer der beiden Faktoren X und Y ist asymmetrisch.

Beweis. Zuerst bemerken wir, daB8 jeder Automorphismus e G(X) natiirliche
Automorphismen von X oY induziert und daher G(X) sicher abelsch ist. G(Y) ist
abelsch nach Satz 2. Ist lG(X)| > 1, so ist nach Satz 3 Y asymmetrisch. Ist lG(Y)l > 1,
dann folgt wieder aus Satz 3, daBl X asymmetrisch ist.

Satz 5. Es sei Z = X oY und G(Z) abelsch. Ist |G(Y)| > 1, so besitzt Z nur na-
tirliche Automorphismen.

Beweis. Wie nehmen an, daBl unter den Voraussetzungen des Satzes Z nicht nur
natiirliche Automorphismen besitzt. Dann ist jedoch eine der Bedingungen (I)—(IV)
aus Satz A nicht erfiillt. Da |G(Y)| > 1 ist, gibt es ein ¢ € G(Y) und ein yeV(Y)
mit oy = y.Ist(I) nichterfiillt, soistY = Y; + Y, und essei j € V(Y;). Die Abbildung
Y :V(Z) > V(Z) mit y(x', y) = (x", ), wenn yeV(Y,), ¥(x",y) = (x',»), wenn
yeV(Y,), und ¥z = z sonst, ist ein Automorphismus von Z mit y(x’, ¥) ¢ V(Y,).
Andererseits ist nach Lemma 2 auch ¢ mit (x’, y) = (x’, ¢y) und $z = z sonst ein
Automorphismus von Z, was jedoch im Widerspruch zu Satz 3 steht. Analog ergibt
sich ein Widerspruch, wenn (II) nicht erfiillt ist. Sind (I) und (II) erfiillt, so ergibt
sich aus dem Beweis des Satzes A in [5], daB fiir einen nicht natiirlichen Auto-
morphismus Y von Z gelten muB: ist fiir ein x € V(X) ¢ V(Y,) nicht enthalten in einem
V(Y,), so ist fiir C, = {x' | x' e V(X), ¥ V(Y;) n V(¥,) # 0} |C,| = 3 und fiir héch-
stens ein x" € C, ist Y V(Y,) n V(Y,) = V(Y,). Ist daher (III) nicht erfiillt, aber gelten
(I) und (II), und ist ¥ ein nicht natiirlicher Automorphismus von Z, so muB es ein
Y (2Y) geben mit ¥ V(Y,) nV(Y,) = 0 oder ¥~ 'V(Y,) nV(Y,) = 0, was wieder
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Satz 3 widerspricht. Ist schlieBlich (IV) nicht erfiillt, so siecht man leicht, daB3 es einen
nicht natiirlichen Automorphismus ¥ von Z gibt mit y ¥(Y,) n V(Y,) = 0 fiir ein x.
Also fiihrt jeder der Fille (I)—(IV) zu einem Widerspruch, womit der Satz bewiesen
ist.

Definition. Eine Permutationsgruppe G auf der Menge M heil3t transitiv, wenn es
zu x, y € M ein ¢ € G gibt mit px = y.

Im folgenden verstehen wir unter einer maximalen nach aufen freien Teilmenge
A c V(X) eine nichttriviale nach auBen freie Teilmenge, sodaBl daraus, dall B > A4
gilt und B nach auBen frei in X ist, folgt, daB B = A4 oder B = V(X)) ist. Entsprechend
ist eine minimale nach aufen freie Teilmenge erklart.

Satz 6. Es sei Z nicht vollstindig und E(Z) + 0, und G(Z) sei transitiv. Gibt es
in Z eine maximale nach aufen freie Teilmenge A, so ist Z = X o Y mit geeigneten
Graphen X und Y(|Y| = 2), soda3 G(Z) isomorph dem Kranzprodukt G(X) o G(Y)ist.

Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt. Es sei ¢ € G(Z) beliebig.
Es kann dann nicht sein, daB A = 4 oder A = @A ist, da mit 4 auch @A eine
maximale nach auflen freie Teilmenge ist. Wir betrachten zuerst den Fall, daB
A @A * A, Qist. Da A maximal ist, ergibt sich mit Lemma 1, daBB 4 U ¢4 = V(Z)
ist, und daB Z daher entweder in eine Summe oder Kosumme von primen Graphen Y,
zerfillt. Dabei kann nicht fiir alle « |Y,| = 1 sein, weil sonst E(Z) = 0 oder Z voll-
standig ware. Aus der Transitivitét folgt, daB alle Y, = Y fiir ein Y sein miissen, also
ist Z = X oY, wobei fiir X entweder E(X) = 0 ist oder X vollstindig ist. Direkt
oder mit Satz A ist zu sehen, daB G(Z) = G(X) . G(Y) ist in beiden Fallen, weil
X o Y nur natiirliche Automorphismen zulaBt. Es bleibt also zu betrachten, daB fiir
alle @, Y € G(Z) entweder pA = YA oder pA N YA = 0 ist. Da alle 94, ¢ € G(Z)
nach auBen frei in X sind und [4] = [@A4] gilt, ist dann Z =~ X o [A4], wobei X =
= Z|M ist und M die Partition von V(Z) in die ¢A, ¢ € G(Z), bedeutet. Aus der
Maximalitat von A folgt, daBl X nur triviale nach auBen freie Teilmengen besitzt,
woraus sich mit Hilfe von Satz A die Bezichung G(Z) =~ G(X) . G([A4]) ergibt.

Satz 7. Es sei Z ein nicht vollstindiger Graph mit transitiver Automorphismen-
gruppe. Gibt es in Z einen nach aufen freien vollstindigen Teilgraphen H mit
|H[ = 2, so gibt es eine Darstellung Z =~ X oY mit vollstindigem Y, sodaf gilt
G(Z) = G(X) - G(Y).

Beweis. Es sei Z ein Graph, der den Voraussetzungen des Satzes geniigt. Wir
zeigen zundchst, daB es einen eindeutig bestimmten, maximalen nach auBen freien
vollstandigen Teilgraphen Y von Z gibt mit V(Y) o V(H). Dazu sei {Y,}, a €1, eine
beziiglich der Inklusion ihrer Knotenmengen total geordnete Familie von nach auflen
freien vollstindigen Teilgraphen mit V(Y,) o V(H). Dann ist auch [W] mit W =
= U V(Y,) nach auBen frei und vollstindig. Denn ist [z, w] € E(Z) fir z¢ W, we W

aecl
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und x # w aus W beliebig, so gibt es ein jeI mit weV(Y;) und x € V(Y;), sodaB
auch [z, x] € E(Z) ist. Also ist W nach auBen frei. Ebenso folgt, daB W vollstandig ist.
Mit dem Lemma von Zorn folgt die Behauptung. DaBl der maximale Graph Y mit
diesen Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, ergibt sich unmittelbar aus Lemma 1.
Natiirlich ist Y # Z, weil Z nicht vollstandig ist.

Zum weiteren Bewelis betrachten wir wieder alle Bilder des Teilgraphen Y unter den
Automorphismen von G(Z). Aus den Eigenschaften von Y folgt mit Lemma 1 sofort,
daB fiir alle ¢, € G(Z) entweder ¢ V(Y) = y V(Y) oder ¢ V(Y) ny V(Y) = 0 ist.

Da U ¢V(Y) = V(Z)ist, und alle ¢ V(Y) nach auBen frei sind, gilt Z &~ X o Y mit
€G(2Z)

geeignetem X. Angenommen Y € G(X oY) wire nicht ein natiirlicher Automor-
phismus von X o Y. Es bezeichne C, fiir x € V(X) die Menge {w | w e V(X), ¥ V(Y;) N
nV(Y,) * 0}. Dann kénnen wir annchmen, daB es ein x € V(X) gibt mit IC,‘I > 2.
Denn ist |C,| = 1 fiir alle x € (X), so muB es Knoten x und x' in V(X) geben mit
Yy V(Y,) = V(Y,) und Yy V(Y,) = V(Y,) fiir ein weV(X). Dann geniigt es aber
durch ™! zu ersetzen. Da Y, nach auBen frei in Z und vollstindig ist, ist C, nach
auBen frei in X und C, spannt in X einen vollstandigen Teilgraphen auf, und daher
ist auch S(C,) = [{z | zeV(Y,,), we C,}] in Z nach auBen frei und vollstindig, was
aber der Maximalitit (beziiglich beider Eigenschaften) von Ybzw. @Y, ¢ € G(Z) wider-
spricht, denn es kann nicht C, = V(X) sein.

Durch Ubergang zum Komplement erhilt man den

Satz 7'. Es habe Z mit E(Z) =% 0 eine transitive Automorphismengruppe. Gibt es
in Z einen nach aufen freien gesdttigten Teilgraphen H mit E(H) = 0 und lH| =2,
so gibt es eine Darstellung Z = X oY, wobei E(Y) = 0 ist und G(Z) =~ G(X) - G(Y)
gilt.

Satz 8. Es sei Z ein Graph mit folgenden Eigenschaften: Z ist nicht vollstindig
und E(Z) ist nicht leer, die Automorphismengruppe G(Z) ist transitiv und in Z
gibt es eine minimale nach auflen freie Teilmenge. Dann gibt es eine Darstellung
Z>XoY,|X|,|Y| 22 sodap G(Z) = G(X) o G(Y) ist.

Beweis. Es sei Z ein Graph mit den im Satz angegebenen Eigenschaften und A
eine minimale nach auflen freie Teilmenge von Z. Wir unterscheiden die Falle IAI =2
und |A| = 3 und betrachten zunichst den zweiten Fall. Wegen der Minimalitat von A
kann fiir zwei Automorphismen ¢,y € G(Z) nicht A < YA gelten. Wire ¢4 N
N YA * 0, pA, YA fiir ein Paar ¢,y € G(T), so enthilt entweder pA N YA oder
@A — YA mehr als 2 Elemente und bildet nach Lemma 1 eine nach auBlen freie
Teilmenge B mit ¢ !B < A, im Widerspruch zur Minimalitit von 4. Also muB fiir
je zwel ¢, ¥ € G(Z) entweder pA = YA oder pA4 N YA = 0 sein und wie im Satz 6
folgt daraus, daB Z =~ X o [ 4] mit geeignetem X ist. Aus dem Beweis oder direkt mit
Hilfe der Minimalitit von 4 sieht man, daB G(Z) =~ G(X) - G([A]) gilt. Es sei jetzt
|4] = 2 und 4 = {x, y}. Ist [x, ¥] € E(Z), so ist [4] ein nach auBen freier vollstén-
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diger Teilgraph und die Behauptung folgt aus Satz 7. Ist [x, y] ¢ E(Z), so wendet
man Satz 7" an.

Satz 9. Es sei Z ein endlicher Graph mit transitiver Automorphismengruppe G(Z).
Ist Z = X(Y,), so ist G(Y,) transitiv fiir alle x e V(X).

Beweis. Die Voraussetzungen seien erfiillt. Ist IYxl = 1, so ist nichts zu zeigen.
Seien daher z; =% z, zwei verschiedene Knoten aus V(Y,). Zu zeigen ist, daB ein
Automorphismus ¢ von Y, existiert mit ¢z, = z,. Dazu sei { ein Automorphismus
von Z mit Yz, = z,. Ist Y V(Y;) = V(Y,), so ist die Einschrinkung von y auf V(Y,)
der gewiinschte Automorphismus von Y,. Also sei y V(Y,) # V(Y,) und daher V(Y,) n
N Y V(Y) # 0,V(Y.), V(YY,), weil Y| < oo ist. Dann ist aber H = [V(Y,) n ¢ V(Y,)]
Summand oder Kosummand von [V(Y,) u ¢ V(Y,)] und [V(Y,) U ¢ V(Y,)] ist nach
auBen frei in Z. Im folgenden betrachten wir nur Summanden. Analog gilt die Uber-
legung fiir Kosummanden. Die Zerlegung von Y, in Summanden ist eindeutig bis
auf Isomorphie und Reihenfolge der Summanden. Daher sind die Summanden
von Y, bzw. von yY,, welche nicht in Y, n /Y, liegen, eindeutig bestimmt. Da  ein
Automorphismus von Z ist, gibt es daher zu jedem Summanden in Y, — yY, einen
isomorphen Summanden in YY, — Y, und umgekehrt. Somit gibt es einen Auto-
morphismus von [V(Y,) u ¢ V(Y,)], der Y, — Y, und yY, — Y, vertauscht und
auf V(Y,) n ¢ V(Y,) die Identitat ist. Ist wie in Lemma 2 & der durch a induzierte
Automorphismus von Z, so ist ¢ = doy € G(Z) und es ist ¢z; = z,, sowie
PV(Y) = V(¥.).

Bemerkung. Im allgemeinen folgt aus der Transitivitit von G(Z) nicht, daB G(X)
transitiv ist. Fiir das lexikographische Produkt wurde Satz 9 von W. Imrich in [6]
bewiesen.

Definition. Eine Permutationsgruppe G auf der Menge M heilit reguldr, wenn G
transitiv ist, und wenn aus ax = x fiir ein « € G und ein x € M folgt, daB « die
Identitat ist.

Satz 10. Es sei Z ein endlicher Graph mit reguldrer Automorphismengruppe.
Dann gibt es in Z nur triviale nach aufen freie Teilmengen.

Beweis. Es sei Z so wie im Satz angegeben. Fiir |Z| > 2 kann dann Z nicht voll-
stindig sein und E(Z) kann nicht leer sein, weil sonst G(Z) nicht reguldr wire. Fiir
{Zl < 2 ist der Sdtz aber richtig. Gibt es in Z eine nicht triviale nach aullen freie
Teilmenge, so gibt es eine minimale solche Teilmerge wegen |Z[ < oo und man kann
Satz 8 anwenden. Also ist Z = X o Y, |X|,|Y]| = 2, mit G(Z) = G(X) . G(Y), sodaB
G(Y) transitiv ist. Dann gibt es aber einen Automorphismus ¢ von Z, der nur auf
genau einem Y, von der Identitdt verschieden ist. Widerspruch zur Regularitét
von G(Z).

588



Folgerung 1. Fiir keinen Graphen X, [X| < o0, gibt es eine endliche echte X-
Summe X(Yx) mit reguldrer Automorphismengruppe.

Definition. Ist G eine Permutationsgruppe auf M, so heiit B = M ein Block von G,
wenn fiir alle ¢ € G entweder @B = B oder ¢B n B = @ gilt. Die leere Menge,
M und die einpunktigen Teilmengen von M sind die trivialen Blécke. G heiBt pri-
mitiv, wenn G transitiv ist und nur triviale Blocke besitzt.

Satz 11. Es sei Z ein endlicher Graph mit primitiver Automorphismengruppe.
Dann ist entweder Z vollstindig oder E(Z) = Q oder es gibt in Z nur triviale nach
auflen freie Teilmengen.

Beweis. Jeder vollstindige Graph und jeder Graph Z mit E(Z) = ( haben primi-
tive Automorphismengruppen. Es sei also Z nicht vollstandig und E(Z) + 0. Wir
verwenden wieder Satz 8. Gibt es in Z eine nach aullen freie Teilmenge A, |A| =2,
A +V(X), soist Z=XoY, |X|,|Y| =2 und X .Y besitzt nur natiirliche Auto-
morphismen. Das bedeutet jedoch, daB fiir jedes x € V(X) die Menge V(Y,) ein
nichttrivialer Block von G(Z) ist. Widerspruch!

Folgerung 2. Keine echte endliche X-Summe von Graphen Y, besitzt eine primitive
Automorphismengruppe.

Bemerkung. Die Aussage der Folgerung 2 gilt nicht fiir unendliche Graphen,
was durch Beispiele gezeigt werden kann.
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