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REGELFLACHENPAARE MIT EINER ABWICKELBAREN
QUASIFLEKNODALFLACHE

Joser DOLEZAL, Brno

(Eingegangen am 20. April 1971)

1. TYPEN DER REGEFLACHENPAARE

Im projektiven Raum P, sei mit P-Paar ein Paar von Regelflichen R,,, R,,
bezeichnet. Die Regelflichen befinden sich in ein-eindeutiger Korrespondenz, wobei
jeder Erzeugenden (A, 4,) der Fliche R,, eine Erzeugende (43, A,) der Fliche R,
entspricht. Die entsprechenden Geraden werden durch denselben Wert des Para-
meters u bestimmt, wobei u alle reellen Werte aus einem offenen Intervall I annimmt.
Wir werden voraussetzen, dass (A;, A,), (4;, A,) fir alle Parameterwerte u €/
windschief sind.

Betrachten wir zwei entsprechende Geraden (A4, 4,), (43, A,) des P-Paares, die
durch den Parameterwert u = u, gegeben sind. Jede Gerade (X, Z), die die Geraden
(44, 4,), (43, A,) und auch ihre benachbarten Geraden auf der beiden Flichen
Ry,, Ry, schneidet, heisst die Quasifleknodalgerade (einfach Q-Gerade) des P-Paares.
Die Schnittpunkte der Q-Geraden mit den Geraden (4, 4,), (45, A,) fiir u = u,
nennt man zugeordnete Quasifleknodalpunkte des P-Paares (weiter nur Q-Punkte).
Bei Anderung des Parameters u bilden allgemein die Q-Punkte die Quasifieknodal-
kurven (Q-Kurven) und die Q-Geraden die Quasifieknodalflichen (Q-Flichen)
des P-Paares.

Jede Q-Gerade ist durch folgende vier Gleichungen bestimmt (mit x bezeichnen
wir das Pliickersche Produkt):

(1) (X,Z) x (A;,4,) =0, (X,Z) x (A;5,4,) =0,
(X,2) x d(4;, 4,) =0, (X,Z) x d(4;,4,) =0.

Es sei nun eine Flache @ als Tangentenfliche einer Kurve (Y(1)) von der Differen-
tialklasse C* gegeben. Man setze voraus, dass

(Y, Y’, er’ Y///) :*: 0
fir alle u €1 gilt.
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Wir werden jetzt alle P-Paare finden, die die gegebene Fliache @ als eine Q-Flache
besitzen. Die Tangenten der Kurve (Y) sind also Q-Geraden des P-Paares. Man kann
setzen:

) X=A, =tY +1,Y, A, =uxV+xY + 1Y + uY",
Z=As=0Y+0Y, Ay=cY + Y + c,Y" + c;Y".
Die Bedingung (4,, A,, 43, 4,) * 0 liefert die Ungleichung
(3265 — 23¢,) (1vy — t,0) £ 0.
Wenn man die Gleichungen (2) in Betracht nimmt, sind die ersten zwei Gleichungen
von (1) identisch erfiillt, aus den iibrigen folgt:
tx3 =0, vyc3=0.
Diese Gleichungen und die vorangehende Ungleichung bieten folgende Moglich-
keiten dar: ‘
(3) a)t; =0, ¢3=0; t+0, v; 0, %3 %0, ¢, 0,
b) v, =0, %,=0; v+0, t,+0, ¢3+0, %, *0.
Geometrisch bedeutet das, z. B. im Falle a), dass (4,, 4,) eine willkiirliche Gerade
ist, die die Riickkehrkante (Y) schneidet und in der Tangentialebene der Fliche &
nicht liegt, dagegen aber (45, 4,) eine beliebige mit (¥, Y’) nicht zusammenfallende
Tangente der Fliche @ ist. Im Falle b) sind beide Geraden umgetauscht.
Setzt man die Bedingungen #; = ¢; = 0 in (2) ein, so sicht man, dass die Para-
meter % und ¢, die Lage der Geraden (4, 4,) und (43, A,) nicht beeinflussen. Wir

setzen also
=0, ¢,=0.

Durch Normierung des Punktes Y und passende Wahl des Parameters u kann man
erzielen, dass die Differentialgleichung der Kurve (Y) die sog. Laguerre-Forsythesche
Form [5] erhalt

(4) YWY = —40,Y — (0, + 20) Y.
Die Normierung der Punkte A4,, 45, A, kann so durchgefiihrt werden, dass
=1, v, =1, ¢, =1

sein wird. Die Eckpunkte des beweglichen Tetraeders werden also in folgender Form
ausgedriickt

(5) 4, = v,
Ay = Y +o0,Y +Y",
Ay =Y + Y, ’
Ay =Y +Y".

292



Die differentielle Verriickung des Tetraeders ist durch die Gleichungen bestimmt:

d4; = wld;, ol =uidu, i,j=1,234.

iy

Durch Differenzieren von (5) erhélt man die folgende Tabelle:

6) up=—v, uy = —[o(x] — %1%y — 403) + c(xy — %5 + %) +

+ (0,4 + 203)],

ul= 0, ul = %,

w= 1, ul = — wyn, — 40,5,

ut= 0, us = %, — 5+ %y,

ul= v —v>—c, uy= wn, +cxn,—ve+c,

ui= 0, u: =1,

us= v, uy= c¢—x,,

ut = 1, ut = —x,.

Beide Flachen R,, und R;, konnen windschief oder abwickelbar sein. Die Erzeu-
gende (A, A,) wird eine Torsalgerade, wenn die Determinante

|[Ay, Ayy AL, A3 = u3ui|A,, Ay, Ay, Ay
verschwindet. Das ist nur so moglich, dass
(7) u3 =0

gilt. Wenn wir mit K den Kuspidalpunkt der Geraden (4,,4,) bezeichnen, dann muss
dK von A, und A, linear abhéngig sein, woraus sich

(8) K = “gAl - “?Az

ergibt. In dhnlicher Weise bestimmt man die Bedingung dafiir, dass (4, A,) eine
Torsalgerade wird, nimlich

©) uy =0.

Der Kuspidalpunkt ist in diesem Falle der Punkt 4;.

Wenn (7) bzw. (9) fiir alle Parameterwerte u €I gilt, dann sind R;, bzw. Rj,
Torsen mit der Riickkehrkante (K) bzw. (4;).

Es seien nun (A4,, 4,), (43, A,) zwei entsprechende Erzeugenden des P-Paares.
Wir werden alle ihre Q-Geraden bestimmen. Wir nehmen an, das (XZ), wo

(10) X =x'4, + x*4,, Z =234, + z*A,
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bedeutet, eine Q-Gerade ist. Wenn wir die letzten Ausdriicke in (1) einsetzen, so
bekommen wir nach kurzer Berechnung

3 3

(11) uix'z% — uix?z3 + u3x?z* =0,
2 1

uix'z* — uix?z3 —uix?z* = 0.

Die Koordinaten aller zugeordneten Q-Punkte geniigen dem System (11). Offen-
sichtlich ist es immer mit den der Geraden (A4,, A3) entsprechenden Werten x* = 0,
z* = 0 erfiillt.

Durch den Punkt A, geht ausser (A4, 4;) keine weitere Q-Gerade. Wenn man
namlich in (10) x* = 0 setzt, dann folgt aus (11) wegen x' % 0, uj = uj = 1 nur
z* = 0. Dagegen konnen durch den Punkt 4, mehrere Q-Geraden gehen. In der Tat,
wenn man in (10) z* = 0, x> =+ 0 einsetzt, so folgt aus (11) wegen z* + 0

usx? =0, uyx?=0.
Wenn nun uj und u} gleich Nullsind, ist x? willkiirlich zu nehmen. Durch den Punkt A,
geht ein Biischel der Q-Geraden. Wenn aber uj # 0 oder u} & 0, dann geht durch 4,
ausser (A, A;) keine Q-Gerade mehr. Nach (7) und (9) schliesst man, dass durch A,
dann und nur dann ein Biischel der Q-Geraden durchgeht, wenn beide Geraden
(4;, 45), (A3, A,) torsal sind.

Wir werden jetzt alle Q-Geraden des Geradenpaares (4, 4,), (43, A4) bestimmen,
welche weder mit A; noch mit A; inzident sind. Wir miissen also x*z* = 0 voraus-
setzen. Dividiert man das System (11) durch den Ausdruck x*z*, so erhilt man das
System

(12) ujo —uo +u3 =0, uo—ulo—ul=0,

wo o = x!:x% o= z>:z%ist.
Die Existenz der gesuchten Q-Geraden hiangt von der Losbarkeit des Systems
(12) ab.

Definition. Man betrachte alle Q-Geraden, die ein festes Paar der sich entsprechen-
den Geraden (A4, 4,), (43, A,) durchschneiden. Dieses Geradenpaar benennen wir
mit
P,-Paar, wenn es ausser (4, A;) nur eine einzige Q-Gerade des betreffenden Paares

gibt,

P.-Paar, wenn es ausser (4, 4;) keine weitere Q-Gerade gibt,
P, -Paar, wenn alle Q-Geraden ein Biischel mit dem Zentrum A, bilden,
Py-Paar, wenn alle Q-Geraden eine Quadrik bilden. N

Die Bezeichnung erweitert sich ohne weiteres auf die sich entsprechenden Flachen
R,,, R34, wenn alle Geradenpaare des P-Paares dieselbe Eigenschaft besitzen.
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Die Matrix
3 4 3
(uy —uy Uz
13 !
(3) ku; —u; —ul>
besitzt folgende Minoren 2. Ordnung

1

42 31 4
(14) Ay = usuy — ujly = U, — Uz,

3 2 1
A, = wdul + wiug

Il

It

ug + ul ,
Ay = udul + uluy .
A) Wenn 4, + 0ist, dann hat das System (12) nur eine Losung
(15) 0=A4;:4,, o=4;:4,.
Die Ungleichung 4, #+ 0 charakterisiert das P,-Paar.
B) Wenn 4, = 0, kdnnen folgende Méglichkeiten eintreten
a) 4, 0, 4,0, c) 4, =0, A3 %0,
b) 4, £0, 4,=0, d) 4, =0, 4;=0.

Im weiteren soll h den Rang der Matrix (13) bedeuten.

Fall a) h = 2. Ausser (4, 4;) existiert keine andere Q-Gerade. Die Erzeugenden
(A, A,), (A;, Ay) sind keine Torsalgeraden, da im entgegengesetzten Falle aus u3 = 0
oder u} = 0 die Gleichung 45 = 0 gegen die Voraussetzung folgen méochte. Es
handelt sich hier um ein P,-Paar. Die Ungleichung 4, = 0 ist eine Folge der Unglei-
chung 45 + 0.

Fallb) h = 2. Aus 4, = 4; = 0, 4, # 0 folgt u3 = u} = 0. Beide entsprechenden
Erzeugenden sind torsal. Die Q-Geraden bilden nur das oben behandelte Biischel
mit dem Zentrum A5, sonst gibt es keine anderen Q-Geraden. Man hat ein P,,-Paar.

Fall c) ist auszuschliessen, da die Gleichungen 4, = 0, 4, = 0 mit der Ungleichung
45 # 0in einem Widerspruch stehen.

Fall d) h = 1. Die Gleichung 4; = 0 ist eine Folge der iibrigen Gleichungen
4; =0, 4, = 0. Das System (12) reduziert sich auf eine Gleichung

0 —ujs +u3=0.
Die zugeordneten Q-Punkte sind
X = (uj0 — u3) A, + A4,,
‘ Z = oAy + Ay :
Das Geradenpaar (A4, A4,), (A3, A) ist ein Py-Paar. Die Q-Geraden (XZ) gehéren

einer Quadrik I' an, die folgende Parameterdarstellung hat:

6l=u‘2‘a—-u§, &y = o1,

ézzl, 64

T.

Il
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Nach Elimination der Parameter v und ¢ erhilt man die Gleichung:

&1y — u35253 + u36254 =0.

Die Quadrik I kann einfach sein oder sie kann zerfallen.

a) Wenn die entsprechenden Erzeugenden (A, 4,), (43, A,) reguldr sind, ist I’
einfach. Man benutzt die Bezeichnung Py.

b) Wenn die entsprechenden Erzeugenden (A, A4,), (4;, A4) beide torsal sind, ent-
artet I' in zwei Biischel mit den Zentren A5 und den durch (8) gegebenen Punkt K.
Man fiihrt die Bezeichnung Pj ein.

Es ergibt sich daher der

Satz 1. Ein Paar der sich entsprechenden Erzeugenden (A, A,) (A3, Ay) der
Fldchen R,, Ry, ist fiir u = u, ein '

a) P,-Paar, wenn 4, % 0,

b) P,-Paar, wenn gleichzeitig A, = 0, A3 # 0,

) Py,-Paar, wenn gleichzeitig 4, = 0, 4, + 0, 45 = 0,

d) Py-Paar, wenn gleichzeitig A, = 0, 4, = 0 gilt, wobei man

. 1
ein Ph-Paar, wenn us + 0, uy + 0,

. 1 .
ein P§-Paar, wenn us = 0, uy = 0, erhdlt.

Gelten die oberen Bedingungen fiir alle u € I, dann beziehen sich die Behauptun-
gen des Satzes auf das P-Paar der Flichen Ry,, Ryy.

Das P-Paar setzt sich im Falle eines P,-Paares aus zwei windschiefen oder einer
windschiefen und einer abwickelbaren Fliche, im Falle eines P,-Paares aus zwei
windschiefen, im Falle eines P,,-Paares aus zwei abwickelbaren, im Falle eines
Pj-Paares aus zwei windschiefen, im Falle eines Pj-Paares aus zwei abwickelbaren

Flichen zusammen. ,

Die Riickkehrkante der Torse R, ist die in (8) gegebene Kurve (K), diejenige der
Torse Ry, ist (43).

Wenn P ein Pj-Paar ist, dann geht die Schmiegebene &, der Kurve (K) durch den
entsprechenden Punkt A; und umgekehrt die Schmiegebene §, der Kurve (A45)
durch den entsprechenden Punkt K. Die letztere Behauptung z. B. geht aus folgender
Determinante heraus:

(6,K) = (A3, A5, A5, K) = (u3)> 4,(A,, Ay, A3, Ay) = 0.

Die Ebenen &, = (4,, 4,, 4;), 6, = (A;, A, K) sind die Ebenen der beiden
Biischel der Q-Geraden.
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2. INVOLUTORISCHE PAARE

Wir setzen voraus, dass die Flichen R,,, R;, windschief sind und betrachten ein
Raumviereck M;M,M M, mit diesen Eigenschaften: Die Eckpunkte M, M,
liegen auf der Geraden (A4, 4,), die Eckpunkte M, M, liegen auf der entsprechen-
den Geraden (45, 4,). Die Tangentialebene der Fliche

R,, im Punkte M schneidet die Gerade (43, 4,) im Punkte M,
R, im Punkte M, schneidet die Gerade (4,, 4,) im Punkte M,
R;, im Punkte M, schneidet die Gerade (43, A,) im Punkte M,
R, im Punkte M, schneidet die Gerade (4,, A,) im Punkte M.

Die Vierecke von angegebenen Eigenschaften nennt man involutorische Vierecke des
Geradenpaares (A, 4,), (43, 4,). Die Bedingung dafiir, dass ein solches Paar
involutorische Vierecke besitzt, ist nach [7]

4 2 2 1
(16) usuy + uyus + wiui + uiu; =0.

Wenn die Gleichung (16) fiir ein bestimmtes u = u, erfiillt wird, dann gibt es eine
einparametrische Menge von involutorischen Vierecken. Wenn (16) fiir alle u el
giiltig ist, dann wird ein solches P-Paar als ein involutorisches P-Paar bezeichnet.
Die Gleichung (16) wurde in [7] unter der Voraussetzung, dass ¢ eine windschiefe
Flache ist, hergeleitet. Man kann aber leicht ihre Richtigkeit auch fiir Torsen besté-
tigen.

Involutorische P-Paare sind immer P,-Paare. In der Tat, die Gleichung (16)
reduziert sich unter Gebrauch von (6) auf die Form:

(17) ur +ul=0.

Aus den Voraussetzungen, dass weder R;, noch R;, Torsen sind, folgen die Unglei-
chungen u3 # 0, u} # 0. Aus ihnen und aus (14) ergibt sich weiter 4, # 0. Das
P-Paar ist demnach ein P,-Paar.

Die involutorischen P-Paare und die P,-Paare stehen in folgender Beziehung:

Satz 2. Es seien die Fliche ®, die Fliche R,, und ausserdem die Leitkurve (A4)
der Fliche R34 gegeben.

a) Um ein involutorisches P-Paar zu erhalten, ist es notwendig und hinreichend,
dass die Leitkurve (A;) der Fliche Rs, einem gewissen Riccatischen Kurven-
system 'R auf der Fliche ® angehdrt.

b) Um ein P,-Paar zu erhalten, ist es notwendig und hinreichend, dass die Leit-
kurve (A3) der Fliche Ry, einem gewissen Riccatischen Kurvensystem %R auf
der Fliche @ angehort.

In jedem Punkte (A;) werden die Tangenten zu den 'R und 2R Systemen von den
Geraden (A3A4,), (A;A4) harmonisch getrennt.
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Beweis. Die Gleichung (17) charakterisiert ein involutorisches P-Paar. Unter
Benutzung von (6) erhilt (17) die Gestalt:

(18) V(e =%+ %) —c— 02 =0.
Wenn aber P ein P,-Paar ist, dann muss 4, gleich Null sein, d. h. nach (14)
(19) v,_(%lz_%g-F}{l)—C—pz:O‘

Da die Leitkurven (4,), (4,), (4,) nach der Voraussetzung gegeben sind, sind auch
die Funktionen x,, %, und ¢ bekannt. Die Gleichungen (18) und (19) stellen dann
Riccatische Differentialgleichungen fiir die unbekannte Funktion v dar. Die Funk-
tion v bestimmt die Kurve (4;). Durch jeden Punkt der Fliche ¢ geht eine einzige
!R- bzw. *R-Kurve, welche durch die Gleichungen (18) bzw. (19) bestimmt ist.

Die Tangente zur Kurve (4,) ist die Gerade
(A3, A5) = —uj(A,, A;) + ui(45, Ay) .

Wir setzen in die rechte Seite dieser Gleichung fiir u$ und u} nach (6) ein. Nach (18)
und (19) sind die Tangenten 't bzw. *f zu den 'R- bzw. 2R-Kurven folgende Geraden

1

—(y — 25 + %) (A3, 4)) + (A3, As)
24 ( — %5 + %) (A3, A)) + (43, 4,) -

It

Daraus kann schon leicht hergeleitet werden, dass die Geraden (A3, 4,), (45, 4,),
!¢, 2t einen harmonischen Quadrupel bilden.

3. P-PAARE MIT ZWEI ABWICKELBAREN QUASIFLEKNODALFLACHEN

Wir fiihren nun einen neuen Koordinatentetraeder mit den Eckpunkten B,, B,,
B,, B, ein:

(20) B, =A,, By = A,
B,

Il

A, + 0A,, By = A, + cA,.
Dabei stellen ¢ und o Funktionen des Parameters u dar. Offensichtlich ist
(By, By, By, By) = (A,, 4, 45, 4,) .
Die infinitesimale Verriickung des neuen Tetraeders ist durch die Gleichungen -
dB, = b*B,, i,k =1,2,3,4
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bestimmt. Differenziert man die Gleichungen (20), so folgt unter Gebrauch von (6)
die Tabelle

(21) bl =uldu, by = [u} + o(u} — u3)] du + do,
b} =0, b3 =uldu,
b3 = du, by = (u3 — ou3 + o) du,
bt =0, b3 = u3du,
b;=u;du, b1=(ui+0M;—Q)d”’
b =0, b = du,
by = (u3 — o) du, by = [ui+ o(uy — uj) — o*]du + do,
b% = du, by = (uj + o) du.

Wir werden voraussetzen, dass P ein P,-Paar ist, d. h. es existiert eine einzige
Q-Fliache & + &. Wir lassen ihre Q-Punkte mit B, und B, zusammenfallen. Die
0-Geraden sind also (By, Bs), (B,, B,). Die Koordinaten ¢ und ¢ sind durch die
Ausdriicke (15) gegeben, d. h., es ist

bt

(22) e=—"2—72*, o=

uy — uj ub —ul’
Auf Grund von (22) ist weiter
(23) b3=0, b;=0.

Wir stellen uns jetzt die Frage, unter welchen Bedingungen auch die Fliche & eine
Torse wird. Es muss dann
(B,, By, dB,, dB,) = 0

gelten.
Nach Durchfiihrung der Rechnung ergibt sich wegen (23)
(24) bib3 = 0.

Satz 3. Wenn beide Q-Fldchen ® und & eines P,-Paares Torsen sind, dann liegt
die Riickkehrkante der Fliche & auf R,, oder Rs,. Im ersten Falle ist b}, im zwei-
ten b gleich Null.

Beweis. Wir nehmen an, dass b} gleich Null ist. Man hat dann wegen (23)
(25) dB, = b3B, + b3B, .

Daraus folgt, dass die Geraden (B,B,) eine Torse mit der Riickkehrkante (B,) auf
der Flache R, erzeugen.
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Wenn wir b3 gleich Null voraussetzen, dann ist wegen (23)
(26) dB, = biB, + biB,.

Ahnlich wie oben zeigt sich auch die Gerade (B,B,) als die Tangente der Q-Kurve
(B,). Die Bedingungen b, = 0 bzw. b} = 0 sind also hinreichend dafiir, dass @ eine
Torse mit der Riickkehrkante (B,) bzw. (B,) ist. Die Notwendigkeit der angegebenen
Bedingungen folgt aus (24).

Wir werden niun den Fall ermitteln, wenn ausser @ und @ noch eine weitere Fliche
aus dem P-Paar eine Torse ist. Man muss folgende Fille unterscheiden:

a) Ry, ist eine Torse, die Riickkehrkante der Flache @ liegt auf R,
b) R, ist eine Torse, die Riickkehrkante der Fliche @ liegt auf R,,,
¢) R, ist eine Torse, die Riickkehrkante der Fliche & liegt auf R,
d) R;, ist eine Torse, die Riickkehrkante der Flache & liegt auf R,,.

Im Folgenden untersuchen wir die Bedingungen, unter welchen die vier angegebe-
nen Fille existieren, und beschreiben, auf welche Weise die betrachteten Flachen-
quadrupel gebildet werden konnen.

Fall a) Aus den Voraussetzungen, dass R, eine Torse ist und dass die Riickkehr-
kante der Fliche @ auf R, , liegt, ergibt sich

ut =0, bl=0.

Wenn diese Gleichungen ausfiihrlich geschrieben werden, erhalten wir nach (6) und
(21) folgendes System von Differentialgleichungen:

(27) Wy =3 tx =0,
—(04 +20%) + (] — %%, — 40;3) %, — (%) — 1%, — 40;3) = 0.

Aus der ersten Gleichung driicken wir explizit die Funktion %, aus und setzen sie
in die zweite. Die so entstandene gewohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung
fir die Unbekannte x, hat eine von drei Konstanten abhingige Losung. Die erhalte-
nen Funktionen %, und x, bestimmen die Flache R,,, dagegen sind beide Funk-
tionen v und ¢, die die Fliche R;, bestimmen, ganz willkiirlich zu wéhlen. Da
u} = 0, ist nach (21) auch b3 = 0. Aus der Gleichung (25) ergibt sich, dass der
Punkt B, fest ist. Folglich sind R,, sowie & Kegeiflichen mit einem gemeinsamen
Scheitel, in welchem beide Riickkehrkanten entartet worden sind.

Fall b) Die Fliche R, ist eine Torse und die Fliche @ hat ihre Riickkehrkante
auf R,,. Dann ist es notwendig und hinreichend, dass

uy =0, b2=0

oder
(28) wy — x5+, =0,

0 =’ +0o(v+x)+c—xu =0 )
ist.
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Dabei bekommt ¢ unter Benutzung von (6) und (22) die Gestalt:

’

Xy — wy %y — 405 + vxy + cxy — vC + ¢
v+ 0"+ ¢

g =

Nach Eliminieren der Grossen x%; und ¢ erhalten wir aus den drei vorangehenden
Gleichungen eine Differentialgleichung

o(xy, ¢ v, ..) =0,

wo an Stelle der Punkte Ableitungen der Funktionen von niedrigerer Ordnung
stehen. Denken wir uns ¢ und v, d. h. die Flache Rj,, als gegeben, dann kann aus der
Gleichung ¢ = 0 die Funktion %, und aus (28) x,, d. h. die Fliche R;, ermittelt
werden.

Fall ¢) Die Fliche Ry, ist eine Torse, die Fliche & hat ihre Riickkehrkante auf Rs,.
Es sind also u} und b} gleich Null. Daraus ergibt sich das System von Differential-
gleichungen:

(29) U’—UZ—C=O,
0 — o(v + 2,) — [o(x] — %y, — 40;) + (s — %5 + %) + O4 + 205] = 0.

Fiir ¢ muss man noch:

(30) 0 =ux, + cxy —ve + ¢

einsetzen. Beim Berechnen des Systems schreiten wir wie im vorangehenden Falle fort.
Durch das Einsetzen der Grdsse ¢ aus der ersten Gleichung (29) in die zweite bei
Beachtung von (30) ergibt sich eine Differentialgleichung y(v”, xj, %3, ...) = 0, in
der wir wieder x», und x, als willkiirliche, die Flache R,, bestimmende Funktionen
betrachten kdnnen. Die Flache R, ist durch die Funktionen v und ¢ gegeben, wobei v
eine Losung von y = 0 ist und c aus (29) folgt.
Fall d) In diesem Falle werden die Gréssen u3 und b} Null gleich gesetzt. Man er-
hilt das System
vV —1vt—¢ =0,
o' —a>+o(v+x)+c—x =0,

Hy — %%y — 403 + vxy + cx, — ve + ¢

xy — %5+

Aus diesem System ergibt sich wieder eine Differentialgleichung dritter Ordnung
fir die unbekannte Funktion v. Die Funktionen », und x, konnen willkiirlich ge-
withlt werden, die Funktionen v und ¢ sind die Lésungen des Systems. Damit sind
beide Flachen R,,, R3, bestimmt.

In allen vier Fallen war es moglich, zwei Funktionen, die eine der Flachen des
P-Paares bestimmen, ganz willkiirlich zu wahlen. Die andere Flache war von der
Wabhl drei willkiirlicher Konstanten bei Losung gewisser gewohnlichen Differential-
gleichungen dritter Ordnung abhingig.
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4. ROSENFELDSCHES BILD DES P-PAARES IN S5

Der Gegenstand der Betrachtungen in diesem Kapitel ist die Abbildung des
P-Paares in den projektiven Raum Ss. Das Bild des P-Paares ist ein Paar der Kurven
Ty, Tas. Die Korrespondenz zwischen den Geraden des P-Paares in S, lbertragt
sich auf die Korrespondenz zwischen den Punkten der Kurven =,,, 754 in Ss. Das
Bild der Geraden (A4;, A,) bezeichnen wir mit A;,.

Ein Paar sich entsprechender Geraden (4,, A,), (43, A4) bildet sich in das Paar
der Punkte A4,,, A3, ab. Ihre Verbildungslinie A bildet bei verdnderlichem u eine
Regelfliche (1) in Ss, die wir das Rosenfeldsche Bild des P-Paares bezeichnen [1].
Die Tangentialebenen der Fliche (1) lings einer Erzeugenden A bestimmen einen
Tangentialraum T. Als Charakter m von A bezeichnen wir die Dimension des Raumes
T [3]. Es ist offensichtlich m gleich 3 oder 2. Wenn die in den Punkten A,,, A;,
konstruierten Tangenten an die Kurven 7, ,, 73, keinen gemeinsamen Punkt haben,
so ist m gleich 3, wenn sie sich schneiden, so ist m gleich 2. Besitzen siamtliche Ge-
raden A denselben Charakter m, so sagen wir, dass auch die Flache (1) den Charak-
ter m besitzt.

Als Charakter des P-Paares in S; bezeichnen wir den Charakter des Rosen-
feldschen Bildes des betrachteten P-Paares in Ss.

Der Zusammenhang zwischen einem P-Paare und dessen Charakter ist durch
den folgenden Satz ausgedriickt:

Satz 4. Ein P-Paar ist dann und nur dann ein

1) P,-Paar, wenn es den Charakter 3 besitzt und wenn gleichzeitig der Tangential-
raum T den Punkt A5 nicht enthdlt,

2) P,-Paar, wenn es den Charakter 3 besitzt und wenn gleichzeitig der Raum T
den Punkt A, enthdlt, dagegen aber den Punkt A, nicht,

3) Po,-Paar, wenn es den Charakter 3 besitzt und wenn gleichzeitig der Raum T
die Punkte A,5 und A,5 enthiilt,

4) Po-Paar, wenn es den Charakter 2 besitzt.

Beweis. Als Ecken des Koordinatensexaeders in S ist es zweckmassig die Punk-
te A; zu nehmen. Jeder Punkt R kann mit Hilfe der Koordinaten r; ausgedriickt
werden:

(31 R =rA1; + ri3A1s + riadis + ra3dss + rpadog + rasdas .

Die Tangentialebene der Fliche (1) im Punkte A,, ist von den Punkten A;,, 45,
und Aj,, diejenige im Punkte A;, von Punkten Aj,, A,, und A3, aufgespannt.
Man erhilt durch Differenzieren

(32) 12 = (“i + ”%)Au + u§A|3 + “;AM - ”?Azs s 3
A34 = - u&ltAIS + u:l-xA14 - uiAzg, + (ug + u:) A34 .
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Der Raum 7'ist durch die Punkte 4,,, 4;,, A},, A}, bestimmt. Seine Dimension
ist gleich 3, wenn die vier genannten Punkte linear unabhingig sind. Sie ist gleich 2,
wenn sie linear abhingig sind. Die Dimension des Raumes

3 4 3
T= (AIZ’ Aggy usAys + U344 — ujdys, —ugd s + uiA,, — “ﬁAzs)

uy Uy —uj
—uy uy —ul
den Rang 2 hat; und ist gleich 2, wenn sie den Rang 1 hat. Die Matrix stimmt bis auf

die Folge der Spalten und die Vorzeichen bei diesen mit der Matrix (13) iiberein und
hat denselben Rang wie (13).

ist folglich 3, wenn die Matrix

A) Die Matrix (13) hat gerade dann den Rang h = 2, wenn P ein P,-, P;- oder ein
Pgy,-Paar ist. Um sich zu iiberzeugen, ob der Punkt A, im Raume T liegt oder nicht,
muss man feststellen, wann die Punkte

Ay, Azss Arss “§A14 - uiAzss “;Am - uiAzs
linear unabhiingig oder abhingig sind. Es zeigt sich, dass sie linear unabhingig
(abhéingig) sind, wenn die Determinante
4 3
1/
2!
4

uy u

ungleich (gleich) Null ist. Die Determinante war in (14) als 4, bezeichnet. Wir erhal-
ten also nach dem Satz 1:

a) 4, + 0<> P ist ein P,-Paar, der Punkt 4,3 gehort dem Raume T nicht an,
b) 4, = 0 < P ist ein P;- oder Py,-Paar, der Punkt A4, ; gehdrt dem Raume T an.

Wir nehmen weiter an, dass 4, gleich Null ist und fragen, wann der Punkt A,,
im Raume T nicht liegt (liegt). Der Raum enthilt nicht (enthilt) den Punkt 4,5,
wenn die Punkte

3 4 1 1
Az Azss Azzs uz Ay + uzA s, —ugAis + uzAgy

linear unabhingig (abhingig) sind, d. h., wenn die Determinante

u3 —uii
4
U, u;i

ungleich (gleich) Null ist. Diese Determinante war oben mit 45 bezeichnet, also

o) 43 #+ 0 <> P ist ein P,-Paar, der Punkt 4,5 liegt im Raume T nicht,
B) 45 = 0 <> P ist ein Py,-Paar, der Punkt 4,5 liegt im Raume T.
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B) Die Matrix (13) hat genau dann den Rang h = 1, wenn P ein Py-Paar ist.
Damit ist der Beweis beendet.

Fiir jedes u € I bestimmen die Funktionen %, %, in S; eine aus den co? durch 4,
gehenden Geraden und die Funktionen c, v eine aus oo? in der Ebene (A4;, 45, 4,)
liegenden Geraden. Beide Geradenmengen bilden sich in S5 als Punkte zweier ganz
der Kleinschen Quadrik Q2 angehérenden Ebenen ¢, ¢, ab. Andert sich der Para-
meter u, so erzeugen die Ebenen &,(u), £,(u) zwei Monosysteme von Ebenen, welche
sich in Korrespondenz befinden. Die entsprechenden Ebenen haben die Gerade
(443, A,,) gemeinsam. Die oben genannten Kurven my,, 3, schneiden die Ebe-
nen &, &, in zwei sich entsprechenden Punkten A4,,, 4;,.

Wir fiithren nun in S5 ein neues Koordinatensystem ein, dessen Eckpunkte N;

(i =1, ..., 6) bei festem u unabhiingig von den Grdssen x, %5, ¢, v sind. Die Ecken
seien
(33) N, = (YY), N, =YY",

]\]2 — (qu) s N5 — (Y/le) ,
N3 — (YYm) , N6 — (),ﬂyru) X

Unter Gebrauch von (6) erhalten wir die Formeln:

(34) A= Ny + 0N, + Nj,
Az = Ny
Ay = Ny,
Ay3 = —x;uNy — 20N, — oN3 — %,N, — N,
Ays = —#;¢Ny — %,¢Ny — ¢Ny + %N, — N,
Az = — ¢Ny+ N, + Ny

Das Ebenensystem (g, ) bildet eine Mannigfaltigkeit mit den Leitkurven (N,), (N,),
(N5). Das Ebenensystem (&,) bildet eine Mannigfaltigkeit mit den Leitkurven (N,),
(N,), (N,). Man bildet nun in den Punkten A, € &; bzw. A3, € ¢, die Tangential-
raume

(35) T2 = (N, Ny NyydAy,), 134 = (N Ny, Ny, dA4yy) .

Aus (32) und (34) folgt nun

(36) Aty = (o) — 403) N, + (¢4 + %) Ny + N3 + %Ny + Ny,
Asy = ¢Ny+ (v —¢c) Ny + vNy— %Ny + Ns.

I

Durch Einsetzen der rechten Seiten (36) in (35) erhdlt man
T2 = (N1, Noy Ny, Ny + N5) >
T34 = (N1, N, Ny, wN3 + No).
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Die Raume 7, bzw. 75, sind von %, bzw. ¢ unabhingig. Es ist ersichtlich, dass bei
u = konst., %, = konst. die Geraden (4, A,) ein Biischel bilden, dem in S; eine
Gerade in ¢, entspricht. Ebenso bilden die Geraden (A3, A,) unter Beibehaltung
u = konst., v = konst. ein Biischel, dem in S5 eine Gerade in ¢, entspricht. Daraus
schliesst man:

Die Tangentialriume 7,5, T3, der Monosysteme (¢,), (¢,) in Punkten

a) der Ebenen ¢, ¢, sind in einem vierdimensionalen Raum N, = 0 enthalten,
b) der Geraden x, = konst. in der Ebene ¢, sowie der Geraden v = konst. in der

Ebene ¢,, d. i. in Punkten der Geraden zweier Biischel mit gemeinsamem Zentrum
N, bleiben fest.

Beide Tangentialriume t,,, 73, schneiden sich in der Ebene ¢3 = (4,3, 4,4, 4,3),
die durch die gemeinsame Gerade der Ebenen ¢,, ¢, geht.

5. DER ZUM P-PAAR ZUGEORDNETE K-KOMPLEX

Satz 5. Es seien (A, A,), (43, A,) zwei konjugierte Geraden des Schmiegkom-
plexes L(u), der in einem Punkte Y(u) der Kurve (Y) konstruiert ist. Gehort (Y)
keinem linearen Komplex an, dann sind die entsprechenden Geraden (A, A,),
(A3, A,) entweder beide regulir und bilden ein P -Paar oder sind sie beide torsal
und bilden ein Py-Paar. Gehirt dagegen (Y) einem linearen Komplex an, dann
sind die Geraden (Ay, A,), (A3, A,) entweder keine Torsalgeraden und dann bilden
sie ein Py-Paar oder sind sie beide torsal und dann bilden sie ein Py-Paar.

Beweis. Mit dem Schmiegkomplex L(u) in einem der Kurve (Y) angehdrigen
Punkte Y bezeichnen wir einen linearen Geradenkomplex, der fiinf aufeinanderfol-
gende Tangenten der Kurve (Y) besitzt. Das Bild des Komplexes in S; liegt in einem
linearen Raum S,, der durch den Punkt N, = (Y,Y’) und seine vier nacheinander
folgende Ableitungen bestimmt ist, d. h. nach (33) durch die Punkte

(37) N,,N,, Ny+N,, —40;N, +2Ns, 20,N, — 40;N, + 2Ny .

Es sei L das sekundére Bild des Komplexes L, d. h. der Pol des Raumes S, in bezug
auf die Quadrik Q2. Die Koordinaten des Punktes Lim Koordinatensystem mit den
Ecken (33) bezeichnen wir mit I, Der Punkt Lund die Bilder R(r;) der Geraden des
Komplexes Lsind polar konjugiert in bezug auf die Quadrik Q2

L x R =l,r34 + li3raz + Ligras + Lsris + Liatys + laarys
Da diese Gleichung fiir alle Punkte (37) erfiillt sein muss, ergibt sich
l, =0, Lis=0, Ly=0, [,,=0,

Lia+ 13 =0.
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Fiir den Punkt L erhalten wir nun
L=N;— N,
oder, wenn wir wieder zum Koordinatensystem mit den Ecken A, zuriickkehren,
(38) L=A;; — Ay — (3¢5 + ) Az + (v — %,) 4y,

Wir verlangen nun, dass die Geraden (A4, 4,), (43, 4,) konjugierte Geraden sind.
Wenn irgendeine Gerade ¢ die Gerade (A, A4,) schneidet, dann schneidet sie auch die
Gerade (A3, A,). Aus (38) folgen wegen Lx g =0, A;, x g =0, A3, x g =0
die Gleichungen

(39) = —cC, H,=0V.

Diese beiden Gleichungen erscheinen als notwendige und auch hinreichende
Bedingungen dafiir, dass die Geraden (4, 4,), (43, A,) konjugierte Geraden des
Schmiegkomplexes sind.

Wir driicken jetzt die Gréssen aus (14) mit Hilfe von (6) aus:

(40) Ay = %y — w5+ % — U + 0® + ¢,
Ay = %) — ny%y — 405 + vy + cx, —ve + ¢,
Ay = (%] — %y — 403) (v — v* — ¢) +

+ (h — %3 + 2y) (v%y + cxp — ve + ).
Sind (4, 4,), (43, A4,) konjugierte Geraden, ergibt sich unter Gebrauch von (39)
(41) A4, =0, 4,=—40,, A, = —40,(v' — v* — 0).

Die geometrische Bedeutung der Bedingung @5 = 0 ist, dass die Kurve (Y) einem
linearen Komplex angehért [5]. Aus (41) folgt:

A) O3 £ 0«4, =0, 4, 0. Wenn die Geraden (A4,, 4,), (43, A,) Torsal-
geraden sind, ergibt sich 4; = 0. Wenn sie keine Torsalgeraden sind, ist 45 &= 0
und die Behauptung des ersten Teiles des letzten Satzes ist eine Folgerung des Satzes 1.

B) Es sei ©; = 0. Die Kurve (Y) gehért einem linearen Komplex an und alle
Schmiegkomplexe L(u) fiir u el fallen zusammen. Dann ist 4, = 4, = 4; =0
und die Behauptung des zweiten Teiles des Satzes folgt wie oben. Damit ist der
Beweis beendet.

Wir ordnen nun dem betrachteten P-Paar einen quasispezialen Komplex K zu [4]
Er wird durch alle Geraden gebildet, die die beiden sich entsprechenden Geraden
(A, Ay), (43, A,) schneiden. Der Komplex K kann in zwei Arten in o0® Geraden-
biischel zerlegt werden. Bei der ersten Zerlegung befinden sich ihre Zentren in
Punkten B, der Geraden (4,, A,), wobei y; = (B,, A3, A,) die Biischelebenen sind,
bei der zweiten in Punkten B,, wobei y, = (B,, 4;, A,) die Biischelebenen sind.
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Wenn ¢ und ¢ sowie u unabhingige Parameter sind, stellen sich die Geraden des
Komplexes als

(42) R = (oA, + A,, 045 + Ay)

dar. Ausser ihnen gehdren zum Komplex noch diejenigen Geradenbiischel, die ihre
Scheitel in 4; und A5 haben, d. h. die folgenden Geraden:

(43) (A4, 43), (A, 045 + Ay), (eA, + A, A3) .
Satz 6. Der zu einem P-Paar zugeordnete Komplex K ist genau dann ein linearer
Komplex, wenn folgende Bedingungen gleichzeitig erfiillt werden:

1. Die Kurve (Y) gehort zu dem linearen Komplex K.

2. Die entsprechenden Geraden (A, A,), (A, A,) des P-Paares sind konjugierte
Geraden des Komplexes K.

Beweis. Setzen wir voraus, dass K ein linearer Komplex ist. Die Koordinaten des
sekundédren Bildes 4 im Koordinatensystem mit den Ecken A; seien durch a;,
bezeichnet. Da die Bilder der Geraden (42) mit A polar konjugiert sind, erhdlt man

—a,3 + 0a,, + 0a,5 — gody, = 0.
Diese Gleichung muss von ¢ und ¢ unabhéngig sein, also ist
A3 = a4 =0ay; =a,, =0
und wir erhalten
(44) A= a,,A|, + a34A5, .
Der Pol A ist fir alle Parameterwerte u, ¢, o fest, daher
dA=TA, I = F(u,g,a,du,dg,do).

Aus (44) erhélt man nach Differentiation unter Beachtung, dass die Punkte A, linear
unabhingig sind, folgendes System
(45) da,, + ayo(uy + u3)du — a,,I =0,
dayy + aza(u3 + ug)du — as 0 =0,
uda,, —ubaz, =0,
u3ag; + uzaz, =0,
ula,, + ula;, = 0.

Aus den letzten drei Gleichungen folgt, dass die Matrix (13) den Rang 1 haben muss
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und dass es sich also notwendigerweise um ein Py-Paar handelt. Nach (6) folgt aus
der letzten Gleichung a,, + a;, = 0. Durch Elimination von I' aus (45) folgt

ub +ui—ud—ut=0,
woraus man x, = v bekommt. Da jedes P,-Paar durch 4, = 4, = 0 charakterisiert
wird, erhalten wir noch zwei weitere Bedingungen %, = —¢, @; = 0, insgesamt
also drei Bedingungen:

(46) O,=0, %, =—c, %, =0.

Die erste dieser Gleichungen driickt die erste Behauptung des Satzes aus, die zwei
iibrigen stimmen mit den Gleichungen (39) iiberein und driicken die zweite Be-
hauptung des letzten Satzes aus. Umgekehrt, wenn die zwei Bedingungen des Satzes
erfiillt sind, dann ergeben sich daraus die Gleichungen (46). Man kann sich leicht
liberzeugen, dass der Punkt 4 und die Geraden (43) polar konjugiert sind und dass
der Punkt A fest ist.

Im weiteren setzen wir voraus, dass K kein linearer Komplex ist. Wir fragen jetzt
nach der Lage der Inflexionszentren der einzelnen Komplexgeraden. Im allgemeinen
hat jede Gerade vier Inflexionszentren. Diejenigen Geraden, die mehr als vier Zentren
haben, werden wir als besondere Geraden bezeichnen und lassen sie ausser Betracht.

Satz 7. Es sei K ein dem P-Paar zugeordneter Komplex, der nicht linear ist.
Gerade dann, wenn 2 Inflexionszentren jeder nicht besonderen Geraden in einem
Punkte der Fliche R, und dieiibrigen 2 in einem Punkte der Fliche R, zusammen-
fallen, handelt es sich um ein Py-Paar. Gerade dann, wenn 2 Inflexionszentren in
einem Punkte der Fliche R,, zusammenfallen, wihrend die anderen 2 verschieden
sind, handelt es sich um ein Py,-Paar.

Beweis. Die Geraden eines Quasispezialkomplexes haben stets ein Inflexionszen-
trum auf der Flache R,, und ein zweites auf der Fliche R34 [4]. Wir setzen voraus,
dass die Gerade R keine besondere Gerade ist und dass sie weder dem Biischel mit
dem Scheitel 4; noch demjenigen mit dem Scheitel 45 angehort.

Man nimmt an, dass der Punkt

auf der Komplexgerade R = (B,, B;) ein Inflexionszentrum ist. Dann muss die
Ebene I1, die dem Punkte X in der Normalkorrelation auf der Komplexgeraden
zugeordnet ist, stationiir sein. Die durch den Punkt X gehenden Geraden bilden eine
Kegelflache. Da der Scheitel X der Kegelfliche fest ist, folgt

(48) dX = uX, p=pu, g, o,td)

308



(1 ist der Proportionalititsfaktor). Wenn wir die Gleichung (47) differenzieren, er-
halten wir unter Beachtung von (48) folgendes System von Gleichungen:

(49) b? + th} =0,
b2 + th: — u =0,
b3 + tb} =0,

b% + thy — ut +dt =0.

Den in der Form b% beim Differential du stehenden Ausdruck bezeichnen wir mit g%.
Nach (21) ist also

(50) by = prdu +do, b} =pidu +do

und b% = B fiir alle iibrigen Formen. Aus dem System (49) eliminieren wir zuerst
den Faktor u und danach driicken wir die Differentiale dg, do, dt mittels du aus.
Es ergibt sich das System:
(s1) do = —(B + 1p3) du,,
tdo = _(Bg + rﬁi) du,
dt = [=p3 + B — B2) + par*] du.

I

Die Tangentialebene
IT = (B, By, dB))

der Kegelfliche entlang der Geraden R bekommt unter Benutzung der Gleichungen
(51) die Gestalt:

(52) IT = B3(B,, By, B3) — t Bi(By, By, B) .

Durch Differenzieren dieser Gleichung und nachfolgendes Einsetzen der Differentiale
do, do, dt aus (51) ergibt sich die Gleichung

(53) dIT = (B, By, B3) {dB3 + [B3(B3 + B3 + B3) — tBafi] du} +
+ (By, By, B)) {—tdB; + [B3BT + BiBs — tPa(2B5 + Bi) — BiBst*] du} .

Dabei ist '
dp3 = [B3 — Bi(B + 1Bi) + B3(B3 + 1p3) ¢~ '] du,

dpa = [Bi + Ba(By + tpa) — B3(B3 + tB3) 1™ '] du .
Die Ebene IT soll stationir sein, daher muss

dll = 11, y = x(u, 0, 0, t, du)
gelten.
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In diese Gleichung setzt man die rechten Seiten von (52) und (53) ein und vergleicht
die Koeffizienten bei (B,, B,, B3) und (B, B,, B,). Nach Eliminieren der Grosse y
ergibt sich nach einigen Umformungen folgende quadratische Gleichung fiir die
Unbekannte ¢:

(54)  2Bi(BiBL + BaB3) ©* + [BaBy — B3'Bi + BaPa(Bs — Bi — B3 + Bi) +
+ Ba(BiBT + BIBL) — Ba(BiBs + B3B3)] t — 2B3(BiB3 + B3f3) = 0.
Thre Wurzeln bestimmen die Parameter der Inflexionszentren der Geraden R,
die nicht auf den Flachen R;,, Ry, liegen. Sie sind allgemein verschieden. Wir be-

trachten nun die Fille, wenn ein weiteres Inflexionszentrum mit B, oder B, zusam-
menfallt.

Um zwei in B, zusammenfallende Zentren zu erhalten, ist es notwendig und
hinreichend, dass der Gleichung (54) fiir alle Werte der Parameter g, o, u die Wurzel ¢
gleich Null geniigt. Der Ausdruck

3 3 4
B> =u; + ¢ — ou,

kann nicht fiir alle Werte von ¢ und ¢ verschwinden. Man muss also voraussetzen,
dass

(59) BiB3 + B3B3 = 0.
Wir setzen hierin aus (21) ein und erhalten
ujul + ujul — o(uy — u3) =0

oder kurz 4, — 045 = 0 und daraus 4; = 0, 4; = 0. Diese beiden Bedingungen
charakterisieren die P,- und P,,-Paare.

Um zwei in B, zusammenfallende Inflexionszentren zu bekommen, ist es notwendig
und hinreichend, dass der Gleichung (54) tiber alle Grenzen wachsendes ¢ geniigt.
Da der Ausdruck

Bi=us + ouy — ¢
nicht fiir alle ¢ und o gleich Null sein kann, muss man voraussetzen:
(56) BiBY + B33 = 0.
Wenn man hierin aus (21) einsetzt, so erhalt man
uy + u3 + o(ul — u3) =0

nud daraus 4, = 0, 4, = 0. Diese beiden Gleichungen charakterisieren das Py-Paar.

Zwei Inflexionszentren fallen im Punkte B, bei den P,- und P,-Paaren, im Punkte
B, beim Py-Paar zusammen und umgekehrt. Das war zu beweisen.
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Wir bemerken noch, dass bei gleichzeitiger Giiltigkeit der beiden Gleichungen
(55) und (56) der Koeffizient beim linearen Glied der Gleichung (54) zu folgender
Gestalt gebracht werden kann:

N g
(57) (é—)+f§.(u}+u§—u§—ui).

Dabei ist nach (21)
(58) By = —uj —oul+o, B3=ul—ouj+o.

Da die Matrix (13) den Rang 1 hat, sind die rechten Seiten der Gleichungen (58)
einander gleich und der Koeffizient (57) erhilt die Gestalt 2(v — x,). Ist auch dieser
Koeffizient gleich Null, folgen aus (40) die Gleichungen (46). Da alle Koeffizienten
der Gleichung (54) gleich Null sind, kann jeder Punkt der Geraden als Inflexions-
zentrum angesehen werden, was mit der allgemeinen Theorie im Einklang ist, da in
diesem Falle ein linearer Komplex vorhanden ist.
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