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Czechoslovak Mathematical Journal, 21 (96) 1971, Praha

NEWS AND NOTICES

PROFESSOR VOJTECH JARNIK IST GESTORBEN

JAROSLAV KURZWEIL, BRETISLAV NOVAK, Praha

Dienstag, am 22. September 1970 hat die tschechoslowakische Wissenschaft und die
Weltmathematik einen unersetzlichen Verlust erlitten. In den Abendstunden starb
in Prag, nach einer lingeren schweren Krankheit, der Professor der Karlsuniversitit
RNDr. VosTEcH JARNIK, ordentliches Mitglied der Tschechoslowakischen Akademie
der Wissenschaften. Bei einer einfachen Trauerfeier, Montag, am 28. September 1970
in der grossen Zeremonienhalle des Krematoriums in Prag-Stra$nice verabschiedeten
sich von Professor Jarnik die Akademiemitglieder J. Backovsky und J. Novak im
Namen der Tschechoslowakischen Akademie der Wissenschaften und im Namen der
Karlsuniversitit und deren mathematisch-physikalischer Fakultit Prof. Dr. A. Svec
DrSc., Dekan der Fakultidt. Das Andenken Prof. Jarniks verehrte durch ihre Anwe-
senheit fast die ganze Prager mathematische Gemeinde, soeben wie auch viele Mathe-
matiker von Instituten und Hochschulen ausser Prag.

In diesem Artikel méchten wir an die bedeutendsten Ziige des Lebens, Werkes
und Personlichkeit Prof. Jarniks erinnern. Mit Riicksicht auf seine reiche und lang-
jahrige Téatigkeit in verschiedenen Gebieten der Mathematik, Teilnahme an Wissen-
schafts- und Hochschulereignissen, kann dieser Artikel nich erschépfend sein; es ist
nur ein kleiner Beitrag zur Erkenntnis des Lebens und Werkes von Prof. Jarnik.
In diesem Zusammenhang deuten wir noch auf die Abhandlungen von V. Knichal
und . Schwarz (Casopis pro pést. matematiky 82 (1957), 463 —492, Czech. Math.
Journal 8 (83) (1958), 155—161), V. Kofinek (Pokroky mat. fyz. a astronomie IIT
(1958), 1—8), J. Kurzweil (Casopis pro pést. matematiky 92 (1967), 486 — 489, Czech.
Math. Journal 17 (92) (1967), 624 — 628) hin, welche den Lebensjubilden Prof. Jarniks
gewidmet sind, und an den Nekrolog von S. Schwarz und B. Novak (Acta Arithme-
tica 19 (1971)).

Professor Jarnik wurde am 22. Dezember 1897 in Prag geboren, wo sein Vater
Jan Urban Jarnik Professor der romanischen Philologie an der philosophischen
Fakultat der Karlsuniversitit war. Nach dem Abitur am 1. tschechischen Realgymna-
sium in Prag im Jahre 1915 inskribierte er sich als ordentlicher Hérer an der damali-
gen philosophischen Fakultit der tschechischen Universitdt, wo damals Mathematik
und Physik vorgetragen wurden. Sein Hochschulstudium beendete er im Jahre 1921
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(schon an der naturwissenschaftlichen Fakultit der Karlsuniversitit) mit dem Dokto-
rat der Naturwissenschaften (als Doktordissertation reichte Jarnik im Grunde die
Arbeit [1] ein).

Die Anfinge der Lehrtitigkeit Prof. Jarniks sind in Brno zu suchen, wo er in den
Jahren 1919—1921 als Assistent bei Prof. J. Vojtéch an der dortigen technischen
Hochschule wirkte. Im Jahre 1921 ging er nach Prag liber, wo er bis 1929 Assistent des
mathematischen Seminars der naturwissenschaftlichen Fakultat der Karlsuniversitat
war. Da arbeitete er unter dem unmittelbaren Einfluss von Prof. K. Petr. Wahrend
dieser Zeit verbrachte Jarnik fast drei Jahre in Gottingen (in den Zeitabschnitten
1923 —25 und 1927 —28), wo er vorwiegend Schiiler einer der leitenden Gestalten der
damaligen Mathematik — Prof. E. Landau — war. Die Personlichkeit von Landau
und seine wissenschaftliche Richtung beeinflussten wesentlich die weitere Arbeit
von Prof. Jarnik. Landau selbst hat ihn fiir einen seiner besten Schiiler und Mitarbei-
ter gehalten. Nach der Heimkehr vom ersten Aufenthalt in Géttingen im Jahre 1925
habilitierte sich Jarnik (als Habilitationsschrift lege er die Arbeit [7] vor).

Im Jahre 1929 wurde er zum ausserordentlichen Professor der Mathematik an der
Karlsuniversitit ernannt und vom Jahre 1935, nur mit einer, von der Okkupation
erzwungenen, Pause, arbeitete er, bis zu seiner Pensionierung im Sommer 1968, als
ordentlicher Professor der Mathematik an der naturwissenschaftlichen und spéter
an der mathematisch-physikalischen Fakultat der Universitét.

Prof. Jarnik beschrankte sich aber nicht nur auf die wissenschaftliche und padago-
gische Arbeit. Er war eine anerkannte Personlichkeit bei der Organisation der Wissen-
schaft und der Arbeit der Hochschulen in der Tschechoslovakei. Insbesondere ist
dieses im Zeitabschnitt nach dem Jahre 1945 merkbar, wo er mit einer Reihe von
bedeutungsvollen Funktionen woértlich tiberhduft war. Wir fithren nur die langjéhrige
Arbeit am Boden der Karlsuniversitit in den Wiirden eines Prodekans, Dekans
oder Prorektors an, die opferwillige Arbeit bei dem Aufbau der Tschechoslovakischen
Akademie der Wissenschaften, deren ordentliches Mittglied — Akademiker — er
sofort nach deren Griindung im Jahre 1952 geworden ist. Mehr als ein halbes Jahr-
hundert arbeitete er in der Vereinigung der tschechoslovakischen Mathematiker un
Physiker, fiinfzehn Jahre als leitender Redakteur des mathematischen Teiles der
Zeitschrift Casopis pro p&stovani matematiky, welciier er ein anerkanntes Niveau
einprigte. Nicht an letzter Stelle steht seine aufopfernde und erfolgreiche Tatigkeit
als Leiter des Lehrstuhles, welcher er sich, trotz aller Belastung, voll gewidmet hat.

Ubergehen wir nun zu einer kurzgefassten Charakteristik der wissenschaftlichen
und padagogischen Arbeit von Prof. Jarnik.

Seine wissenschaftliche Arbeit was ausserordentlich vielseitig. Dieses bezeugen
neunzig wissenschaftliche Originalartikel, welche verschiedenen Gebieten der Mathe-
matik gewidmet sind (Zahlentheorie, Theorie der reellen Funktionen aber auch
Reihentheorie, Graphentheorie, Topologie usw.). Kennzeichnend ist, dass fast jede
Arbeit eine ganze Reihe von Originalergebnissen und oft einen neuen, iiberraschenden
Anblick der Probleme mit sich bringt. Ein wesentlicher Zug der meisten Arbeiten
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von Jarnik ist die grosse Scharfe der Ergebnisse. Jarnik verdffentlichte einfach seine
Ergebnisse nicht, bis nur die kleinste Hoffnung fiir deren Verbesserung bestand.
Darum widmet er auch eine grosse Aufmerksamkeit der Schirfe der Ergebnisse und
zeigt, dass diese man nicht verbessern kann.

Das Hauptgebiet der wissenschaftlichen Arbeit von Prof. Jarnik war die Zahlen-
theorie und namentlich die Gitterpunkttheorie, diophantische Approximationen und
Geometrie der Zahlen. Sein zweites Arbeitsgebiet war die mathematische Analysis,
insbesondere die Theorie der reellen Funktionen.

Beachten wir zuerst die Zeitfolge seiner Arbeiten. In den Arbeiten ist immer die
Zahlentheorie iberwiegend; die die Funktionentheorie betreffenden Arbeiten kommen
einesteils in der Anfangszeit (1920 — 1927) vor, wo Jarnik auch eine interessante, die
Reihentheorie betreffende, Gruppe von Arbieten veroffentlicht hat, und anderenteils
insbesondere in den Jahren 1933 —1936 (ein offensichtlicher Einfluss der sog. ,,pol-
nischen Schule®). Selbst in der Zahlentheorie ist ausdriicklich die Gitterpunkttheorie
iiberwiegend, welcher sich Prof. Jarnik eigentlich vom Anfang seiner wissenschaftli-
chen Laufbahn bis zum Lebensende, ohne sichtbaren Pausen, widmete. Ahnliches gilt
auch fiir die Theorie der diophantischen Approximationen, welche etwas spéter die
Aufmerksamkeit von Jarnik anzog und in der er etwas weniger Arbeiten veréffentlich-
te. In dem kurzem Zeitraum 1939 — 1949 tritt er zu einer Serie von Publikationen iiber
die Geometrie der Zahlen zu.

Die Planmissigkeit der wissenschaftlichen Arbeit von Prof. Jarnik folgt von der
Feststellung, dass er praktisch in jedem Jahr zumindest zwei — oft sehr inhaltsrei-
che — Arbeiten veroffentlicht hat; zwei Ausnahmsfille grésserer Bedeutung ent-
sprechen der Umgebung des Jahres 1945 und dem Zeitraum nach dem Jahre 1950.

Zu den erfolgreichsten Perioden gehoren insbesondere die Jahre 1928 —31 (welche
fast ausschliesslich den, mehr als zwanzig, Arbeiten von der Gitterpunkttheorie in
mehrdimensionalen Ellipsoiden gewidmet ist) und der Zeitraum 1934—35 (da ist die
Theorie der reellen Funktionen und insbesondere die sogenannte Methode der
Kategorien iiberwiegend).

Ubergehen wir nun zur Analyse der Arbeiten von Jarnik iiber die Gitterpunkt-
theorie. Mit Riicksicht auf deren Anzahl und Umfang (27 Arbeiten auf mehr als
500 Seiten), beschrinken wir uns nur auf eine unvollstindige Auswahl der wichtigsten
und am leichtesten beschreibbaren Ergebnisse und auf die Begrenzung der fundamen-
talen Zusammenhange.

Das bekannteste und auch &lteste ist das sogenannte Gausssche ,,Kreisproblem* .
Sei fiir x > 0, A(x) die Anzahl der Paare ganzer Zahlen u und v, fiir welche u* + v <
< x gilt. A(x) fiir x > 0 gibt also die Anzahl der im abgeschlossenen Kreis mit dem
Mittelpunkt im Anfangspunkt und mit dem Halbmesser /x liegenden Gitterpunkte
an. Wir werden also ganz natiirlich die Funktion A4(x) mit der Oberfliche V(x) des
Kreises d. h. mit dem Ausdruck znx anndhern zu versuchen. Das ,,Kreisproblem*
beruht nun in der Auffindung der womdéglich besten Abschatzungen der Grosse der
Differenz P(x) = A(x) — V(x) im folgenden Sinne:
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Elementare Erwagungen zeigen, dass P(x) = O(,/x) !) ist. Im Jahre 1906 hat der
polnische Mathematiker Sierpifiski bewiesen, dass P(x) = O(x!/3) ist. Zu einem wich-
tigen Ergebnis gelangten im Jahre 1915 Hardy mit Landau, welche die Bezichung
P(x) = Q(x'/*) ?) bewiesen haben. Daher folgt, dass fiir den ,,richtigen* Exponenten
der Abschitzungen der Funktion P(x) d. h. fiir den Wert

(1) f = lim sup lg [P(x)] |P()]

x—+o lgx
die Ungleichung % < f < 1 gilt. (Wir bemerken, dass die Beziehung (1) dasselbe wie
die Giiltigkeit der Bezichungen P(x) = O(x’*%), P(x) = Q(x’ %) fiir jedes ¢ > 0
bedeutet.) Das ,,Kreisproblem* beruht also im Grund auf der Bestimmung des
Wertes (1).

Einen gewissen Umbruch bedeuteten die Arbeiten von van der Corput, welcher
im Jahre 1923 zeigte, dass f < 51—75 ist. Es ist zu bemerken, dass es trotz der grossen
Bemiihung einer Reihe hervorragender Mathematiker in den vergangenen fast fiinfzig
Jahren das angefiihrte Problem zu 18sen nicht gelang (es ist z.B. bekannt, dass f < g
ist, aber die Ungleichung f > % konnte nicht verbessert werden). Wir fiihren diese
Ergebnisse an um zu zeigen wie lange Anstrengungen zu einer ganz ,,unerhebli-
chen® Verkleinerung des Exponenten benétigt waren: desto mehr ragt dann vielleicht
die Bedeutung und Schwierigkeit der Arbeiten von Jarnik in diesem Gebiet vor.

Im Mittelpunkt der Interessen von Mathematikern in dieser Zeit standen die ver-
schiedenen Verallgemeinerungen des ,,Kreisproblems®. Wir beriihren nur zwei
Richtungen, welche zum Gegenstand intensiver Interessen von Prof. Jarnik geworden
sind.

Die erste Verallgemeinerung ist die folgende. Wir bleiben in der Ebene, aber
anstatt des Kreises u? 4+ v?> < x erwigen wir eine konvexe, kompakte Menge,
welche durch eine Kurve beschrankt ist, deren Linge hochstens \/ x ist, welche eine
stetig variierende Tangente und Kriimmungsradius hat, wobei der letztere von Null
verschieden ist und den Wert ¢ \/x, wo ¢ eine positive Konstante ist, nicht iber-
schreitet. Fiir diese Mengenklasse hat van der Corput im Jahre 1919 die Abschéatzung
P(x) = O(x'/®) bewiesen, wo P(x) eine analogische Bedeutung, wie oben fiir den
Kreis, hat.

Es erweckte nun den Anschein, dass auch fiir diese Verallgemeinerung dhnliche
Verbesserungen, wie bei dem ,,Kreisproblem* zu erwarten sind. Sehr iiberraschend
und unerwartet war darum das Ergebnis von Jarnik in der Arbeit [9], wo (ausser
weiteren feineren Resultaten) eine Menge mit den angefiihrten Eigenschaften kon-
struiert wird, fiir welche P(x) = Q(x'/?) ist. Den Prunk von diesem Ergebnis doku-

1y Die Beziehung f(x) = 0(g9(x)) bedeutet, dass fiir hinreichend grosse x, g(x) > 0 ist und
lim sup | f(%)]/g(x) < + o0 gilt.
x>+

2) Die Beziehung f(x) = 2(g(x)) bedeutet, dass f(x) = 0(g(x)) nicht gilt, d. h. g(x) ist fiir
hinreichend grosse x positiv und es ist lim sup | f(x)]/g(x) > 0.
x—+ o
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mentiert auch dessen Anklang in der Literatur: E. Landau widmet dieser Konstruk-
tion ein ganzes Kapitel seines Werkes ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie*, das
Ergebnis ist auch in anderen Monographien angefiihrt, in der letzten Zeit z.B. im Buch
von Gel’fond und Linnik.

In den ,,Ebenenproblemkreis‘ fallen noch weitere Arbeiten von Jarnik ein. In [7]
verallgemeinert Jarnik die oben angefiihrte 2-Abschdtzung von Landau und Hardy
fiir eine geniigend allgemeine Klasse von ebenen Gebieten (diese werden etwas
anders als oben charakterisiert). Die Arbeit [12] betrifft diesen Problemkreis von
einem etwas anderem Gesichtspunkt. Wir erwidgen im Winkel 0 < u < y/x s=v<l,
x > 0 eine gentigend ,,verniinftige* Kurve L, welche einen gewissen Sektor begrenzt
und sei 0 < A; < 4, < ... die Folge aller positiver Zahlen A, fiir welche bei der Ho-
mothétie mit dem Mittelpunkt im Anfangspunkt und mit dem Koeffizienten A das
Bild der Kurve L zumindest einen Gitterpunkt enthélt. Jarnik untersucht nun die
interessante Frage des Verhaltens der Differenz A,,; — 4, fiir grosse n, besonders
griindlich untersucht er den Fall, wenn Lein Teil einer quadratischen Kurve ist. Den
,,Ebenenproblemkreis* beriihren noch die Arbeiten [8], [33] und [71], welche wir an
einer anderen, zweckmaéssigeren Stelle erwahnen.

Die zweite Richtung der Verallgemeinerung kann folgendermassen charakterisiert
werden: vom ,,Kreisproblem* behalten wir die Tatsache, dass u? + v? eine positiv
definite quadratische Form ist. Das Problem also ist das folgende: r = 2 ist eine
natiirliche Zahl, Q(u,, u,,...,u,) ist eine positiv definite quadratische Form mit
einer symmetrischen Koeffizientenmatrix und fiir x = 0 sei A(x) die Anzahl der
Gitterpunkte im Gebiet Q(uy, u,, ..., u,) < x. Bezeichnen wir mit ¥(x) den Volumen
diesen Ellipsoides, d. h. V(x) = n"2x"2[I'(r[2 + 1) /D wo D die Determinante der
Form Q ist und sei P(x) = A(x) — V(x). Wir suchen nun — analogisch wie bei dem
,,.Kreisproblem* — die womoéglich besten O- und Q-Abschatzungen.

Schon Minkowski zeigte im Jahre 1905 elementarerweise die Abschitzung

P(x) = O(x"*~1%).

In den Jahren 1915— 1924 untersuchte dieses (noch viel allgemeiner gestellte) Problem
E. Landau und bewies, dass

2 P(x) = O(x"27"/¢+D) | Pp(x) = (x4~ 1/4)

ist. Bemerken wir, dass fiir den Fall des Kreises man daher die oben angefiihrten
Ergebnisse von Sierpinski, Landau und Hardy bekommt. Die Liicke zwischen den
beiden Abschétzungen ist — besonders fiir grosse r — sehr betrachtlich und wir
haben also das Problem z. B. den Wert f, = f, welcher nach (1) definiert ist, auf-
zufinden.

Den ersten Fortschritt bedeuteten die Ergebnisse von A. Walfisz und E. Landau
von den Jahren 1924 —25. Deren Ergebnis war

(3) P(x) = o(x"*")
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fiir r = 5 insofern Q eine sog. rationale Form ist (d. h. deren Koeffizienten sind ganze
Vielfache einer und derselben reellen Zahl). Fiir r = 4 und eine rationale Form Q
zeigte Landau die Giiltigkeit der Abschiatzung

4) P(x) = O(x 1g* x).

Bemerken wir an dieser Stelle, dass die Probleme fiir ,,kleine‘* Dimensionen (r =
=2,3, 4) einen anderen Charakter haben und eine von den ,,grossen‘ Dimensionen
(r 2 5) abweichende Behandlung benétigen, wobei der Fall r = 4 gewissermassen
ein ,,Ubergangsfall ist.?) Dieses folgt z. B. ungefihr von der Tatsache, dass jede
natiirliche Zahl man als eine Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen darstellen
kann, aber diese Anzahl kann allgemein nicht verkleinert werden.

Die Methode, welche Walfisz und Landau beim Herleiten ihrer O-Abschéatzungen
beniitzen, beruht auf dem folgenden Gedanken (der Einfachheit wegen besitze Q
ganzzahlige Koeffizienten). Die Funktion

f(Z) — ZZQ(ml.mz....,m,)

(es wird iiber alle ganze m,, m,, ..., m, summiert) ist offenbar im Kreis |z]| < 1
holomorph und die Koeffizienten a,, deren Taylorschen Reihenentwicklung

f(z) = i: ;1...2’"

geben offenbar die Anzahl der mdglichen Fille, bei denen die Zahl m durch die
Form Q ausgedriickt werden kann, an. Wir haben offenbar

a, = L jf(z) z7m ldz,
2ni ),

wobei ¢ eine positiv gerichtete Kreislinie mit dem Mittelpunkt im Anfangspunkt und
mit dem Halbmesser r < 1 ist. Beniitzen wir nun gewisse Transformationseigenschaf-
ten der Funktion f, welche deren angeniherte Darstellung in der Umgebung des
Punktes re**™®* (h, k ganz, (h,k) =1, k>0, r = 1 — 1/m) erméglichen, dann
erhalten wir die Beziehung

(5) o = nr/Zmr/Z—l @ k Slf

(D) I'(r[2) ¥=1 =0 k

e—2ni(mh/k) + O(mr/4)

(fiir m » + o0), wobei S, gewisse Summen (die sog. Gaussschen Summen) sind, fiir
welche |S, 4| < ck”/? gilt*). Nachdem A(x) = Y. a,, ist, ergibt sich daher (3) fiir
lmgx
3) Wie es Walfisz zeigte, ist fir rationale Formen und r = 4 P(x) = O(x Ig?/3 x) und P(x) =,
= Q(x(Ig 1g x)*), wo T nur von Q abhingt.
4) Da und auch weiter bedeutet der Buchstabe ¢ (allgemein verschiedene) Konstanten, welche
nur von Q abhingen.
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r = 8. Mittels einer einfachen Abdnderung von diesem Verfahren kann man (3) auch
fiir r = 5 und die Abschiatzung (4) beweisen. Es war aber nicht klar, ob diese Abschét-
zungen definitiv sind und es stand keine wirksame Q-Methode (ausser der Methode
von Landau, welche zu der Abschitzung (2) fﬁhrt) zur Verfligung. In dieser Lage
richtete Jarnik die Aufmerksamkeit zu der tberraschenden Tatsache, welche allen
entgangen ist, dass fiir rationale Ellipsoide man ganz elementar die Abschiatzung

(6) P(x) = Q(x"*7")

beweisen kann. Dadurch war das erste definitive Ergebnis dieser Theorie erreicht.
Das Ergebnis von Jarnik hat eine ganze Reihe von Untersuchungen (Landau,
Miintz, Petersson, Walfisz und Jarnik) angeregt, welche mit Hilfe von verschiedenen
Methoden gefiihrt worden sind. Wir erwdhnen nur kurz den Beitrag von Jarnik in
dieser Richtung (anstatt von rationalen Ellipsoiden erwéigen wir der Einfachheit
wegen nur Ellipsoide mit ganzzahligen Koeffizienten und r = 5).
In den Arbeiten [20] und [21] wurde die Existenz soeiner Konstante ¢ gezeigt,
dass jede von den Ungleichungen
7':r/z

Yo 2J(D)r(3n)

fir unendlich viele natiirliche n gilt, sogar fiir alle Gleider einer arithmetischen
Folge. Wenn wir also

P(n)> (M + c)n"?>"', P(n) <(M — c)n"?71,

P(n)

QQ(") = ari2-1

bezeichnen, bekommen wir sofort, dass

liminf gg(n) < M — ¢, limsupgg(n) > M + ¢

n—++o n—+ o

ist. Wenn Q(u) = u? + u5 + ... + u? ist (der Fall der r-dimensionalen Kugel),

kann die Folge ¢o(n) = o,(n) viel ausfiihrlicher untersucht werden. Man kann z. B.
(siehe [16]) asymptotisch (in Bezug auf r) lim sup ¢,(n) and lim inf o,(n) ausdriicken,
n—>+o0 n—+ oo

beweisen, dass diese Folge unendlich viele Haufungspunkte hat ([31]) oder (fiir
gerade r = 8) deren Hiufungspunkte untersuchen, wenn n gewisse unendliche
Mengen natiirlicher Zahlen durchlduft (siehe [24]). Die Wichtigkeit dieser und weite-
rer Ergebnisse von Jarnik in dieser Richtung bezeugt die Tatsache, dass in der be-
kannten Monographie von Walfisz ,,Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln*
fast ausschliesslich nur von diesen Ergebnissen das ganze dritte Kapitel zusammen-
gestellt ist.

Der Ausgangspunkt fiir die Mehrheit der soeben zitierten Ergebnisse war die
Bezichung (5). Erwihnen wir darum schon an dieser Stelle die Arbeit [32], wenn es
sich in dieser auch um die ,,diskrete* Form des Mittelwertsatzes handelt, welcher
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weiter behandelt wird. Jarnik zeigt, dass fiir jede Konstante E eine positive Konstante
cg SO existiert, dass

Y. (P(n) — En?71)? = cpx" "1 + g(x),

nsx
gilt, wo g(x) = O(x'"?) fir r>8, g(x) = O(x"*"'igx) fir r =38, g(x)=
= O(x*/*1g x) fiir r = 5,6,7 und g(x) =Q(x'~?) fir E =0, r 2 5. Daher be-
kommen wir wieder die Abschitzung (6) und iberdies sehen wir, dass auch im
., Mittelwert* die Werte P(n) nicht asymptotisch durch den Ausdruck En"/?~! mit
einem Konstanten E approximiert werden kénnen.

Esist begreiflich, dass sobald durch die Beziehungen (3) und (6) das Problem fiir
rationale Ellipsoide aufgelost wurde (wenn auch nur fir r = 5), konzentrierte sich
alle Aufmerksamkeit auf den Fall irrationaler Ellipsoide. Die einzige wirksame
Methode ging aus der Beziehung (5) aus. Mit einer grossen Bemiihung gelang es
Walfisz diese Methode auszuniitzen und fiir Formen der Gestalt

o(uf + Ql(u27 u3a sy ur)
(« > 0 ist irrational, Q, ist eine rationale Form) fiir r > 10 die Abschitzung
P(x) = o(x"*71)

zu beweisen und zugleich auch deren allgemeine Unverbesserbarkeit zu zeigen. Zu-
gleich zeigte er aber, dass fiir fast alles) o > 0, r = 10 sogar

(8) P(x) = O(x"/2-5/5 1g1/4 x) X

1st.

Von der Arbeit von Walfisz folgten zwei Tatsachen: irrationale Ellipsoide ver-
halten sich offenbar ganz anders als die rationalen und eine weitere wirksame
Ausniitzung der angefiihrten Methode kann nicht wesentlich neue Ergebnisse mit
sich bringen. Wir machen aber besser, wenn wir den zustindigsten Kenner — A.
Walfisz — sprechen lassen, welcher am 26. September 1929 auf dem ersten Kongress
der slawischen Mathematiker folgendes sagte: ,,Obwohl also die Abschitzungen (7)
und (8) einen gewissen Einblick in die Gitterpunktheorie fiir irrationale Ellipsoide mit
sich brachten, war es doch vom Anfang an offensichtlich, dass der, zu ihnen fiihrende,
Gedankengang, wegen dem Mangel an besseren Mitteln, nur ein gewisses Orienta-
tionsmittel bildet. Es war also nétig die Singularreihe®) iiber Bord werfen und etwas
ganz anderes zu finden. Ich dachte, dass dieses eine Weile dauern wird. Desto mehr
iberraschten mich — und bestimmt nicht nur mich selbst — die Entdeckungen von
Jarnik. In einer Reihe von Abhandlungen, deren Publikation in die Mitte des vorigen

5) Fast alle im Sinne des Lebesgueschen Masses (dhnlich auch in den weiteren Formulationen).

6y Singularreihe — verstehe die Reihe in (5).
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Jahres einfallt und deren Originalitit, Gedankentiefe und technische Durchfiihrung
zu den bemerkenswertesten Arbeiten der modernen Forschung gehdren, hat Jarnik
mit sehr ergiebigen Mitteln das Problem erfasst und erhielt so eine ganze Reihe von
Ergebnissen iiberraschender Genauigkeit.*”?)

Der Beitrag der Arbeiten Prof. Jarniks zu der Gitterpunkttheorie in Ellipsoiden
beruht also in der Ausarbeitung neuer, sehr wirksamer O- und Q-Methoden, mit denen
es ihm gelang eine ganze Reihe definitiver Ergebnisse zu beweisen — eine Erschei-
nung, welche in der Zahlentheorie und insbesondere in der Gitterpunkttheorie ein-
zelstehend ist. Man kann sogar sagen, dass alle definitiven Ergebnisse in diesem Gebiet
entweder von ihm abstammen, oder sind diese durch seine Arbeiten bedingt.

Wir behandeln nun kurz die Fundamentalgedanken der Methoden von Jarnik fiir
das Studium der O- und Q-Abschitzungen der Funktion P(x). Im Grunde sehr
einfach ist Jarniks Q-Methode. Die Funktion A(x) ist teilweise konstant; eine Ande-
rung der Funktion P(x) ist also ,,zumeist durch eine Anderung der Funktion
V(x) = cx"* gegeben. Ausfiihrlicher gesagt: es sei A(x) konstant in den Intervallen
[As Ay + h,], w0 O < h, < 4,, lim A, = + oo. Also ist

n—>+ o

|P(%, + h,) — P(L,)] = (A + h)"> — Z%) 2 Jer h,A7271.

Wenn wir nun wissen, dass fiir ein gewisses f = 0, h,A2 > ¢, n = 1, 2,... ist, be-
kommen wir daher ‘

|P(2, + h,) — P(4,)| = ea/?717F.
Es ist also entweder

IP(/l,,)! = c,l"'./z‘l—ﬂ oder IP(An + hn)l > d;/z—l—ﬁ

(%

(s + Y2170

d. h. es ist

P(x) = Q(x?717F),
Ist z. B. Q eine ganzzahlige Form, dann kann A, = n, h, = 4, p = 0 gewihlt werden
und wir bekommen so die Abschatzung (6) Auf welche Weise kann man diesen Ge-

danken zu irrationalen Ellipsoiden anwenden? Beschriinken wir uns (so wie es Jarnik
tut) im folgenden nur auf Formen ,,fast diagonaler* Gestalt:

9) Ou) = a,Qy(uy, usy ooy ty) + a305(ty 415 ooy Uy 4yy) + o
.t aa‘Qa(urx+rz+...+r,_1+1, ce ur) ’

O, Ty, Fay ...y ¥ Sind natiirliche Zahlen, r = r; + r, + ... + 14, @y, @2, ..., @, sind
positiv definite quadratische Formen mit ganzzahligen Koeffizienten, ay, a,, ..., a,
sind positive reelle Zahlen. Man kann nun zeigen, dass wenn die Ungleichungen

|

Yig—plca, j=2..0
ag |

7y Siehe Casopis pro pést. mat. 59 (1929), 200—223.
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unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen p,, ..., p,, ¢ haben, dann kann man 4,
und h, mit den obigen Eigenschaften fiir § = 1/y wihlen. Daher folgt also unmittelbar
die Abschitzung

P(x) = Q127171 |

Jarnik modifizierte wohl einigemale diese Methode. Die Ergebnisse zeigen, dass der
Wert (1) wahrscheinlich sehr eng mit den Simultanapproximationen der Zahlen
a,[ay, asfay, ..., a,/a, zusammenhingen wird.

Unverhéaltnissmissig schwieriger ist Jarniks O-Methode. Die oben angedeutete,
von der Potenzreihe ausgehende, Methode ist offenbar fiir irrationale Ellipsoide nicht
geeignet. Jarnik erwédgt darum die Dirichletreihe

o
(10) QQ(S) — Z e—sQ(m;,mz,...,m,.) — Z ame—/lms ,
my,mz,...,mp m=0
welche eine holomorphe Funktion im Gebiet Re s > 0 definiert. Die Zahlen A sind
die Werte der Form Q in den Gitterpunkten, die Zahl a,, gibt die Anzahl der Gitter-
punkte auf der Flache Q(u) = 4, an. Wie es bekannt ist, kann man nun (der Ein-
fachheit wegen abgesehen von der Tatsache, dass die Gleichung nur fir x # 4,

m=1,2,... gilt)
atico _xs
(11) A(x) = LJ e 04(s) 4

2mi S

a—io

fir beliebiges positives a schreiben, wo iiber die Gerade Re s = a integriert wird.
Wir iibergehen ferner auch die Tatsache, dass dieses Integral nicht absolut konvergent
ist und dass man direkte Abschatzungen nicht durchfiihren kann®). Vou (11) ergibt
sich sofort der Ausdruck
a+ico xs XS
(12) P(x)=i_~f e—F(S)ds=~1--J FE) gy,
27 J4mio S 2ni J@ S
wo F(s) = O(s) — n/?[\/(D) s? ist. Mit Riicksicht auf das Glied ¢** ist es vorteilhaft
a = 1/x zu legen. Mit Hilfe der Transformationseigenschaften der Funktion (10)
kann nun leicht gezeigt werden, dass das Integral iiber einen ,,kleinen‘ Teil der
Integrationsbahn in der Umgebung der reellen Achse verhéltnismaissig klein ist.
Die erwahnten Transformationseigenschaften der Funktion (10) ermoglichen — fiir
rationales Q — die Abschitzung der Gestalt
. 1 .
, S=-—+1t
(20

k(1+x ) x
k

8) Diese Schwierigkeit kann man mittels der Untersuchung des Integrales [§ P(¢) d¢ iberwin-
den.

X r/2

(13) [0(s)| = ¢
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zu finden, welche dann gilt, wenn die Differenz |t — 2nh/k| hinreichend klein ist,
wobei h #+ 0 und k ganze teilerfremde Zahlen sind, 0 < k < \/x. Fiir Formen der
Gestalt (9) kann man aber

Oqls) = Og,(a15) Og,(a29) ... Og,(a,)
schreiben und daher bekommen wir dann leicht die Abschéitzung

rj2 ] .
, S=-+1
2mh,

o)/

it

(14) |F(s)| < ch:Il X

k,-(l + x|t

insofern lt - (Znhj/ajkj)| hinreichend klein ist und wo hj, k; ganze Zahlen sind,
(hj,k)) =1, hjy £0, 0 < k; </x, j =1,2,...,0. Von der Abschitzung (14)
ist es zu sehen, dass der Ausdruck rechts gross sein wird, wenn die Differenzen
|t— (2mh;/a;k;)| sehr klein sein werden. Sehr klein sind aber dann auch die Differenzen
|hyJa;k; — hylak,| und also kénnen die Zahlen a,/a,, asfay, ..., a,/a, sehr gut mit
Hilfe von rationalen Zahlen simultan approximiert werden. Es kommen so langsam
ahnliche Zusammenhénge, wie bei den Q-Abschitzungen hervor.

Nun ist es aber nétig die grob angedeuteten Gedanken zu préazisieren. Jarnik
zerlegt in einer sehr sinnreichen Weise die Integrationsbahn in Teile, in denen er
genau die Grosse der Differenzen |t — (2nh;/a k;)| beschrieben hat und also auch
iiber einer guten Abschitzung nach der Beziehung (14) verfiigt. Nun wird benétigt,
dass Mass jeder soeiner Menge abzuschitzen, eine sehr feine Klassifikation durchzu-
fithren und das ganze angedeutete Verfahren zum Endresultat leiten (an dieser Stelle
beniitzt Jarnik — und meistens leitet er diese selbst her — neue und sehr feine Satze
von der Theorie der diophantischen Approximationen). Hoffentlich ist es von diesem
kurzen Abriss merkbar, dass Jarnik Schwierigkeiten solchen Charakters zu iiber-
winden hatte, welche so manchen hervorragenden Mathematiker abwendig gemacht
hatten. Daher ist auch ein Zug, welcher fiir eine ganze Reihe seiner Arbeiten kenn-
zeichnend ist, sichtbar: eine scharfsinnige Kombination von verschiedenen, bis zu
der Zeit scheinbar nicht zusammenhéangenden, Gebieten der Mathematik.

Wir treten nun zu einer kurzgefassten Ubersicht der wichtigsten Ergebnisse der
Arbeiten von Jarnik iiber Gitterpunkte in Ellipsoiden. Wir werden leider die feinsten
Ergebnisse fast ausser acht lassen miissen, nachdem diese, wie es auch im Wesen der
Sache ist, erheblich kompliziert formuliert worden sind.

In den Arbeiten [19] und [27] ist gezeigt worden, dass fiir r 2 5 und eine irratio-
nale Form

(15) P(x) = o(x"*7")

a

gilt. Die Frage der Unverbesserbarkeit dieser Abschitzung 16st Jarnik in der Arbeit
[67] auf eine sehr originale Weise mit Hilfe der Kategorienmethode, welche er (wie
es von der Ubersicht seiner Arbeiten iiber die Theorie der reellen Funktionen zu
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sehen sein wird) meisterhaft beherrschte: wenn ¢(x) eine positive nichtwachsende
Funktion ist, lim ¢(x) =0, r 2 5 dann gilt fiir jedes System positiver Zahlen

x=+ o

a, a,, ..., a, mit Ausnahme einer Menge erster Kategorie fiir die zugehérige Form
(9) die Abschitzung (15) und es ist

P(x) = Q(x"71 ¢(x)) .
In der Arbeit [17] ist gezeigt, dass fiir fast alle Systeme ay, a,, ..., a,

P(x) — 0(xr/2 —}.+:)

fir jedes ¢ > 0 ist, wo A = ) min (1, r;/4). Ist also ry = r, = ... = r, = 1, ist fiir
j=1

fast alle a;, a,,...,a,: f < r/4, wenn r, = 4,...,r, = 4 ist, dann ist fiir fast alle

a,0a5,...,a,: f = r/2 — o und diese Abschitzung kann man nicht verbessern,

nachdem immer (siehe [18])

P(x) = Q(x"*7°)
ist. Wenn also r; = 4, ..., r, = 4 ist, dann ist fiir fast alle ay, a,, ..., a,
f= r/2 —0;
istry =r, =...=r, =1, ist fiir fast alle a,, a,, ..., a, (siche (2))

r—1
4

IIA

f

I\
IR

~
§

Dieses Ergebnis ,,rehabilitiert* gewissermassen die Abschatzung (2) von Landau,
welche als eine zu grobe Abschiatzung vorkam.
Ist also r; = 4, ..., r, 2 4, haben wir fiir den Wert (1) die Ungleichung

— 0

(16)

IIA

f

IIA
NN

-1,

NS R

welche scharf ist. Es ensteht natiirlich die Frage ob zu jedem (16) erfiillenden Wert f
eine Form Q der Gestalt (9) so existiert, dass f, = fist. Im Fall 0 = 2, r, 72 2 4
zeigt Jarnik in [22], dass

(17) Jo=
gilt, wo y = y(ay, a,) das Supremum aller > 0 ist, fiir welche die Ungleichung
|

a —
a-2-p<q’
a, |
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unendlich viele Lésungen in natiirlichen p, ¢ besitzt. Im Fall o> 2 1ost Jarnik auf
eine ,,nichtkonstruktive® Weise, mit Hilfe des Hausdorffschen Masses, die gestellte
Frage. In der Arbeit [30] zeigt er nimlich, dass die Hausdorffsche Dimension®) der
Menge solcher a,/ay, ..., a,[a,, dass fiir die zugehdrige Form (9) f = f, ist, durch

den Ausdruck
1 - 2 o
(-3)

gegeben ist (diese gilt auch fiir ¢ = 2). Bemerken wir in diesem Zusammenhang, dass
eine Erweiterung der Beziehung (17) auch fiir den Fall ¢ > 2 (y = y(ay, a5, ..., 4,)
ist ahnlich wie oben definiert) unter gewissen Voraussetzungen (r; = 2(y + 1)[y)
im Jahre 1968 B. Divi§, einem Schiiler von Prof. Jarnik, gelungen ist'?).

In der Arbeit [70] ist eingehend der Fall ¢ = 2 untersucht; es werden z. B. die
Werte f studiert, fiir welche

lim inf M

x—++ X

= +00

gilt, es werden die Vorzeichenanderungen der Funktion P(x) untersucht usw. Diese
Arbeit gehort vielleicht zu den feinsten in diesem Gebiet. Die Arbeit [88] ist der
interessanten Frage, welche Werte f annehmen kann, wenn einige a; fest gewidhlt
werden, gewidmet. Jarnik zeigt, dass fir ¢ > 3, a,, a, fest, y(a;, a,) = 1 fiir fast
alle as, ay, ..., a, und jedes ¢ > 0 die Abschitzung

P(x) = O(x'2~4+7)

gilt (Eine interessante Verallgemeinerung stammt von B. Divi§'?)).

Von der obigen, wenn auch kurzen, Ubersicht ist ersichtlich, dass definitive Ergeb-
nisse in vielen Féllen nicht erreicht worden sind. Darum begann schon Landau im
Jahre 1923 (noch ein Jahr vorher Cramér) mit der Untersuchung des sog. Mittel-
wertes T(x) = /(M(x)[x), wo M(x) = [§ P*(f)dt ist und zeigte, dass fiir den Fall
des Kreises

M(x) = ex*? + O(x'**)

fiir jedes ¢ > 0 gilt. Die ,,Mittelordnung* der Funktion P(x) ist also in diesem Fall }
gleich. Wir bedenken, dass die Untersuchung der Funktion M(x) relativ leichter ist

9) Die Hausdorffsche Dimension einer (im euklidischen Raum liegenden) Menge M ist «,
wenn o das Infimum aller solcher Zahlen o ist, fiir welche zu jedem & > 0 eine Folge von Wiirfeln
(-]
K, K,, ..., K,, ... existiert, welche M bedecken, mit den Kanten h(K,) < &, sodass Y, h""(K,,) <
n=1
< e Bei der auf der Seite 510 eingefithrten Bezeichnung bedeutet dieses L(M, x**¢) = 0,
L(M, x*"%) = +oo firalleg, 0 < e < .

10y Siehe Czech. Math. Journal 20 (1970), 130—139, 149—159.
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als das Studium der Funktion P(x) (Nichtnegativitit, Monotonie); man kann also
genauere O- und Q-Ergebnisse erwarten. Anderenseits kann man von genug guten
Ergebnissen fiir die Funktion M(x) sehr schone, auf einem anderen Weg unerreich-
bare, Ergebnisse fiir die Funktion P(x) herleiten. Ungeféhr von diesen Griinden aus
wurde die Untersuchung der Funktion M(x) in einen selbststindigen Bestandteil
der Gitterpunkttheorie entwickelt.

Jarnik widmete sich diesem Problemkreis fast vom Anfang an. In der Arbeit [8]
verallgemeinert er das soeben angefiihrte Resultat von Landau zu der Gestalt

J B((0) + o)) PN() + B di = 9a — B) X% + 0(x!+)

fiir jedes ¢ > 0, wo @ eine gewisse positive Funktion ist. Daher leitet er eine Reihe
von interessanten Eigenschaften der Funktion P(x) her (eine Analogie der Fast-
periodizitit usw.). Die oben angefiihrte Arbeit [32] gehort eigentlich auch zu dieser
Gruppe.

Der Hauptbeitrag von Jarnik zu der Untersuchung der Funktion M(x) beruht
darin, dass es ihm gelungen ist seine Methoden des Studiums der Funktion P(x) in
einer auch fiir die Funktion M(x) gebrauchbaren Gestalt, darzulegen. Jarnik geht von
dem leicht beweisbaren Ausdruck

o IR FF)
Me) L,,)J.(,,) ss'(s + ') dods

welchen man leicht von (12) erreichen kann, aus. Das angefiihrte Integral schétzt
er nun auf eine dhnliche Weise, wie es oben angedeutet wurde, ab. Es ist nur be-
greiflich, dass bei dem Doppelintegral eine ganze Reihe von spezifischgn Schwierig-
keiten dazutritt.

Wir fiihren wenigstens die Fundamentalresultate an. Jarnik beschrankt sich —
soeben wie es oben angefiihrt worden ist — auf Formen der Gestalt (9). Mit Be-
niitzung eines Einfalles von Landau, kann man zeigen, dass immer

M(x) = exr/2*112
ist und die Methode von Jarnik gibt fiir rationale Formen
M(x) = ex"7 1.
Fiir alle Formen der erwagten Gestalt kénnen die Abschdtzungen
M(x) = O(x*1)
fir r >3, M(x) = 0(x*Ig?x) fir r =3 und M(x) = O(x*?1g*x) fiir r =2

gezeigt werden (alles siehe [33]).
Fiir irrationale Formen der untersuchten Gestalt und r = 4 haben wir

M(x) = o(x""")
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und diese Abschatzung kann man allgemein nicht verbessern und zwar in demselben
Sinn, wie es oben fiir die Funktion P(x) angefiihrt war (siehe [38], [67]). Fiir fast
alle Formen der Gestalt (9) und ¢ = r ergibt sich

M(X) — O(Xrlz,)+1/2 ]g3r+3 x)

d. h. mit der obigen unteren Abschitzung zusammen, bekommen wir fiir fast alle
diese Formen
lim lgT(x) _r—1
x>+ lgx 4

>

was fast ganz Landaus Abschitzung (2) rehabilitiert. Sehr wichtig ist die Arbeit
[71], in welcher fiir r = 2,3 die oben angefiihrten O-Abschitzungen zu M(x) =
= O(x*?) fir r =2, M(x) = O(x*1g x) fiir r = 3 verbessert sind. Damit ist ein
definitives Ergebnis fiir » = 2 erreicht. Fir r = 3 bleibt nur der logarithmische
Faktor, welchen man, wie es ferner gezeigt wird, nicht beseitigen kann.

Das vielleicht interessanteste Ergebnis der Arbeit [69] ist die Beziehung

M(x) = Kx*lgx + O(x* /Ig x),

welche fiir » = 3 und rationales Q gilt, K = c. Daher folgt, fir rationale Formen,
das Ergebnis

P(x) = Q((x1g x)""?),
welches nicht zu erwarten war. In [69] wird ferner gezeigt, dass
M(x) = Kx"™' + g(x)

ist, wo g(x) = O(x"~?) fiir r = 6, g(x) = O(x> 1g* x) fiir r = 5, g(x) = O(x*/? Ig x)
fir r = 4 und g(x) = Q(x"~?) fir r 2 4, wo K = c eine Konstante ist.

Zum Schluss deuten wir kurz auf die sehr feinen und komplizierten Arbeiten [40]
und [68] hin. In denen ist sehr griindlich und tief der Fall ¢ = 2, 3 untersucht. Fiir
¢ = 2 ist z. B. (mittels der Kettenbruchentwicklung der Zahl az/al) eine verhaltnis-
missig einfache Funktion G(x) so gefunden, dass M(x)/G(x) fiir x > ¢ zwischen zwei
positiven Konstanten liegt.

Die Ubersicht der Arbeiten von Prof. Jarnik iiber die Gitterpunkttheorie schliessen
wir mit der Arbeit [89] vom Jahre 1968, welche mit ihrem Charakter einigermassen
ausser der einzelnen oben beschriebenen Gruppen steht, ab.

Wir haben schon oben angedeutet, dass es vorteilhaft ist nicht die Funktion P(x)
selbst, sondern deren Integral P,(x) = [§ P(t)dt zu untersuchen. Landaus Methode,
mit der er die Ergebnisse (2) bewiesen hat, stiitzt sich auf den folgenden Gedanken.
Wir fiihren klarerweise die Funktionen Py(t) = P(t), Py(%), ... ein. Es ist leicht zu
sehen, dass wir fiir ¢ > r/2, ¢ ganz, und fiir jede Form das definitive Ergebnis

P(x) = O(X(r—l)/4+e/2)’ P(x) = Q(x(r—l)/4+0/z)
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erhalten. Daher kann man (im Grund durch Bildung von Differenzen) die Abschit-
zungen (2) beweisen.
In der Arbeit [89] legt Jarnik fiir reelles ¢ > 0

P(x) = ;é J‘ :P(t) (x — et di

und untersucht das neue Problem der Abhingigkeit der 0- und Q-Abschitzungen der
Funktion P,(x) vom Parameter o. (Wir bemerken, dass fiir ganze ¢ beide Definitions-
weisen die gleichen Ergebnisse liefern.) Wir fithren von diesen Ergebnissen nur die
definitiven an, welche Jarnik durch das Kombinieren seiner und Landaus Methoden
beweist. Es sei die Form Q rational. Dann ist

Px) = 0(x""*71), Pyx) = Q(x"*7")
fir0<o<rf2 -2, '
Pg(x) — O(Xr/4—1/4+9/2) s Pe(x) — Q(xr/4—1/4+q/2)

fir ¢ > rf2 — 4. Fiir r/2 — 2 < 0 £ r[2 — 1 oder besser gesagt fir 20 + 1 < r <
=< 2¢ + 4 ist zwischen den von Jarnik erreichten Ergebnissen eine gewisse Liicke,
welche fiir ¢ = 0 den klassischen ungelosten Problemen r = 2, 3, 4 entspricht. Bei
den Funktionen P,(x) bekommen wir eigentlich eine gewisse ,,Verschiebung® der
klassischen Probleme in eine andere Ebene und das Auffinden definitiver Ergebnisse
wird nicht weniger schwer sein. Der Interessantheit wegen fithren wir noch an, dass
die angefiihrten Q-Abschiitzungen fiir alle ¢ gelten; fiir ¢ = r/2 — 3 = 0 handelt
es sich also um einen Ubergang von einen zu den anderen Abschitzungan.

Vom Angefiihrten ist es bestimmt ersichtlich, dass Prof. Jarnik sich mit seinen
Arbeiten wiirdig, zusammen mit E. Landau und A. Walfisz, zwischen die Forscher
einreiht, welche die Gitterpunkttheorie in mehrdimensionalen Ellipsoiden zu einer
sehr ergénzten Form gebracht haben. Seine eigene Ergebnisse sind praktisch uniiber-
windbar und von dem Gesichtspunkt dieser Theorie ist es nur zu bedauern, dass sich
Prof. Jarnik ihr nicht noch mehr widmete. Es wére zwar zum Schaden fiir die anderen
Gebiete der Mathematik, in denen er arbeitete, die Gitterpunkttheorie aber wire
bestimmt um eine Reihe von bedeutungsvollen und definitiven Ergebnissen reicher.

Wir wenden uns nun zu den Arbeiten in der Theorie der diophantischen Approxi-
mationen.

Essei® =(0,;),i=1,2,...,r,j =1,2,..., s eine reelle Matrix und sei ¢ eine
nichtwachsende Funktion, ¢() — 0 fiir  » + 0. In der Theorie der diophantischen
Approximationen wird das System von Ungleichungen

s
(18) | Y 0ux; + y| So(t), 0<max|x|<t, i=12,..,r
j=1 j
untersucht, wo X, ¥; 8nze Zahlen sind. Fir ein gegebenes ¢ nennen wir das System
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ganzer Zahlen x;, y;, j = 1,2,...,s,i = 1,2,..., r welche (18) erfiillen, eine Lésung
des Systems (18). Es ist zu entscheiden, ob die Matrix @ eine der folgenden Eigen-
schaften hat: (A) Das System (18) hat eine Losung fiir alle hinreichend grosse 1,
(B) Es gibt eine Folge f, t, > + oo fiir k > + o0, sodass das System (18) fiir ¢ = #,,
k =1,2,... eine Lésung hat.

Nachdem ¢ nichtwachsend ist, kann man im Fall (B) ¢ = max [x i| legen; (B) gilt
genau dann, wenn das System

8
(19) [ Y 0%+ yi| < e(max |x)]), i=1,2,..,7r
Jj=1 J

unendlich viele Lésungen hat. Wenn (B) gilt sagt man, dass © die Approximation ¢
zulasst. Legen wir fir ¢t > 1

Yo(t) = min  max min | Z 0., x; + v,

O<||x||£t i=1,2,...,r y; j=1
wo ]]x” = max |x;| (x;, y; sind dabei ganz). (A) gilt offenbar genau dann, wenn ein

J
T > 0 so existiert, dass Yo(f) < ¢(¢) fiir ¢ = Tist und (B) gilt genau dann, wenn eine
Folge t,, t;, » + oo fiir k — + 00 so existiert, dass Yg(t;) < ¢(t;) ist.
Wir erwdhnen einige Fundamentalergebnisse von der Theorie der diophantischen
Approximationen. Vom Dirichlet-Kroneckerschen Satz kann hergeleitet werden, dass

(20) Ve(t) < [1]7

ist, wo [t] den ganzen Teil von t bezeichnet. Ist = s = 1 und ist @ eine irrationale
Zahl, dann gilt

(21) ! + 2»—1——\/5 Slimsupt ye(t) <1, 0 < liminftye(t) <5712,

2 1=+ t=++o0

Bei der Untersuchung der Eigenschaften (A), (B) kann man sich, ohne die Allge-
meinheit einzuschrianken, auf Matrizen @ mit I@, ,] < } beschranken. Es sei E,,,((p)
die Menge solcher Matrizen @ des Typs r, s, |@; ;| < 1, welche die Approximation ¢
zulassen. Chinéin hat bewiesen, dass

(22) m(E, 1(¢)) = 0, wenn Jw¢’(t) dt < +©

(23) m(E, (¢)) =1, wenn Jm(p'(t) dt = +00.

Dabei ist m das Lebesguesche Mass im Raum R" (jede Matrix mit dem Typ r, 1 ist
zugleich ein Punkt in R"). Insbesondere ist m(E, ,(6t™%")) = 0, sobald ¢ >1, §>0
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und m(E, ,(6t71")) <

] ey 1. Nach (20) lasst jede Matrix des Typs r, 1 die Approxima-
tion ¢t~ zu und so is¢

E (7 = (0] |04 £ 4, i=1,2,...7}.

Natiirlich ist E, 1(t7¢") 5 E, ,(:7°"), sobald 1 < ¢ < ¢ ist; im Fall r = s = 1 gibt die
Kettenbruchentwicklung der Zahl @ eine eingehende Information dariiber, ob @ eine
Approximation ¢ zulisst oder nicht. So kann man zeigen, dass fiir jedes g, o, 1 <
=< ¢ < o Zahlen O existieren, welche die Approximation ¢~ zulassen und welche
die Approximation ¢~ nicht zulassen, also E, ;(17%) — E; 4(t7°) * 0.

Von den Ergebnissen, welche Jarnik in der Arbeit [35] bewies, folgt unmittelbar,
dass

(24) E, (t79) = E \(t™") # 0

ist, sobald r =2 1, 1 £ ¢ < o ist. Die Falle r = 1 und r > 1 sind dabei, was es die
Schwierigkeit betrifft, nicht zu vergleichen, nachdem fiir r > 1 keine Methode
bekannt ist, welche #hnliche Informationen, wie die Kettenbruchentwicklungs-
methode im Fall r = 1 geben mdochte.

Es sei f:<0, 00) - (0, o0) stetig, nichtfallend und f(0) = 0. Sei S = R". Fiir
ueR’, d > 0 sei Q(u,d) der Wiirfel mit dem Mittelpunkt u und der Kante d,d. h.
Q(u,d) = {ve R"| |v; — u;| < }d}. Wihlen wir ¢ > 0 und finden eine héchstens
abzahlbare Bedeckung der Menge S mit Wiirfeln Q(uk, dk), k=1,2,..., sodass
d, < g ist und ordnen dieser Bedeckung die Zahl ) f(d;) zu. Das Infimum der Menge

k

der, auf diese Weise erworbenen, Zahlen bezeichne man mit LS, f)’?‘ Offenbar ist
LS, f) 2 L,(S, f) fiir ¢ < o und es existiert so L(S, f) = lim LS, f). Bei festem f
e—0+

ist L(. . f ) ein dusseres Mass; wir nennen dieses das Hausdorffsche Mass (die Mengen
S, fiir welche wir dieses Mass beniitzen, werden immer Borelsche Mengen und also
auch messbar sein). '

Wenn f,(d)/f,(d) - 0 fiir d - 0+ ist, dann folgt von L(S, f,) < +co die Bezie-
hung L(S, f;) = 0 und L(S, f;) > 0 hat L(S, f,) = + o zufolge. Wenn f(d) = d" ist,
dann ist aber L(S, f) das dussere Lebesguesche Mass der Menge S und wenn f,(d)/d"—
— 0 fiir d > 0+ ist, dann ist L(S, f;) = O fiir jede Menge S. Wenn f(d)[d"— + o
fiir d — 0+ ist, dann folgt von L(S, f) = 0 die Gleichung m(S) = 0, es kann aber
der Fall vorkommen, dass m(S) = 0 und L(S, f) > 0 ist; das Hausdorffsche Maas
ist ein passendes Instrument zu der Beurteilung der ,,Grosse® einer Menge, deren
Lebesguesches Mass Null gleich ist.

Die Matrix @ mit dem Typ r, 1 nennen wir eigentlich, wenn folgendes gilt: sobald
Z@, 1%; + y = 0ist, wo x;, y ganze Zahlen sind, ist x; = 0 = y fiir i = 1, 2,
M1t E?' (o) sei die Menge aller eigentlichen @ € E, 1(¢) bezeichnet.

510



Jarnik hat in der Arbeit [35] fiir eine weite Klasse der Funktionen ¢, f folgendes
bewiesen:

(25) LE, (¢)f) = 0.  wenn J o)) dt <+

(26) L (0).f) = + o0, wenn J “ o)) i = +oo.

Der Beweis der Behauptung (25) ist einfach und Jarnik arbeitet mit so allgemeinen
Voraussetzungen, dass die Behauptung (22) ein Spezialfall der Behauptung (25) ist.
Der Beweis von (26) aber ist recht kompliziert und verlangt einige spezielle Voraus-
setzungen iiber ¢ und f. Von (25) und (26) folgert Jarnik (unter gewissen wenig ein-
schriankenden Voraussetzungen iiber ¢ so, dass er eine passende Funktion f konstru-
iert) folgendes: Wenn 4 : [1, o) — [1, + o) eine stetige Ableitung hat, A()/t nicht-
fallend ist und es ist A(t)/t — oo fiir 1 —> oo, dann ist

E' (@) —E (¢po2)+0

d. h. es existieren solche eigentliche @, welche die Approximation ¢ zulassen aber
diese lassen die Approximation ¢ o A nicht zu (dieses ist eine wesentlich stirkere
Behauptung als (24)).

Das Hausdorffsche Mass beniitzte Jarnik in den Arbeiten [26], [30], [84] zur
Untersuchung von Mengen, deren Elemente durch ihre Approximationseigenschaften
oder die Eigenschaften ihrer Kettenbruchentwicklungen charakterisiert sind. (In der
Arbeit [30] handelt es sich z. B. um Mengen M, (¢ > 1) solcher Zahlen, welche die
Approximation t~¢ zulassen, aber welche die Approximation t~7 fiir kein o > ¢
zulassen. Es wird dort gezeigt, dass 2/(@ + 1) die Hausdorffsche Dimension der
Menge M, ist.)

Wenn die Matrix @ den Typ r, s hat, sei £, ((©) das Supremum solcher ¢ = s/r, dass
(A) fiir p(t)=1"¢ gilt und 1, (O) sei das Supremum solcher ¢ 2 s/r, dass (B) fir ¢() =
=t~ gilt; es ist also ¢, ((©) das Supremum solcher ¢ = s/r, dass lim sup 12 Yg(t) =0

t=+ o0

und 7, (©) das Supremum solcher ¢ 2 s/r, dass lim inf #¢ Yo(t) = 0 ist. Offenbar
ist s/r < &, (0) £ 1, (0). 1otw
In der Arbeit [37] leitet Jarnik gewisse Ungleichungen her, welche die gemeinsame

(0] .
Abhingigkeit zwischen 1 1(@,), 7,,(€,) und 1, , (<01>) ausdriicken und insbeson-
2
dere beweist er, dass diese Ungleichungen scharf sind (d. h. dass man diese nicht

verstarken kann). In [63] untersucht er die dhnliche Abhingigkeit fiir n,,4(0,),
11.1(0,) und 7, 5(©4, ;) und zeigt wieder, dass die gefundenen Ungleichungen
scharf sind.

Es sei ©' die zu der Matrix © adjungierte Matrix. Den Zusammenhang zwischen
1,,1(©) und 7, ,(O’) beachtete Chin&in; in einer Arbeit vom Jahre 1926 bewies er,
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dass fiir jede Matrix ® des Typs r, 1, wo r = 2, die Ungleichungen
(27) Nir

(28) Mg 20 ((r =)y, +1)7"

gelten (da schreiben wir 7, ,, 7, anstatt 1, (@), 7, ,(©)). Mit den Ungleichungen
(27), (28) befasste sich Jarnik in den Arbeiten [53], [54], [56] und zeigte, dass diese
scharf sind. In der Arbeit [62] 16ste er den dhnlichen Problemkreis fiir £, , und ¢, ;.
Wir beachten diese Arbeit eingehender. Jarnik zeigt: Fiir jede eigentliche Matrix @
des Typs 2, 1 gilt

(29) 52,1 =1- (51,2)—1 .

Dieses ist etwas ganz anderes als (27), (28). Wenn r > 2 ist, dann gilt (27) und (28)
fiir jede eigentliche Matrix © mit dem Typ r, 1,-wenn wir &, ;, &, , anstatt n, 4,1, ,
schreiben. Dieser Einklang ist gewissermassen formal, nachdem zu jedem o, l/r <
< ¢ £ + o0 eine Matrix ® mit dem Typ r, 1 so existiert, dass 11,,1(@) = g ist (siehe
[53], Satz 2). Fiir jede eigentliche Matrix © mit dem Typ r, 1 aber ist £, ,(0) < 1
(dies folgt von der ersten Ungleichung in (21)).

Jarnik bewies folgendes: wenn r = 3 und O eine eigentliche Matrix des Typs r, 1
ist, dann gilt

v

rr’r,1+r'—1,

v

(30) 51,,gr+2(5"—‘1‘~16/’L1, sobald 1 —1/r<¢,, <1,
— Gr,1

1 1
r—1 (r—=1)(,—2r+4)

(31) Er,l g

sobald ¢, = 2r? ~3r.

Ferner zeigte er, dass soeine eigentliche Matrix © des Typs r, 1 existiert, dass é,,l(@) =
=1, él,,(@’) = oo ist und soeben existiert auch eine eigentliche Matrix © des Typs
r, 1, dass & 4(0) = 1/(r — 1), &, (@) = +o0 gilt. Das Verfahren von Jarnik ist
dabei sehr allgemein. Zu der, gewisse Voraussetzungen erfiillenden, Funktion ¢,
konstruierte er die Funktion ¢, und zeigte: wenn fiir die eigentliche Matrix @ des
Typs r, 1 und ¢ = ¢, (A) gilt, dann gilt (A) auch fiir & und ¢ = ¢,. Daher leitete er
als einen Spezialfall (31) her; die Herleitung der Ungleichung (30) kann éhnlicherweise
beschrieben werden. Der Kern des Beweises ist eine virtuose Ausniitzung des Min-
kowskischen Satzes tiber Linearformen.

Die Arbeit [62] ist zugleich auch ein kleines Dokument von Jarniks enormer
Bescheidenheit. Sie trigt den unauffilligen Titel ,,Zum Khintchinschen Ubertra-
gungssatz‘“ und Jarnik schreibt iiber diese als iiber eine Note. Es handelte sich um
eine Bescheidenheit, welche eine innere Eigenschaft von Jarnik war und welche mit
seiner interessierten Konzentration in der Mathematik, sowie auch mit seiner Wertung
der wissenschaftlichen Arbeit und insbesondere seiner eingenen Arbeit sub specie
aeternitatis, zusammenhang.
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Wenn © eine Irrationalzahl ist, dann ist liminf 7 pg(t) < lim sup t Y(f) (vl
-+ o0

t—=>+ o

(21)). In der Arbeit [81] beweist Jarnik: Es sei s = 1, © sei eine eigentliche Matrix
des Typs 1, s und
lim sup £ Y(t) = B, liminf 7 ygt) = A.
1=+ o t=+ o
Dann ist (B/4)**! = 2. In derselben Arbeit beweist er, dass 7y 5 = &;,2(¢;,, — 1)
ist; also 17, 5(@) > &, ,(0), sobald 2 < &, ,(©) < + oo ist. In der Arbeit [83] beweist
Jarnik drei Ungleichungen, welche zwischen 7, ; und ¢,  fir allgemeine r, s gelten
(es werden die Fille r = 1, r = 2 und r > 2 unterschieden).
Dyson hat bewiesen, dass fiir eine Matrix des Typs r, s

s, + s —1
32 e = ————
(32) fr. (r—Ung, +r

gilt ((27) und (28) sind Spezialfille der Ungleichung (32)). In [86] beweist Jarnik,
dass die Ungleichung (32) scharf ist (ausser gewisser Ausnahmefille, welche un-
entschieden bleiben). Auch in den Arbeiten [87] und [90] handelt es sich um Matri-
zen des Typs r, s; Jarnik beweist, dass Matrizen, welche gewisse Approximations-
eigenschaften haben, existieren.

Im Vergleich mit der Gitterpunkttheorie oder mit der Theorie der diophantischen
Approximationen, bilden die Arbeiten von Prof. Jarnik iliber die Geometrie der
Zahlen eine Gruppe mit einer kleineren Anzahl von Gliedern, diese ist aber sehr
ergebnisreich. Seine Arbeiten betreffen insbesondere die sog. Minkowskische
sukzessiven Minima.

Erwigen wir im r-dimensionalen euklidischen Raum (r > 1) einen konvexen
Korper (der Einfachheit halber bedeute dieses eine kompakte, konvexe Menge,
welche symmetrisch in Bezug auf den Anfangspunkt ist und mindestens einen inneren
Punkt besitzt). Die sog. Minkowskischen sukzessiven Minima A; = 1/(K), j =
= 1, ..., r definieren wir nun folgenderweise: 1; ist das Infimum aller Zahlen g > 0,
fiir welche die Menge BK (welche durch die Homothétie mit dem Mittelpunkt im
Anfangspunkt und mit dem Koeffizienten  von der Menge K entsteht) mindestens j
linear unabhédngige Gitterpunkte enthilt. Offensichtlich ist 0 < 4, < 4, =< ...
... £ A, < 4+00. Wenn wir nun mit m(K) das Lebesguesche Mass der Menge K
bezeichnen, besagt der (zweite) Minkowskische Fundamentalsatz der Geometrie der
Zahlen, dass

(33) 2 bk Am(K) S 2
r:

gilt. Bemerken wir, dass daher sofort 1, < 2/1/(m(K)) folgt und also (der erste Min-
kowskische Satz) wenn m(K) = 27 ist, dann ist 4; < 1 d. h. K enthilt mindestens
einen von dem Anfangspunkt verschiedenen Gitterpunkt. Daher ist die Wichtigkeit
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der Geometrie der Zahlen mit Riicksicht auf die diophantischen Approximationen
sichtbar.

Prof. Jarnik widmete sich in seinen Arbeiten einerseits der sehr feinen Frage der
Schirfe der Ungleichung (33) und anderenseits der Verallgemeinerung dieser Unglei-
chung auf allgemeinere Klassen von Mengen. Es ist sofort zu sehen, dass fiir die durch

die Ungleichung " |x;| < 1 bzw. max |x;| < 1 definierte Menge K wir 2, =4, =...=
i=1 i

=1,=1 und m(K) = 2"[r! bzw. m(K) = 2" haben. Es entsteht nun die natiirliche
Frage, ob es moglich ist vollkommen solche konvexe Mengen K zu charakterisieren,
fiir welche in (33) eine Gleichung gilt. Insbesondere schwierig ist der Fall der rechten
Ungleichung. Mit dieser Frage beschaftigt sich die Arbeit [78], in welcher die
Estermannsche Beweismethode fiir die rechte Ungleichung in (33) so modifiziert
wird, dass man mit dieser alle Falle, in welchen die Gleichung entsteht, erfassen kann.

Die oben angefiihrten Beispiele bringen das folgende Problem mit sich: kann die
Ungleichung (33) fiir eine geniigend verniinftige Klasse der konvexen Kérper nicht
verbessert werden? Konkreter gesagt: wenn man weiss, dass in (33) die Gleichung
entsteht fiir Korper, welche sich von Polyedern nicht ,,sehr unterscheiden*, kann
man diese Ungleichung fiir ,,genug abgerundete® Korper nicht verbessern? Diese
Frage wird fiir » = 2 in der Arbeit [76] fiir solche Mengen untersucht, welche durch
eine Kurve mit stetig variierendem Kriimmungsradius, der ein positives Minimum hat,
beschriankt sind. Die gefundene Verbesserung ist genug wesentlich und ist in einigen
Grenzfillen definitiv.

Wenden wir uns nun zu der Verallgemeinerung der rechten Hilfte von (33) fiir den
Fall nichtkonvexer Mengen K. In dieser Allgemeinheit muss die Ungleichung (33)
etwas anders interpretiert werden, da man offenbar auch sehr ,,verniihftige® Men-
gen K so finden kann, dass K fiir kein f > 0 einen Gitterpunkt enthilt. Erwige man
darum die Menge W(K) aller Punkte der Form 4(x — y), wo x, y € K. Offenbar ist
fiir jede messbare Menge K auch W(K) messbar. Fiir einen konvexen Korper K ist
W(K) = K. Die Ungleichung (33) kann also fiir einen konvexen Kérper in der Form

My dym(K) £ 27, 4; = 4(W(K))

geschrieben werden. Gilt nun eine analoge Ungleichung auch fiir nichtkonvexe
Mengen K? Dazu tritt noch eine weitere Komplikation, welche darauf beruht, dass
fiir nichtkonvexe Mengen man die sukzessiven Minima auf einige natiirliche Weisen
einfithren kann fiir (konvexe Korper fallen diese zusammen): sei u; = (M) (bzw.
A; = 2(M) oder v; = v(M), oder n; = n,(M)) das Infimum aller B > 0, fiir welche
die Menge U oM (bzw. BM, oder jede Menge oM fiir « > B oder die Menge

0<asp
ﬂocM) mindestens j linear unabhingige Gitterpunkte enthdlt, j =1,2,..., r.
a2p
Offenbar ist

Bi S Hjsqs }»j =< }»j+1 s ViSVii,

514



In der Arbeit [72] ist gezeigt worden, dass fiir die, im Sinne von Jordan, messbare
Mengen K, 0 < m(K) < + o

(34) iy oty m(K) £ 2770, gy = p(W(K))

ist. Nun entstehen zwei Problemarten. Einerseits kommt die Frage der Bestimmung der
besten moglichen Konstante rechts und anderenseits die Frage der Giiltigkeit einer
dahnlichen Ungleichung fiir die tibrigen Einfilhrungen der Minima. Eine &hnliche
Ungleichung (mit einer kleineren Konstante rechts) fiir die Zahlen A; = A(W(K))
hat im Jahre 1947 der englische Mathematiker Rogers bewiesen, auf der anderen
Seite zeigte Knichal in [74], dass man die Konstante 22"~ * nicht bis zu 2" verkleinern
kann.

In der Arbeit [77] wird bewiesen, dass dhnliche Ergebnisse nicht gelten, wenn man
die Zahlen A; mit den Zahlen v; ersetzt. Genauer gesagt, Rogers hat bewiesen, dass
fir jede im Lebesgueschen Sinn messbare Menge K, 0 < m(K) < +o00 und fiir
jeden Index i, 1 £ i <r

Ahg o Ao iVikivy ol m(K) £ 27770 4 = A(W(K)), v, = v(W(K))

ist. Demgegeniiber zeigt Jarnik, dass wenn zwei Indexe i,j, 1 < i < j < r gewahlt
werden, kann man den Ausdruck

(35) Hilly oo BimyVillis g ooo Bj—1Villjeq oo Br m(K) ,
vi=v(W(K), v;=v(WK), u=nWK), s=*ij

und ebenso auch den Ausdruck

iy oo i1 Tilliv g« -0 My m(K) y T = ni(W(K)) » M= ”j(W(K))

nich mit einem, nur von r abhingendem, Wert beschranken.

Anderenseits ist aber desto mehr das folgende Ergebnis iiberraschend (siche [74]).
Bezeichne man W*(K) = W(W(K)), W3(K) = W(W?*(K)),... Von der Menge K
bilden wir so immer ,,verniinftigere® Mengen. Nun gibt es zu jeder, im Lebesgueschen
Sinn messbarer, Menge K, 0 < m(K) < + 0 ein p, = 1, sodass fiir alle p > p,

T,y ... mm(K) £ 27, ;= ny(WH(K))

ist. In [77] ist als eine Ergdnzung gezeigt, dass man den Wert p, nicht von K un-
abhingig wihlen kann und sogar auch der Ausdruck (35), in welchem man p, =
= p(WP(K)), v; = v{WP(K)), v; = v(W?(K)) legt, kann, wenn man auch p hin-
reichend gross wéhlt, nicht mit einer, nur von r abhdngenden Konstante beschrankt
werden.

Zum Schluss dieser kurzen Aufzihlung der Ergebnisse von Jarnik in der Geometrie
der Zahlen bemerken wir noch, dass in einigen zitierten Arbeiten und auch in [64]
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und [65] die Ergebnisse von der Geometrie der Zahlen in der Theorie der diophanti-
schen Approximationen angewandt sind.

Es ist auch nicht leicht in dem umfangreichen mathematischen Werk die Eigen-
schaften der Personlichkeit, welche es geschaffen hat, zu suchen; alle, welche Vojtéch
Jarnik kannten, finden in seinem wissenschaftlichen Werk eine Reihe von Ziigen,
welche sie an seine Personlichheit erinnern werden. Es ist vor allem seine Griindlich-
keit, das Bestreben eines genauen und detailierten Wissens und die Fahigkeit auch
an solchen Stellen Probleme zu sehen und Losungen finden, wo einem weniger
durchdringenden Geist schon alles entdeckt vorkommen koénnte. Dieses ist schon in
seiner Arbeit [2] klar merkbar.

Ganze Generationen von Mathematikern haben es wahrgenommen, dass Bolzano
eine Funktion, welche spidter nach ihm benannt wurde, konstruierte und so die
alteren Ansichten widerlegte, dass eine stetige Funktion zumindest in einem Punkt
eine Ableitung haben muss. In der erwdhnten Arbeit von 1922 zeigt Jarnik folgendes:
Die Funktion von Bolzano hat in keinem Punkt eine endliche Ableitung von links
und auch nicht von rechts und diese hat auch keine uneigentliche unendliche Ablei-
tung. Die Punkte, in denen zugleich die uneigentlichen Ableitungen von links und von
rechts existieren, sind die Punkte der lokalen Extrema und bilden eine abzdhlbare
Menge. In den sog. Teilpunkten existiert die uneigentliche Ableitung von rechts; die
derivierten Zahlen von links in diesen Punkten sind verschieden und haben den glei-
chen Absolutbetrag. Es existiert eine Menge der Machtigkeit des Kontinuums, sodass
in jedem ihren Punkt beide oberen derivierten Zahlen + oo und beide unteren deri-
vierten Zahlen — oo gleich gleich sind.

Um ein Jahr spiter veroffentlicht Jarnik die Arbeit [4], welche durch die folgende
Frage angeregt war: welche Eigenschaften muss jede Funktion, welcHe in keinem
Punkt eine Ableitung besitzt, haben? Jarnik zeigt unter anderem: wenn eine stetige
Funktion f in jedem nichtdegenerierten Intervall eine unendliche Variaticn hat,
dann existiert eine dichte Menge sodass in deren Punkten beide oberen derivierten
Zahlen + oo und beide unteren derivierten Zahlen — oo sind. :

In der Arbeit [5] geht Jarnik von dieser offensichtlichen Tatsache aus: wenn eine
stetige Funktion f in jedem Punkt die Ableitung f’ hat, dann gehért f’ zu der ersten
Baireschen Klasse. Jarnik zeigte, dass die Behauptung auch dann gilt, wenn f nicht
stetig ist; er lasst zu, dass f die Werte + 0o annimmt (und natiirlich [f’(f)| = + oo,
sobald f in ¢ nicht stetig ist). Fiihren wir noch in diesem Zusammenhang ein Ergebnis
von der Arbeit [57] an: Es sei S eine Gerade in R%. Unter Halbebenen werden wir die
offenen Halbebenen verstehen, auf welche S die Ebene R? zerteilt. Es sei f : R — R.
Dann existiert eine hochstens abzédhlbare Menge V' = S und jeder Punkt xe S — V
hat diese Eigenschaft: es seien P, Q offene Halbgeraden, deren gemeinsamer End-
punkt x ist und welche in derselben Halbebene liegen. Dann existieren Punktfolgen
pi€ P und g; € Q sodass

lim p; = x = lim 4;
i»+wo jotw
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und

lim f(Pi) = lim f(q,)

i>+oo jo+o
ist.

Am Anfang der dreissiger Jahre wurden die ersten Arbeiten veroffentlicht, in
welchen der Begriff einer Residualmenge zur Untersuchung von Mengen stetiger
Funktionen, deren Ableitungen bzw. derivierte Zahlen gewisse Bedingungen erfiillten,
beniitzt war. In den Anwendungen der Residualmengen (bis auf die letzte), wird der
Fundamentalraum C = C([0, 1] — R) sein (mit der gleichmissigen Topologie) und
fir xe C, t€(0, 1) bedeute x*(z), x () die oberen derivierten Zahlen von links und
rechts und x,(f), x_(t) die unteren derivierten Zahlen, sei X(r) = max (x*(z), x (1)),
x(f) = min (x,(t), x_(¢)). Fiihren wir die folgenden Untermengen des Raumes C ein:

A, ={xeC|x*(t) = +o0 oder x,(f)= —oo firjedes te[0, 1)}
A, = {xe C|x(t) > x(t) fiir jedes t€(0,1)},
Ay = {xeC|x*(t) > x,(¢) firjedes 1€(0,1)}.

I

Banach und Mazurkiewicz haben im Jahre 1931 (unabhéngig) bewiesen, dass A,
eine Residualmenge ist. Ein Jahr spater zeigte S. Saks, dass 4, eine Residualmenge
ist und dass A; eine Menge erster Kategorie ist und Besicovitch zeigte, dass die
Menge Aj; nicht leer ist.

Es sei A, die Menge solcher x € C, dass folgendes gilt:

(1) [x=(), x ()] v [x+(1), x*(1)] = [— 0, + 0] fiir jedes 1€(0, 1),
(i) x*(t)=x"(t)= +o0, x,(f)=x_(t)= —oo fiir fastalle re(0,1),
(iif) max (|x*(¢)], [x+()]) = + oo fiir jedes t€[0,1),

max (|x~(t)], |x-()]) = + oo fiir jedes 1€ (0,1].

Jarnik bewies in der Arbeit [39], dass die Menge A, eine Residualmenge ist. Wir
bemerken, dass daher folgendes folgt: wenn x € A4y, t € (0, 1), a € R ist, dann existiert
eine Folge h, — 0 sodass h, '(x(t + h,) — x(f)) > a ist.

Die Methode der Residualmengen beniitzte Jarnik beildufig in 10 Arbeiten und
16ste, so wie auch eine Reihe von anderen Autoren, die mit der approximativen Ab-
leitung zusammenhéngenden Fragen. (Die approximative Ableitung der Funktion x
im Punkt 7 wird folgendermassen eingefiihrt: Es bedeute m(U) das Lebesguesche
Mass der messbaren Untermenge U € R. Wenn V < R eine messbare Menge ist, 7 € R,

dann sagen wir, dass die Menge Vim Punkt 7 die Dichte 1 hat, wenn lim (y +
70+ ,6-0+

+ )" . m(VnA(t — 9,1+ 6) =1 ist. Wenn fiir eine Menge V < R, deren Dichte
im Punkt 7 gleich 1 ist, lim (1 — 7)7* (x(r) — x()) existiert, wo der Grenzwert fiir
t—1t, teV, t + 7 genommen wird, dann nennt man diesen die approximative
Ableitung der Funktion x im Punkt t.) Jarnik hat in [48] ein Ergebnis erreicht,
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welches definitiv genannt werden kann: Die Menge solcher x € C, fiir welche in
keinem Punkt die Approximative Ableitung existiert, ist eine Residualmenge. Die
letzte Arbeit in dieser Richtung ist [82]. Die Frage (welche mit den Operatoren von
J. Mikusinski zusammenhé'mgt) ob stetige Funktionen x, y so existieren, dass deren
Faltung x * y in keinem Punkt eine Ableitung hat, beantwortete V. Jarnik folgender-
massen: es existiert eine Residualmenge Q = C x C sodass x  y fiir (x, y)€ Q in
keinem Punkt eine Ableitung hat.

Mehr als zehn Arbeiten von Jarnik kann man in keine der oben beschriebenen vier
Gruppen einreihen. Wenn wir unverdient die thematisch alleinstehenden, sehr interes-
santen Arbeiten [1], [3], [23], [29], [43], [61], [79] und [85] ausser der Acht lassen,
bleiben noch einige, zu der Reihentheorie und dem Riemannschen Integral gehéren-
den Arbeiten. Der Beitrag der Arbeit [15] ist ein neuer Beweis des bekannten Arzela-
schen Satzes liber den Grenziibergang im Riemannschen Integral, welcher in die zweite
Auflage des Werkes von Prof. Petr iiber Integralrechnung iibernommen worden ist.
In der Arbeit [25] ist vollkommenerweise die Frage gelost, wie weit eine beschrinkte
reelle Funktion durch das System ihrer Darbouxsummen bestimmt ist. Die Arbeiten
[11], [13] und [14] sind im Grund der Umordnung von nichtabsolut konvergenten
Reihen (allgemein mit komplexen Gliedern) gewidmet.

Von der angefiihrten Skizze der wissenschaftlichen Arbeit Prof. Jarniks folgt,
dass er in den Anfangen seiner wissenschaftlichen Laufbahn insbesondere von dem
Werk E. Landaus beeinflusst war. Die Arbeiten von Jarnik regten neue Ergebnisse
anderer Mathematiker an und es ist ein Zeugnis fiir deren Gedankentiefe, dass man
dafiir bis in die Gegenwart Beispiele finden kann. Jarnik war in einem lebhaften
Kontakt mit vielen bedeutsamen Mathematikern (Landau, Walfisz, Mahler, Rogers,
Erdés, Sierpifiski, Chingin, Turan, Zahorski, Saks usw.) und mit einjgen hatte er
auch gemeinsame Verdffentlichungen. Von der oben angefiihrten Analyse ist es zu
sehen, dass die Arbeiten von Jarnik wesentlich die Gitterpunkttheorie, die Theorie
der diophantischen Approximationen und auch die Geometrie der Zahlen beeinflusst
haben. Es ist interessant und weniger bekannt, dass einen gleichen Einfluss auch seine
Arbeiten in der Theorie der reellen Funktionen hatten. Es geniigt z. B. die Arbeit
[41] anzufiihren, welche eine Reihe von Arbeiten von Zahorski anregte, die Arbeit
[39], von deren Hauptsatz im vorigen Jahr Garg den bisher stirkesten Satz iiber die
Eigenschaften der derivierten Zahlen im Sinne der Kategorien hergeleitet hat. Ahnlich
stand die Arbeit [57] im Ausgangspunkt der ganzen Untersuchungen liber Limeswerte
reeller Funktionen, welche insbesondere in den letzten Jahren aktuell geworden sind.
Interessant ist auch, dass die Ergebnisse der Arbeit [5] schon einigemale wieder-
entdeckt worden sind; die Tatsache, dass diese Arbeit im Jahre 1923 verdffentlicht
worden ist, ist auch fiir Spezialisten iiberraschend.

Es ist nur zu bedauern, dass sich Prof. Jarnik nicht mehr seinen, zu der Geschichte
der Mathematik gerichteten, Studien widmen konnte. Wie es seine Studien iiber B.
Bolzano zeigen, konnte er insbesondere fiir die Geschichte der mathematischen
Analysis und der Zahlentheorie sehr wertvolle Zeugenschaften bewahren, nachdem
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er den Problemkreis weit kannte, da er an der Entwicklung dieser Disziplinen in
unserem Jahrhundert aktiv teilnahm und in einem engen Kontakt mit vielen
Wissenschaftlern war, welche zu der Zeit zu den leitenden Persénlichkeiten der Welt-
mathematik gehorten.

Umfangreich und von grosser Bedeutung fiir die Entwicklung der Mathematik in
der Tschechoslovakei ist die padagogische Tatigkeit Prof. Jarniks. Er gehorte zu den
besten Lehrern, welche die mathematisch-physikalische Fakultdt der Karlsuniversitét
je hatte. Ausser den Kursvorlesungen iliber mathematische Analysis (im reellen und
auch im komplexen Gebiet) und den Auswahlsvorlesungen iiber Zahlentheorie, welche
den Hauptbestandteil seiner Lehrtatigkeit bildeten, hielt Prof. Jarnik auch eine
Reihe von Vortragen und Seminaren, in denen er die Studenten und Lehrer der Fa-
kultit mit neu entstehenden oder weniger bekannten Gebieten der Mathematik
vertraut machte (Konstruktive Funktionentheorie, Wahrscheinlichkeitsmethoden in
der Zahlentheorie, usw.), wenn auch diese nicht seine eigenen Arbeitsgebiete waren.

Ebenso ist es schwer die Bedeutung seines vierbandigen Werkes iiber Differential-
und Integralrechnung geniigend einzuschétzen. Die Erlduterungen in diesen Lehr-
biichern, welche fast den Charakter von wissenschaftlichen Monographien haben,
sind ausserordentlich klar, prazis und modern, sodass diese zum Ausgangspunkt
des Hochschulstudiums der Mathematik wurden und so eine fundamentale Bedeutung
fiir die Erziehung junger Mathematiker in der Tschechoslovakei hatten.

Selbst die Personlichkeit Prof. V. Jarniks war ebenso aussergewohnlich wie sein
Werk. Es ist eine seltene Erscheinung, dass ein hervorragender Mathematiker auch
ein hervorragender Lehrer ist. Bei Professor Jarnik trat zu beiden diesen Eigenschaf-
ten noch seine grosse personliche Bescheidenheit zu. Professor Jarnik stellte sich selbst
immer und iiberall an die letzte Stelle. Niemals gab er, auch vor den Hochschulhorern
nicht, seine wissenschaftliche Uberlegenheit zu kennen. Mit seinen personlichen
Gefiihlen und Ansichten anvertraute er sich nur in seltenen Augenblicken und
erwagte immer konsequent und sorgfiltig den richtigen Weg seiner Entschliisse oder
Ausserungen zwischen verschiedenen Gesichtspunkten und Argumenten. Er trachtete
immer — manchmal vielleicht auch zum Schaden der Sache selbst — nicht nur seine
eigenen Ansichten durchzusetzen.

Professor Jarnik gehorte zu Leuten mit einem ungewohnt breiten Kulturiiberblick,
zu durchaus fortschrittlichen Menschen im besten Sinne dieses Wortes. Ein hervorra-
gender Kenner und Liebhaber von Musik und Kunst allgemein, ein Liebhaber der
Geschichte unserer Volker. Ein leidenschaftlicher Leser und aktiver Sportler bis in
das hohe Alter, der sich auch in seinem letzten Lebensjahr die Spazierginge auf seinen
beliebten Stellen nicht versagte. Bis zu dem letzten' Augenblick arbeitete er uner-
miidlich, bis zu dem letzten Augenblick widmete er sich seinen Lieben — der Familie,
der Mathematik und der Kunst. Sein Fortgang betraf die Reihen von Mathematikern
und unseren Hochschullehrern als ein schwerer und unersetzbarer Verlust.
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