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VARIETES RIEMANNIENNES FEUILLETEES

Izu VaisMAN, Jassy

(Regu le 22 septembre 1969)

Les variétés feuilletées ont été étudiées par divers auteurs, notamment par EHRES-
MANN, REEB, HAEFLIGER, REINHART, HERMANN, PALAIs etc., surtout au point de vue
topologique. Des considérations de géométrie différentielle sur ces variétés se trouvent
chez REINHART, HERMANN, DEHEUVELS, MoOLINO, etc. Ici, nous nous proposons
d’étudier du point de vue de la géometrie différentielle les variétés feuilletées douées
encore d’une métrique riemannienne. Une part des résultats que nous exposons ont
été annoncés dans [13].

1. VARIETES RIEMANNIENNES PRESQUE-FEUILLETEES

1.1. Soit V"*™ une variété différentiable, paracompacte 3 n + m dimensions. La
différentiabilité sera toujours comprise dans le sens C* et celle-ci sera la classe de
toutes les fonctions et champs envisagés.

On définit sur V"*™ une structure riemannienne presque feuilletée, en se donnant
une métrique riemannienne positivement définie g et une distribution m-dimensio-
nelle réguliere Z. V"*™ douée de cette structure sera nommée variété riemannienne
presque feuilletée de codimension n (v.r.p.f) et alors on a, dans chaque point
M eV"™™ un sous-espace vectoriel m-dimensionnel D%, de I'espace tangent To&*™,
celui-ci dépendant différentiablement du point M. Rappelons que la géométrie locale
d’une pareille distribution a été étudiée par R. MiroN et D. Papuc [6].

Sur la v.r.p.f. V"*™ on a encore la distribution 2*, définie par les n-plans Dy,
orthogonaux a Dy;; elle sera nommée la distribution complémentaire de 2 et on a

(1.1) Ty = Dy ® D%,

donc V""" posséde une structure presque-produit canonique 2 [7].

On dira aussi que @ est la distribution structurelle et 2* la distribution transver-
sale de la v.r.p.f.
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Donnons maintenant I'expression locale de la structure considérée. Nous conve-
nons de noter i,j,...=1,...,n+m; a,b,...=1,..,n;, u,v,...=n+1,...
o+ om.

La structure de v.r.p.f. peut étre considérée définie par un recouvrement ouvert
U = {U,} de V"*™ et par la définition, dans chaque U,, de deux systémes de formes
de Pfaff

(1.2) Wy, W
linéairement indépendantes et tels que, dans U, n Uy, on ait
(1.3) wf = Py, oj = oy,

ou (p}) et (q5) sont des matrices orthogonales.
Ces formes sont telles que, dans U,, 2 soit définie par les équations

(1.4) w; =0,
2™ par les équations
(1.5) oy =0

et g ait I’expression
(1.6) ds? = Y (0f)* + Y (wlh)?.

Nous considérerons aussi les bases locales duales aux cobases (1.2)
(1 .7) Vi ve

et alors D), est engendré par les vecteurs V7 et Dy, par V%; les formules de passage
de U, a U, résultent immédiatement de (1.3).

La considération des bases (1.7) montre que si I'on note

1.8) D"t = U Dy, D'WV"*™™) = U Dy,
Meyn+m Meyn+m

on obtient deux fibrés vectoriels, de base V"*™, qui seront nommés respectivement le

fibré structurel et le fibré transversal de la v.r.p.f. et dont la somme de Whitney est

le fibré tangent de la variété. Dorénavant, nous renoncerons a l'indice o et aussi

a l'indice de dimension de la variété.

Les formes (1.2) peuvent servir & exprimer localement les formes différentielles
de V, qui se présenteront naturellement comme sommes de formes du type (p, q)
0O=p=n0=<qg=<m)

1

(19) P = ﬁ (pal...a,,ul...qu

U,

TA LA A" A LA 0",
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Ol @y, .apuy..uy SONT antisymétriques en ay ... a, et uy ... u, séparément. Le type de
la forme (1.9) est invariant en vue des formules de transformation (1.3).

Ainsi, par exemple, on a des formules de la forme suivante
(1.10) do® = 180" A 0° + 20" A 0" + 50" A o,
do* = 5 0° A o + 20" A o + 120" A 0",

ou les A sont des fonctions sur U,.
De (1.10) il suit que la distribution & est intégrable si et seulement si

(1.11) Agy =10
et Z* est intégrable si et seulement si

(1.12) “=0.

1.2 On sait [2] que si E est un fibré vectoriel sur ¥, une connexion de E est un
opérateur
D:I(E)-I(T*®E),

ou T* est lefibré cotangent de Vet I est le foncteur qui associe a chaque fibré vectoriel
I’espace de ses sections globales, opérateur satisfaisant aux conditions

D(y; + 7,) = D(y,) + D(y;), D(fy) =df®7y + fDy,

ouy, 7,72 € I'(E) et f est une fonction différentiable sur V.

Si maintenant F est un sous-fibré vectoriel de E et si la restriction Dl rry Prend des
valeurs dans I'(T* @ F), il est clair que la connexion D induit une connexion du
fibré F. Classiquement, ceci revient au fait que le transport par parallélisme par
rapport a D conserve I’ensemble des fibres de F.

Localement, la connexion s’exprime par les équations classiques de connexion
d’Elie Cartan [1].

Une premiére connexion canoniquement associée a la v.r.p.f. V est la connexion
de Levi-Civita de la métrique g; elle sera nommée la premiére connexion de V.
Localement elle est donnée par les équations [1]

(1.13) DV, = @V, + @'V,, DV, =&V, + a'V,,
ou les @ sont des formes de Pfaff pour lesquelles on a
(1.14) oL+ al=0, @"+a°=0, @' +a" =0.

1l est classique de trouver 1’expression des formes @ a I’aide des coefficients A de
(1.10) et en tenant compte des équations de structure

(1.15) do’ = o' A @.
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Si ’on note

(1.16) @; = 750"

et si 'on emploie (1.14), (1.15) et (1.10), on trouve

(1.17) Vj-k = %()'j'k + M - 'l‘lfj > (l},‘, = _'1;;;') .

Des équations (1.13) il suit que cette connexion induit une connexion du fibré
transversal de V'si et seulemenet si

(1.18) @ =0,
c’est-a-dire
(119) :b + A’Zu - }LZn =0 > 2':z’u + lzu - j’za =0.

Elle induit une connexion du fibré structurel si et seulement si

(1.20) @t =0,
ou
(1.21) 28+ Al — b =0, 2% A — 20 =0.

La seconde relation (1.14) montre que ces conditions sont simultanément vérifiées.
Si 'on change le rdle des indices a et b, et respectivement u et v, dans (1.19) on a

' Ao+ My = dog =0, 20+ Aoy — Aty =0
et la somme de ces relations et celles de (1.19) donne
sz = 0 s lzb = 0 >
donc, d’apres (1.11) et (1.12), il résulte le
Théoréme 1.1. Si la premiére connexion de la v.r.p.f. V induit une connexion dans

le fibré structurel (transversal), alors elle induit aussi une connexion dans le fibré
transversal (structurel) et les distribution 9 et 9* sont intégrables.

1.3. Nous introduirons maintenant une seconde connexion sur la v.r.p.f. V.
Supposons qu’elle a les équations

(1.22) DV, = olV, + oV,
DV, = oV, + oV, ,

ou

(1.23) o) = To*.
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Pour déterminer cette connexion, nous imposerons trois conditions. La premiere
est que la connexion (1.22) induise des connexions dans les fibrés D(V) et D*(V),
ce qui revient a

(1.24) w: =w'=0 . a

La seconde condition est que ces connexions induites soient compatibles, pour les
courbes tangentes & 9, respectivement & @*, avec les métriques induites naturellement
par g dans D(V) et D*(V), ou, ce qui est la méme chose, que le transport par parallé-
lisme le long des courbes tangentes 3 & et & 9", respectivement, conserve la longueur
des vecteurs de 9 ou @* respectivement.

Ceci revient a
(1.25) o) + of = 0(modulo ), ) + wi = 0(modulo »%).
Pour imposer la troisiéme condition, considérons la torsion de notre connexion
Q' =do' — o’ A o},
qui se réduit, en vertu de (1.24), a
(1.26) | Q' =do" — o’ A 0, Q'=do" - o’ Ao

Dans une intersection U, n Uy les (7, 2“) ont les mémes formules de transforma-
tion que les (@ w") [1] et, comme ces formules sont (1.3), il suit que le type des
formes Q“ et le type des formes Q" sont invariants.

La troisiéme condition annoncée ci-dessus est que les formes Q° soient du type
(0, 2) et @“ du type (2, 0). Ceci donne

(1.27) Ii, = I% = e Tho= o,
(1.28) re, — i, =2, I'=27.
De cette troisiéme condition il suit
Q= 0(mod. "), Q'=0(mod.w"),
donc, d’apres (1.26)
(1.29) do’ = 0* A 0f (mod . ©*), do" =0’ A o} (mod.w").
Des équations (1.25) et (1.29) on obtient évidemment
(1.30) be = Vor T = Vo>

relations qui sont compatibles avec (1.27), (1.28) et qui achévent la détermination de
la connexion désirée. )
En résumant, on a le
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Théoréme 1.2. Sur la v.r.p.f.V, il y a une connexion unique vérifiant les conditions:
a) elle induit dans les fibrés D(V) et D*(V) des connexions qui sont euclidiennes le
long des courbes tangentes @ @, ou, respectivement, D*, b) les premiéres n formes
de torsion de cette connexion ont le type (0, 2) et les derniéres m ont le type (2, 0).
Les coefficients de cette connexions sont

(1'31) Fgczy:c’ r:;w=’yzw’ guz ‘;u’ F:b= lt;b’ Fﬁizo’ FZL’:O'

La connexion donnée par le théoréme 1.2 sera nommée la seconde connexion de la
v.r.p.f.

Les formes de torsion de la seconde connexion de V sont
(1.32) Q= -1 0" A 0, Q= —114" A b,
d’ou il suit le

Théoréme 1.3. La seconde connexion d’une v.r.p.f. est sans torsion si et seulement
si D et D* sont intégrables.

Considérons maintenant les formes

(1.33) wi — @) =i = ajot.

Compte tenu des expressions de w et @, il résulte, aprés des calculs
My = —Yw®", My = —Ya0",
(1.34) Mo = —Yas®” + Van® s Mg = Yip®” — Voo .
Donc, nj. = 0 si et seulement si
Vab = Yao = 0

et, en considérant encore les conditions (1.14), on trouve le

Théoréme 1.4. La seconde connexion d’une v.r.p.f. coincide avec la premiére si et
seulement si cette derniére induit des connexions dans les fibrés transversal et
structurel de la variété.

Du théoreme 1.1, on sait qu’il suffit que la premiere connexion induise une conne-
xion dans un de ces deux fibrés et que dans ce cas les distributions 2 et 2* sont
intégrables.

La seconde connexion d’une v.r.p.f. a encore d’autres propri€tés intéressantes.
Ainsi, une courbe autoparalléle de celle-ci est tangente dans tous ses points a 'une
des distributions 2, 9* si et seulement si elle I'est dans un de ses points. Les formes
de courbure de la connexion sont

(1.35)  Qf =doj — wj A ©f, Q=do} - o) Ao, Q=0 =0.
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Ces formes donnent le tenseur de courbure qui peut étre employé exactement comme
dans la géométrie riemannienne pour définir une courbure sectionnelle de la seconde
espéece. Comme dans le cas riemannien, celle-ci a la valeur constante k si et seulement
si [1]

Q= ko' A o,

d’ou, compte tenu de (1.35), on trouve k = 0, etc.

Une remarque importante est que le type des formes reste invariant aux transfor-
mations des cobases de la forme (1.3), méme si les matrices p et g ne sont pas ortho-
gonales. Il suit que les coefficients de la seconde connexion peuvent étre calculés
analoguement dans les cobases, qui s’obtiennent par ces transformations plus
générales.

2. VARIETES RIEMANNIENNES FEUILLETEES

2.1. En gardant les notations du paragraphe précédent, nous dirons, par définition,
que la v.r.p.f. V est une variété riemannienne feuilletée (v.r.f.) si la distribution
structurelle &2 est intégrable. Alors, les variétés intégrales maximales de & sont les
feuilles de la v.r.f. Une v.r.f. est caractérisée analytiquement par la condition (1.11).

Déterminons maintenant les divers éléments considérés dans le § 1, pour une v.r.f.

Tout d’abord, il est clair de la définition précédente (voir par exemple [8]), qu’il
y a sur V un atlas o = {(U,, h,)[h, : U, > R"*™}, tel que pour chaque U,, si I'on
note par (xi, x}) les coordonnées locales correspondantes, le systéme de Pfaff o” soit
équivalent au systeme dx“ et le systéme w" soit équivalent & un systéme de la forme
6" = dx" + £, dx°. Alors, la distribution & est définie par les équations

(2.1) dx*=0
et la distribution complémentaire 2" par les équations
(2.2) 0 =dx" + t;,dx" = 0.

Evidemment, dans une intersection U, n U, le systeme dx; doit €tre équivalent
a dxj. d’oli on obtient pour les fonctions de transformation de I'atlas .« les conditions
fondamentales
0xj
(2.3) , B~ 0
ox.

qui expriment le fait que, dans R**™, les fonctions Xj sont constantes sur les compo-
santes connexes de I'intersection du domaine h,(U, n U,) avec les plans xj =
= const.

Pour les formes 0", on obtient les formules de transformation

0xy 0x} 0 0x} *
p=—L0+ L+ =L - L)dx,
0x,, 0x, 8 0x, a OX,
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d’ou, comme les systémes 0, et 0; doivent étre équivalents, il résulte

(2.4) 0 = 0Xj 0.,
ox,
(2.5) uoo Oxpoxg ,  0xj oxg

c b >
s 0x, 0xpa dx) 0x;;

la derniére formule étant la loi de transformation de ¢ (dans la déduction de celle-ci
on emploie (2.3)).

On voit que les formes (dx*, 0“) définissent des cobases de la variété ¥, qui sont
adaptées 2 la structure presque-produit 2 du § 1 (dans le sens que les distributions &
et 2 sont définies par (2.1) et (2.2)) et, dans tout ce qui suit il sera plus convenable
d’employer ces cobases au lieu de celles qui ont été employées dans le § 1. Remarquons
qu’alors les conditions d’intégrabilité de la distribution transversale &* sont

0 0 0 0
2.6 — 1y — ty —ty—ty + to— 1y, = 0.
2:6) ox? oxt " T oxt oxt "

Il est important de signaler que, en vue de la remarque finale du § 1, le type des
formes différentielles de V est déterminé par leurs expressions dans ces nouvelles
cobases.

On peut vérifier aisément, par un calcul direct, que les bases duales des cobases

précédentes sont N

(2.7) X=‘-—-tu_~__’X=___’

donc @ est engendré par les X, et 9* par les X, et il suit encore que les fonctions de
passage du fibré structurel sont (9xj/dxt) et celles du fibré transversal sont (6xj/0x).

Les cobases considérées ci-dessus ne sont pas, en général, orthonormées. Si nous
partons de I’expression de la métrique g de V a I'aide de ’atlas .o/

(2.8) ds? = g;; dx" dx’,
nous trouvons, avec (2.2)
ds® = (gap = 29ty + Gutats) dx* dx” + 2(ga, — Guots) dx"0" + 9,60
et, en tenant compte de I'orthogonalité de 9 et 2™, il résulte
Gau = Gula = 0.

On voit alors que la métrique induite dans le fibré structurel est 4,,0"0°, donc g, est
une matrice non-dégénérée ‘et nous pouvons introduire la-matrice §** — inverse
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de g,, — de telle maniére qu’on ait

(2.9) te=G""Ga -

Finalement, nous obtenons I'expression de la métrique g dans les cobases (dx?, 6)

(2.10) ds? = h,, dx* dx® + h,,00",
ou
(211) hab =YGaw — guvgaugbv s huv = YGuv -

Dong, la matrice du tenseur métrique, rapporté a nos cobases, est

) hy O
b) ab
(2 1 ‘_) < 0 ; ,,,,)

et sa matrice inverse a la forme

(2.13) (gab 2) :

Il est encore important de remarquer que les deux termes du second membre de
(2.10) donnent respectivement la métrique induite dans le fibré transversal et dans le
fibré structurel.

2.2. La premiére connexion de la v.r.f. V étant la connexion de Levi-Civita dela
métrique g, on peut la calculer, de la maniére usuelle, & I'aide des coefficients g;;
de (2.8), dans les cobases (dx“, dx") et puis, avec (2.2), on obtiendre cette connexion
dans les cokses (dx“, 6“).

Quant a la seconde connexion de ¥, pour la trouver dans les cobases (dx“, 6“), nous
noterons les formes de connexion par w’ et

(2.14) ol = I dx* + I6"

et imposerons les trois conditions du § 1.3.

La condition que cette connexion induise des connexions dans D(V) et D*(V) est,
comme au § 1.3:

(2.15) ol =wt=0.

Les conditions que ces connexions induites soeint euclidiennes (au sens du théoréme
1.2) sont, somme dans le cas d’un espace de Riemann [1, 2],

(2.16) dhy, — wihy — wih,, = 0 (mod 6Y),
dhyy — 0¥k, — ?h,, = 0 (mod dx?) .
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Les formes de torsion de la connexion sont, compte tenu de (2.15),
(2.17) Q= — Y[y, — I'e)dx® A dx — I, dx" A 6,
Q' = Xty dx® A dx® + ([, — X,t4) dx* A 6° —
=4Iy, —T},)0° A 0",
donc Q° a le type (0, 2) (et il est nul alors) si et seulement si
(2.18) ry,=rs, Iy, =0
et Q" a le type (2,0) si et seulement si

(2.19) o=, o= O
ox"

Donc, pour achever la détermination de la seconde connexion de V, it faut encore
calculer I, et I'y,. Ler symétrie dans les indices inférieurs et les conditions (2.16)
montrent que le calcul de ces coefficients est le méme que le calcul des symboles de
Christoffel. 1l suit ainsi

(2.20) be = %Ead(Xchbd + Xphey — Xghy)
F:w = %Hur(thvt + thwt - Xthvw) .

En résumant, nous avons trouvé que les formes de la seconde connexion d’une
v.r.f. sont

(2.21) wh = Ij, dx°, w'v‘=l"5w0w+éa—t:dx", =w!=0,
x')

ou Iy et I'y,, sont donnés par (2.20).
Les formes de la méme connexion dans les cobases naturelles (dx", dx“) de I'atlas of
sont données par (2.21) et (2.2), en employant la loi de transformation des formes de

connexion
~b b ~U v ~a ~uo_ u v, u u_.b
(2.22) A=, =0, @ =0, & =dt + " — tio’.

Si I’'on pose
& = IT, dx*,

il résulte
(2.23) m,=rt, m,=0, ="t +r, =I,,
axll .
sz = r:;w’ H:b =H:v = 09

0 0
= o o T~ T
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Les formes de torsion de la connexion envisagée sont, selon les formules (2.17),
(2.18) et (2.19)

(2.29) Q=0, Q= X,trdx* A dxb,
d’ou les composantes du tenseur de torsion dans les cobases (dx", 6")

(2.25) Th =0, Th=—3Xty—X,ts), Ta=0, Th=0.

a

Les formes de courbure de la seconde connexion seront calculées par les formules
usuelles (dans la notation de [3])

Q= dw! — 0" A 0] = —1Rj,0" A o".
En employant les formules (2.21), on trouve les composantes du tenseur de courbure
dans les cobases (dx“, 6") et les bases (X,, X,)
(2.26) o =0, Ry, =X.JI5, Ry; =0, Ry, =0,

buv bcu uij aij

bea = Xalpe — X T pa + Tpal'ey — il

szs_—‘Xsr:jw—pru +r[t‘wrt:s__1—'rru

us us® tw 2
Ri = XX 00 + Iy Xt — X oo + I X

us

12— IEX 1

utc whe

RYy = To (Xt — X 1)) + X, X, t0 — X Xt + X, 00 X 00 — X,y X, 88

wha *

D’ici on peut déduire aisément les composantes du tenseur de Ricci, mais nous
nous contentons de faire la remarque importante, qu’on peut démontrer exactement
comme pour un espace de Riemann, que les composantes R, sont symétriques dans
les indices u et v. Mais, en général, les R;; ne sont pas symétriques. Par exemple, on
peut voir que les R,, sont symétriques dans le cas out 2" est intégrable et dans le cas
ou det (h,,,,) ne dépend pas des variables x" ce qui aura lieu en particulier pour les
espaces de Reinhart qui seront considérés plus tard.

Des considérations de ce paragraphe, il s’ensuit le fait remarquable que les coef-
ficients Iy, (et partiellement les I'y.) ont un comportement analogue a celui des sym-
boles de Christoffel d’un espace de Riemann. Ceci s’explique par le fait que pour x* =
= const. h,,0"0" est la métrique riemannienne locale, d’une feuille. Ce comportement
des coefficients I peut &tre remarqué aussi dans d’autres questions. Par exemple,
on voit qu’ a une transformation conforme de la métrique (2.8) les fonctions 7
restent invariantes selon (2.9), donc les formes 6* restent invariantes et, parmi les
coefficients de la seconde connexion, les seuls qui changent sont I';. et I'y,, leurs
formules de transformation étant les mémes que dans le cas d’une transformation
conforme d’un espace de Riemann.

2.3. Soit de nouveau la v.r.f. V, douée de I’atlas <7 du § 2.1. Les formules fondamen-
tales (2.3) vérifiées par cet atlas nous conduisent & définir de nouveaux éléments
importants sur V. ’
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Ainsi, une fonction différentiable ¢ définie sur un ouvert de V sera appelée feuilletée
si

(2.27) @ _ g
ox"

)

ces conditions étant invariantes & cause de (2.3). Nous pouvons alors considérer le
faisceau @ des germes des fonctions feuilletées sur V qui est un sous-faisceau du fais-
ceau & des germes des fonctions différentiables sur V. Remarquons que les formules
(2.27) montrent que chaque point du domaine de définition de ¢ a un voisinage dans
lequel ¢ a 'expression ¢(x), donc les germes de @ peuvent se représenter dans cette
maniére et les fonctions feuilletées sont des fonctions constantes sur les feuilles de V.
Le faisceau @ n’est pas, en général, fin et c’est pourquoiil joue un réle important pour
la variété V.

Les considérations de ci-dessus ne dépendent pas de la métrique de V; elles sont
donc valables pour le cas ou V est simplement une variété feuilletée, c’est-a-dire une
variété qui posséde un atlas .o/ vérifiant les conditions (2.3). De plus, elles admettent
une généralisation immédiate.

En effet, soit ¥7*7 une autre variété feuilletée, de codimension p, et soient (3%, y°)
(e=1,...p;06=p+1,...,p + q) les coordonnées locales de I'atlas = de V. Une
application différentiable ¢ : V = V sera dite feuilletée si I'expression locale de cette
application vérifie les conditions

(2.28) 2 —o,

conditions qui sont invariantes aux changements des cartes locales des atlas &/ de V
et de V, a cause de (2.3).

Ainsi, par exemple, si nous considérons le fibré tangent de la v.r.f. V, T(V), alors
a l’atlas <7 de V correspond sur T(V) un atlas tel qu’aux coordonnées locales (.\‘", x")
de V correspondent les coordonnées locales (x“, x", &9, é"), ou &% et & sont les coordon-
nées des vecteurs tangents par rapport aux bases (X,, X,). Les changements de coor-
données de cet atlas seront (comme suite de (2.3) et (2.4))
oxy

ox?

"
_ 0xy

v

Cuos

(229)  xj = xp(xh, xY), xj=xj(xhxl), & =

&, &

D
R

X

d’our il suit qu’en considérant les (x“, C") comme premiéres 2n coordonnées et les
(x", é") comme derniéres 2m coordonnées, on a sur T(V) une structure feuilletée,
dont la distribution structurelle est définie par

dx* =0, d&*=0.

De plus, si 'on considére sur T(V), par exemple, la métrique riemannienne de Sasaki
[10], on voit que T(V) est une v.r.f. de codimension 2n.
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Alors il est naturel d’appeler champ de vecteurs feuilleté sur V un champ de vecteurs
tangents & V qui est défini comme une application feuilletée de V'a T(V), c’est-a-dire une
section feuilletée de T(V). Bien entendu, on peut considérer le faisceau = des germes
des champs de vecteurs feuilletés. On sait qu’un champ de vecteurs défini par les
coordonnées locales (é“, 5") est feuilleté si et seulemenet si

oce

2.30 £ -0
(2.30) Py

Analoguement, il y a une structure feuilletée sur le fibré transversal D*(V), définie
par l'atlas ayant pour premiéres coordonnées locales les variables (x°, &%) et pour
derniéres les variables x" (¢* sont les coordonnées dans les fibres de D*(V); par rapport
aux bases X,), ce qui transforme D*(V) dans une v.r.f. de codimension 2n (avec une
métrique quelconque). Donc, on peut parler de sections feuilletées dans le fibré
D*(V), sections qui sont caractérisées aussi par (2.30) et qui définissent un faisceau A
de germes.

Pour faire une remarque intéressante, notons encore par M le faisceau des germes
des sections différentiables du fibré structurel D(V). Alors, on obtient aisément une
suite exacte de faisceaux sur V'

(2.31) 0-MLELH A0,
ou les homomorphismes i et p sont définis par
(232) i(¢) = (0,¢), p(&¢) =(&)

et, de la suite exacte de cohomologie correspondante, compte tenu du fait que M
est un faisceau fin sur la variété paracompacte V, on obtient pour les groupes de
cohomologie la relation

(2.33) HYV,E) = H(V, A), (¢ =1).

La définition des champs de vecteurs feuilletés peut étre transposée a d’autres
objets géométriques aussi. Ainsi, pour les formes différentielles du type (p, 0), on
voit que la condition que les composantes locales de celles-ci soient des fonctions
feuilletées est invariante et nous dirons que les formes qui la satisfont sont des formes
différentielles feuilletées de degré p. Ce sont justement les formes de type basique,
dont la cohomologie a été étudiée par Reinahrt [9].

Puis, une condition analogue peut étre imposée a la métrique de la v.r.f. En effet,
il est simple de voir que les conditions
(2.34) has _

ox" A

sont invariantes & des changements de coordonnées par rapport aux cobases (dx
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0“). Les v.r.f., dont la métrique satisfait 4 (2.34) (on pourrait dire qu’elle est feuilletée),
forment une classe trés importante de v.r.f. Cette classe a été étudiée par Reinhart [8]
et c’est pourquoi nous appelons une pareille v.r.f. espace de Reinhart.

Remarquons que, pour un espace de Reinhart, on peut remplacer dans la premiére
des formules (2.20) les X, par 0/0x® et qu’on a aussi

(2.35) e o,
ox"

d’ou, avec (2.26),

(2.36) f.=0.

1l est & remarquer aussi que, dans ce cas, la premiére des relations (2.17) est vérifiée
pour n’importe quelle courbe de la variété V.

3. FORMES DIFFERENTIELLES ET COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS
DANS LE FAISCEAU ¢ D’UNE V.R.F.

3.1. Dans tout ce qui suit, nous gardons les notations du § 2. Pour tous les tenseurs,
les composantes seront considérées par rapport aux bases (X,, X,) et aux cobases
(dx?, 6%).

Dans le § 2.3, nous avons défini le faisceau @ de germes de fonctions feuilletées sur
la variété feuilletée V, qui n’est pas, en général, fin et qui donne donc lieu a une
théorie de cohomologie non triviale sur V. Il est clair que celle-ci est importante dans
I'étude de la variété V et nous voulons calculer les groupes HY(V, ®). D’une fagon
plus générale, notons par @7 le faisceau des germes des formes différentielles feuille-
tées de degré p et proposons-nous de calculer les groupes de cohomologie HY(V, 7).
A ce but, nous trouverons une résolution fine du faisceau @?, a 'aide des formes
différentielles de la variété V; dans le cas p = 0, notre résolution est isomorphe a celle
donnée pour le faisceau @ par SPENCER [11].

Considérons une forme différentielle du type (p, )

\ 1
(3.1) P =~ Pay..apu..y dx™ A ... AdX" A G A ... A O

rlq

et calculons sa différentielle extérieure dgp. On trouve alors

(3.2) dp =0¢ +do +d"e,
ou
”‘l)p b
33) oo = ( e Doy Xpte AXTU A A dXPP2 A
( ) 4 (q _ 1)! o (p T 2)! b1...bp+2Pay...apuvy...vg b
NG A LA G
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’ 1 a a
(34) d o =———" Ezlf.'fi;,,'l, (Xb(Pal...apul.A.uq -

plq!(p + 1)!
T 0 gy s ) ¥ A L A Y A
(g =1 ’ T ox”
A0 A oA B,
—1\
(35) g =V sy Wuammg g o A dyte A
plql(g + 1) ¢ ox”

AOA LA B

Dans ces formules, les & sont les symboles de Kronecker et on peut trouver les
régles de calcul avec ceux-ci, par exemple, dans [5].

On voit que la forme d¢ a le type (p + 2, g — 1), d'paletype (p + 1, g) et d"¢
a le type (p, ¢ + 1), donc les opérateurs 9, d’, d” ont respectivement le type (2, —1),
(1, 0) et (0, 1), c’est-a-dire, si 'on note par AP I'espace des formes du type (p. q)
sur V, ces opérateurs sont des homomorphismes

0 v APT — APTBATL s AP 5 AP 37 4PT 5 APt
En cons.idér;mt la relation
P=(0+d +4d)=0
et en annulant les termes des différents types qui y interviennent, on obtient
(3.6) d?*=0, =0, d*+dd9+ad"=0, dd"+d'd =0,
' do+0d =0.

Par la.;néme méthode, en considérant d(¢ A ), on trouve

(3.7) d(@ Ay)=d"o Ay + (=1)% ¢ A d"y

et des reégles analogues pour 0 et d'.

11 est important de remarquer, comme suite de la formule (3.5) qu’une forme ¢ est
feuilletée si et seulement si elle a le type (p, 0) (p =0,..., n) et vérifie la condition

(3.8) S A =0
Une autre propriété importante de I’Obérraté'ur'd" est qu’il vérifie un lemme de

Poincaré, c’est-a-dire qu’on a le

Théoréme 3.1. Soit ¢ une forme du type (p,q) (q = 1) définie sur un voisinage de:la
variété V et soit d"¢p = 0. Alors, il y a sur le vozsmage précédent, une forme o du
type (p, g — 1) et telle que ¢ = d"« g
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La démonstration sera faite par induction apres I'indice k qui est défini par la con-
dition que la forme ¢, qui est représentée par (3.1), ne contienne pas dx***, ..., dx".

Pour k = 0, 0n a

L i W,
P =— (Pu,..‘uqo A ... A D" s
q!

d’ou il suit
d"¢ = d¢ (modulo dx', ..., dx")

et. si d’¢ = 0, nous avons avec le lemme de Poincaré dans I'espace des variables
x*, x® étant considérés comme des paramétres

¢ = do (modulo dx’, ..., dx"),

ol « est une certaine forme du type (0, g — 1).
Il résulte alors que ¢ est de la forme

¢ =da + ) p* A dx*

et si 'on tient compte que ¢ est du type (0, q) cette expression se réduit &
@ =da,

ce qu’affirme notre théoréme.

Supposons maintenant que l'affirmation du théoréme est vraie pour les indices
k < hetsoit ¢ une forme du type (p, q), qui ne contient pas dx"**, ..., dx". Alorsona’

o =dx" A L+ p,
ou / et p sont des formes qui ne contiennent pas dx", dx"*1 ..., dx". Il suit
d’e = —dx" A d"2 + d"u,
donc d”¢ = 0 implique
du=0, d2=0.

Selon I'hypothése inductive, on trouve alors qu’il y a (sur le voisinage envisagé) une
forme o du type (p, ¢ — 1) et une forme 7 du type (p — 1, ¢ — 1), telles que

u=de, A=d"t.
Ceci donne enfin
0 = d”(——dx"'“ AT+ a),

ce qui achéve la démonstration du théoreme 3.1.

Maintenant, la solution du probléeme que nous avons posé au début de ce para-
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graphe est immédiate. En effet, notons par =/? le faisceau des germes des formes
différentielles du type (p, g) sur V et considérons la suite de faisceaux

(3.9) 0 ®2 5 ap S gpt 5 S gm0,

ou i est P'injection canonique et d” sont les homomorphismes définis par ’opérateur d”
de ci-dessus. Cette suite est exacte a cause de la caractérisation (3.8) des formes feuille-
tées, de la propriété d”? = 0 et du théoréme 3.1. Ensuite, les faisceaux /1 sont fins,
donc (3.9) est une résolution fine du faisceau @7 et si nous notons par Z Iespace
des formes différentielles, définies globalement sur V et d”-fermées il suit le

Théoréme 3.2. HY(V, ®*) = Z"[d"AP47 1,
C’est justement le résultat désiré. En particulier, nous avons
(3.10) H‘I(V, @) — Zoq/d”'AO’q_l .

Mentionnons encore le suivant
Corollaire. HY(V, ®) = 0, pour g > m.

3.2. Nous continuous I’étude de la cohomologie de V a valeurs dans @7 par les
méthodes de la théorie des formes harmoniques (voir par exemple [3] et [5]). A ce
but, nous supposons dorénavant que V est une v.r.f. compacte et orientée, 1’orienta-
tion étant telle que la forme dx* A ... A dx" A 0""1 A ... A 0""™ soit positive.
Nous supposons connue la théorie classique des formes harmoniques, telle comme
elle est exposée, par exemple, dans [5] et [3] et nous employons les notations de ces
deux livres.

Notons
(3.11) hy = det (h,), hy = det(h,,).
Alors, I’élément de volume de V est
(3.12) dV = J(hyhy)dx' A ..o AdX" A @A LA T

et les composantes de cette forme extérieure du type (n, m) seront notées par 7_.
Maintenant, en considérant la forme ¢ donnée par (3.1) et en appliquant I'opéra-

teur *, a I'aide de la formule qu’on trouve dans [5], il résulte
(_ 1)(n~p)q
(n = p)!(m —q)! p!q!

et R et

(3.13) *Q

. nbl...bpcl...c,.- pULe- UgW1ee. Wiy -q(pal cAply...tig *

LAXP A Lo AdXSPABY A LA O,
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On a aussi
(3.14) % 1 = (_1)(p+q)(u+m—p—q) ..

De (3.13), on voit que I'opérateur * transforme une forme du type (p, q) dans une
forme du type (n — p, m — q).

On sait que, dans la théorie des formes harmoniques, on introduit le produit scalaire
de deux formes quelconques ¢ et ¥ par

(3.15) (@, %) =J o AxY.

Si ¢ et Y sont deux formes du type (p, g), il résulte de (3.13)

1
(316) ((p, [//) - qDalmal)"lmuqlpm...aplu...u,, av,
rtal)y

ou dV est celui de (3.12) et on a employé I'élévement usuel des indices pour un espace
de Riemann.

Considérons maintenant 1’opérateur J, qui est donné par

(3.17) §=(=1)y"+"tdsx =0+ +9",
ou
(3.18) 0= (=1P""+"10x, & =(=1)p"1+1d %,

o = (—1)‘”" «71 3" %

sont des opérateurs ayant respectivement le type (—2, 1), (=1, 0), (0, —1).
Un calcul tout a fait analogue & celui de la théorie classique (voir [5]), qui tient
compte de la formule de Stokes, donne

(3.19) @, ¥) = (p.0"¥), (d0,¥) = (,5Y),

Cest-a-dire que les opérateurs (d”, 8”) et (d’, 6") sont adjoints par rapport au produit
scalaire (3.15), Comme d et & sont aussi adjoints il suit encore que @ et 0 le sont
aussi.

Nous pouvons alors définir opérateur de Laplace de l'opérateur d”, qui est
fondamental chez nous '

(3'20) AII — d”é” + 5I!d”

et il s’ensuit que cet opérateur est du type (0, 0) et qu’il est autoadjoint.
Considérons maintenant la seconde connexion de la v.r.f. V (§ 2.2) et convenons
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de noter par une barre la dérivée covariante par rapport a celle-ci. Alors, il suit de
(2.21) et (3.5)

(3.21) de = —(_1)p glita o o -
p q (q+ ])' uy...tig+1%ay...apvy...0q/v

LAxTT A LA dXTP A G A LA G

ce qui est une expression invariante de 'opérateur d”.

Supposons encore, pour simplicité, que V est un espace de Reinhart. Alors, on
a d’abord

(3.22) h*, =0
et puis
Mimim "
r’l...n+m/v # Z rwﬂl ,i—1.h,i+1,. =

uv

)

n+m
=) ) S 6——J§h‘h2)—J(hlhz)a—";whz=th s
x" x” x”

u=n+1
d’ou, compte tenu de ce que pour un espace de Reinhart 6h1/6,x" = 0, il suit

(3.23) Mintmp = 0

On a aussi la relation, valable en général, ﬁ""/w = 0.

Les formules établies ci-dessus permettent d’appliquer le calcul classique de [5],
qui donne 'opérateur §, et d’obtenir I’expression invariante de 'opérateur 6"

p—1
(324) 5”40 ( 1) (pah..a VUL Vg -1]U "
(n—p)pt(g = 1)
LAx A Lo AdX*P A0 A LA B

Il est & remarquer que, dans le cas d’une v.r.f. quelconque, la formule de 6"
a encore d’autres termes, mais ceux-ci ne contiennent pas les dérivées des ¢.

Maintenant, nous appliquerons les formules (3.20), (3.21) et (3.24) pour trouver
I’expression de I'opérateur 4”. Nous trouvons d’abord pour les composantes de la
form 4”"¢

1 ~
huu(pal...apul...uq/vu +
n—p

(Aﬂqo)al.“apux...uq = -

1 WO2...Uq 1 f uv

+ msul g ((pm apUvL..Vg—-y/wu (pm...a,,uul..‘vq-lluw)

4
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et puis, en tenant compte des formules de commutation des dérivés covariantes [3]
et des formules (2.25), (2.26)

" 1 u
(325) (A (p)u,...a,,u;...uq = - (-’1—_'7)' h U¢a1...upu1...t:qluu +
q q q
+ ; Z Rli).q)ﬂl aplig...t...u + —L— Z z Ruuu u;‘(pal.‘.n pUL .ol Uuulig *
(n — p)tu=1 TR 2(n = p)s=ia=1 ! ‘

Bien entendu, cette formule est valable pour les espaces de Reinhart. Dans le cas
général, il y a encore d’aures termes dans le second membre de (3.25), mais ces termes
ne contiennent pas les secondes dérivées des fonctions ¢.

Dans la théorie classique des formes harmoniques, I'opérateur de Laplace est
strictement elliptique, d’ou il résulte ‘quelques résultats trés forts. Dans notre théorie,
on voit de (3.25) que 4" n’est pas strictement elliptique et il y a des exemples, dus
a Reinhart [7], qui montrent que les résultats mentionnés ci-dessus ne sont plus
valables en général. Pourtant, on peut obtenir des résultats moins forts mais assez
importants.

Une forme différentielle ¢ sur ¥V sera nommée P-harmonique si elle vérifie la
condition

(3.26) A9 =0.

Comme pour les formes harmoniques [5], on voit que, V étant compacte, I'équation
(3.26) est équivalente au systéme

(3.27) dp=08"9=0.

11 est clair que les formes @-harmoniques du type (p, q) forment un espace linéaire
réel et celui-ci sera noté par #74(V). Evidemment, si ¢ est une forme harmonique au
sens classique (dp = d¢ = 0) et si elle est du type (p, q), elle vérifie aussi (3.27) et est
donc @-harmonique. Il s’en ensuit que, si 'on note par H?(V) I'espace des formes
harmoniques du type (p, g) sur V, celui-ci est un sous-espace de #Y(V).

De (3.27) il suit qu’une forme ¢-harmonique du type (p, ) est d”-fermée, donc,
selon le théoréme 3.2, elle définit une classe de cohomologie de H"(V, di"). Démon-
trons que si dans une classe de HY(V, @7) il y a une forme ®-harmonique, elle est
unique. En effet, si ¢ et  sont deux formes @-harmoniques telles que

qo - lp = d”l b
alors d”/ est aussi @-harmonique et nous avons
(d"2,d"2) = (4,6"d"2) =0,

doud’A=0etp = 1.
11 suit évidemment que #7 est isomorphe & un sous-espace de HY(V, ¢7) et nous
avons démontré le
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Théoréme 3.3. Pour une v.r.f. compacte et orientéeV, J[’”’(V) est, a un isomorphisme
prés, un sous-espace de H'(V, ®7) et H?(V) est un sous-espace de A"(V).

Ce théoréme est valable sans la condition que V soit un espace de Reinhart, car les
considérations qui interviennent dans sa démonstration le sont également.

Nous dirons qu’une v.r.f. compact et orientée V est cohomologiquement réguliére
si, pour tout p et g, elle vérifie la condition HY(V, ®%) = #7(V).

3.3. Nous allons déduire maintenant quelques conséquences du théoréme (3.3).
Commengons par le résultat simple suivant

Théoréme 3.4. Pour toute v.r.f. compacte et orientée V, on a
dim H"(V, #) = 1.
En effet, considérons la forme du type (0, m)
(3.28) T=(h) 0" A ..oAOF,

qui est (on le voit aisément) globalement définie sur V. Elle est d"-fermée et, avec
(3.13), on trouve

w1 = (=1 J(hy)dx' A oA dx".

Faisons maintenant une transformation conforme de la métrique g de V, telle que

pour la nouvelle métrique on ait h; = 1. Une pareille transformation est toujours
possible et nous pouvons considérer ’harmonicité par rapport a cette nouvelle mé-
trique.

Alors, il suit
d"*xt =0,

donc 6"t = 0, ce qui montre que t est une forme @-harmonique non-nulle et, compte
tenu du théoréme 3.3, le résultat annoncé en résulte. (Dans [13], ce résultat a été
donné seulement pour le cas particulier d’'un espace de Reinhart; dans ce cas la trans-
formation conforme de ci-dessus n’est plus nécessaire.)

On peut aussi obtenir des résultats correspondants au théoreme classique de
Bochner-Lichnerowicz et ceux-ci seront démontrés dans la maniere de [3]. Ainsinous
avons le

Théoréme 3.5. Soit V une v.r.f. compacte et orientée et supposons que le tenseur
de Ricci ¢;; de la premiére connexion de V vérifie les conditions: a) ¢, = 0,
b) 0,E°E" est une forme positivement définie. Alors on a

dim H'(V, &) = b*, >

ot b! est le premier nombre de Betti de la variété V.
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Compte tenu du théoréme (3.3), il est évident que, pour démontrer cette affirmation,
il suffit de montrer que, dans nos hypothéses, toute forme harmonique du premier
degré est nécessairement une forme du type (0, 1).

Soit
(3.29) ¢ = @, dx* + ¢,0"

une forme de Pfaff. 4¢, ou 4 est 'opérateur classique de Laplace, peut étre calculé
a l'aide de la formule connue (voir par exemple [3]); c’est la somme d’une forme du
type (1, 0) et d’une forme du type (0, 1) et, en notant par le symbole ,,;* la dérivée
covariante par rapport a la premiére connexion de ¥, la partie du type (1, 0) de 4¢
a les composantes (on tiendra aussi compte de I'hypothése a))

(330) (A¢)c = _I;uh(pc;ab - Euv(pc;uv + Q‘c'(pa .

Si ¢ est une forme harmonique, (4¢), = 0, et nous pouvons écrire la relation

(331) j (4g). ¢f dV = 0,

ou, d"apres (3.30)
(332) J‘ Qac(pa(pc dv — J' Eab(Pc;ab(pc v — J‘ ﬁuvlpc;uv(Pc dr=20.
14 v 1 4

Considérons maintenant la fonction 4 = @.@°. Nous avons
(6dA, 1) =(dA,d1) =0,
c’est-a-dire
f (A + B*Ay) dV = 0.
14

D’ici, en explicitant les dérivées qui interviennent, on peut calculer la somme des
deux dernier termes de (3.32) et on trouve

(3.33) f 29" dV + J (a0 + 1@ ou,) dV = 0.
|4 14

L’hypothése b) de notre théoréme montre que les deux termes de (3.33) sont non-
négatifs, donc :

2u®’9" =0

et, en appliquant de nouveau I'hypothése b), ¢ = 0 c.q.f.d.

D’une maniére analogue on peut obtenir le
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Théoréme 3.6. Soit V un espace de Reinhart, compact et orienté et soit R;; le
tenseur de Ricci de la seconde connexion de V. Si la forme R, E"E" est positivement
définie, il n’y a pas sur V de formes ®-harmoniques du type (0, 1) non nulles.

En effet, avec la formule (3.25), on a pour une forme ¢ du type (0, 1)

” 1 ow u u
(3.34) o.0) = f (= gue” + Ripig") dV.
. |4

Considérons d’autre par la fonction 1 = ¢,¢". On a alors

(6"d"A, 1) = (d"4,d"1) =0,
d’ou

f 5, dV = 0.
1 4

En explicitant ici les dérivées covariantes, on obtient la suivante forme transformée
de (3.34)

” 1 fiow u u
(3.35) (479, @) = ;J (R @up@") + Rup“@") dV .
Yy

Si ¢ est @-harmonique, 4"¢ = 0 et (3.55) donne le résultat désiré par le méme
raisonnemenet qu’a la fin de la démonstration du théoreme 3.5.

La formule (3.35) montre encore que, pour un espace de Reinhart quelconque, si
R,.9"¢"' 2 0, la forme ¢ est d-harmonique si et seulement si ¢,;, = 0 et R,,0"¢p" = 0.

Si aux hypothéses du théoréme 3.6 nous ajoutons I’hypothése que ¥ soit cohomolo-
giquement réguliére, il résulte H'(V, @) = 0.

Pour obtenir encore un résultat, rappelons qu’au § 2.3 nous avons considéré les
faisceaux Z et A et que nous avons démontré la formule (2.33). Un germe du fais-
ceau A, Cest-d-dire un germe de section feuilletée du fibre D*(V) est représenté
a laide des quantités &% du § 2.3 et nous pouvons lui associer le germe de forme
différentielle du type (1 , 0) défini par les composantes h,,£°. Dans le cas d’un espace
de Reinhart, ce dernier appartient évidemment au faisceau ¢! et il est clair que nous
obtenons ainsi un isomorphisme des faisceaux A et &, donc

(3.36) HY(V, £) = H(V, A) = H(V, #') (q = 1)

et ces groupes peuvent se calculer a ’aide du théoreme 3.2.

On sait, d’aprés KODAIRA et SPENCER [4], que le groupe H'(V, Z) a une importance
spéciale, car il contient les déformations infinitésimales de la structure feuilletée de V;
cette structure est donc rigide (n’a pas de déformations) si H'(V, Z) = 0.

Alors, la formule (3.36) et les méthodes considérées auparavant nous permettent
d’établir le
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Théoréme 3.7. Soit V un espace de Reinhart, compact, orienté et cohomologique-
ment régulier et soit R;; le tenseur de Ricci de la seconde connexion de V. Alors,

j4'547

si la forme R,,E*E° est positivemenet définie, la structure feuilletée de V est rigide.

En effet, selon les hypothéses et les considérations de ci-dessus, il suffit de montrer
quon a #''(V) = 0.
Soit
o= o, dx* A 6"

une forme du type (1.1) sur V. En procédant exactement comme pour le théoréme
3.6, on obtient

(3.37) (470, o) = L J (A" 0ty ™y + Rypto®) AV,
(n—11),
d’ou suit laffirmation du théoréme.

Pour le cas d’une structure feuilletée générale, on donne [4] une résolution du
faisceau E a 'aide des formes-jet. Mais il est a remarquer qu’on peut obtenir un ré-
sultat plus simple, en cherchant une résolution pour le faisceau A.

En effet, considérons les formes différentielles sur V a valeurs dans le fibré trans-
versal DL(V). La notion de type est valable pour ces formes aussi et une forme du
type (p, q) a les composantes locales

1
plq!

bAoA dX A G AL A B,

(3'38) ia = éabl.,.bpul...uq dx
11 est aisé de voir que les formes d”& sont alors les composantes d’une autre forme

a valeurs dans D*(V), car on a, compte tenu de (2.18) et (3.21),

—1)\?
(3.39) a"¢ = _ Cuy vy 1S Bienbpos..oglo *
plg!(q + 1)1 e

LAxXPU A oA A" A0 AL 0
Donc, d” définit un opérateur qui sera noté aussi par d”, sur les formes a valeurs
dans D*(V) et, évidemment, le théoréme 3.1 reste valable.

Alors, si nous notons par &”? le faisceau des germes de formes du type (p, q) et
a valeurs dans D*(V) nous trouvons que

(3.40) 0>AL g0 g1y L gom g,

ou i est I'injection naturelle, est une résolution fine de A.
Nous avons donc le '

Théoréme 3.8. HY(V, ) = HYV, A) = F°|d"E®*~1, o EP est I'espace des formes
d valeurs dans D*(V) et du type (p, q) et F™ le sous-espace du précédent formé par
les formes d"-fermées.
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Donc, dans I’étude de déformations des structures feuilletées on peut utiliser la
résolution (3.40) au lieu de celle de [4]; mais cette derniére a 'avantage de s"appliquer
dans le cas d’une structure multifeuilletée quelconque.

4. CHAMPS FEUILLETES DE VECTEURS DE KILLING

4.1. 1l est bien connu que les méthodes du § 3.3 sont aussi appliquables a I’étude
de Iexistence des champs de vecteurs de Killing dans un espace de Riemann [3].
Dans le cas d’une v.r.f. il est naturel d’envisager, par ces méthodes, le probleme de
I’existence des transformations infinitésimales conservant, en méme temps, la struc-
ture feuilletée et la métrique et c’est justemement ce que nous allons faire ici. Nous
employons les mémes notations qu’aux paragraphes précédents; rappelons aussi que
toutes les composantes des tenseurs sont prises par rapport aux bases (X,, X,,).

Soit £ un champ de vecteurs, définissant une transformation infinitésimale de la
v.r.f. V. Cette transformation conserve la structure feuilletée de V si et seulement is

(41) L§Xu = a:Xv >

ol L, est la dérivée de Lie par rapport au champ ¢ et a, sont des fonctions réguliéres
définies dans les voisinages des points ou I'on considére la relation (4.1).

En vue d’expliciter (4.1), considérons d’abord les formules qu’on établit par des
calculs directs

(42) [X,X] =0, [X,X,]= aiu £X,, [XoX,] = %X,
x
ol # sont donnés par la formule (2.9) et
0 0 0 0
4.3 v = th——th+t,—ty—t, — ;.
(4.3) Tab P PR PR b

(Rappelons que 7}, = 0 est la condition d’intégrabilité de la distribution transver-
sale 9*.)
Puis, notons

449 &= 8K, + &K, .

Alors, la condition (4.1), qui est justemenet

(4.5) [&Xx,] = aiX,,
donne

o 2
(4.6) | % _o

ox"
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Dong, selon la formule (2.30), la transformation infinitésimale ¢ conserve la struc-
ture feuilletée de V'si et seulement si le champ ¢ est feuilleté.

Il est important de remarquer que, compte tenu de (2.18), la condition (4.6) est
équivalente a

(4.7) &, =0,

ou la barre désigne la dérivée covariante par rapport a la seconde connexion de V.

Il est aussi & remarquer que les champs de vecteurs appartenant a la distribution
structurelle 2(&° = 0) définissent des transformations infinitésimales qui conservent
la structure feuilletée.

Quant a la métrique, elle est conservée par ¢ si et seulement si ce dernier est un
champ de Killing, c’est-a-dire
(4.8) Lg=0.

On sait bien (voir par exemple [3]), qu’a I'aide de la premiére connexion de V, la
condition (4.8) revient &

(4.9) iyt & =0.

Pour expliciter la condition (4.8), a l'aide de la seconde connexion de V, nous
partons de la formule (voir par exemple [12])

(4.10) (L) (X, Y) = 9(X, ¥) - g(LeX. ¥) - g(X. LY)
et, en tenant compte de (4.2), on arrive aprés des calculs aux conditions

(ng)ab = Cap + Coja + happl* =0,
(411) (Lﬁg)au = (Lég)ua = hacéc/u + huvév/a - huvr::)aéc = 0 >
(Lég)uu = éu/v + év/u + huu/céC =0.

Remarquons que, par suite de la formule (4.7), la seconde condition (4.11) re-
vient a

(4l2) g”/a - ‘C:afc =0 5
d’ol, on trouve par un calcul simple
(4.13) (¢ X.] = biX.,

avec certaines fonctions b. Ceci exprime le fait, géométriquement évident, que la
transformation ¢ conserve aussi la distribution transversale 9.

Dongc, les transformations infinitésimales qui conservent en méme temps la structure
feuilletée et la métrique d’une v.r.f. sont celles définies par des champs feuilletés de
vecteurs de Killing; ces derniers sont caractérisés par (4.6) et (4.9) ou par (4.7) et
(4.11).
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4.2. Dorénavant, la variété ¥ sera de nouveau supposée une v.f.r. compacte et
orientée. Alors, selon un résultat classique [3], si la courbure de Ricci de la premiére
connexion de V définit une forme quadratique négativement définie, il n’y a pas sur V
de champs de vecteurs de Killing, donc il n’y a pas de champs feuilletés de Killing
non plus. On voit ainsi que, pour obtenir des résultats plus spécifiques, il faut employer
la seconde connexion de la variété.

Occupons-nous d’abord des champs de vecteurs &, qui appartiennent a la distribu-
tion structurelle 2; ils sont feuilletés, comme nous 'avons déja remarqué. Nous
avons ¢¢ = 0, et la derniére des conditions (4.11) revient &

(414) éu/u + év/u =0 .

Supposons, de plus, que V est un espace de Reinhart. Alors on a pour la forme

¢ =230
” 1 puv
o é =——h év/u ]
n!
dong, si (4.14) est vérifiée,

(4.15) 8¢ =0.

Mais alors, par suite de la définition de I'opérateur A", ¢ vérifie nécessairement
la condition

(4.16) (47¢, &) — (@7¢,d78) = 0.

Avec (4.14), on trouve

(417) d”é = _‘éu/ve“ A 0° >

ce qui donne

(4.18) (@¢, d'¢) = 2J' R &, AV
vV

Quant au produit (4"¢, ) il est donné par la formule (3.35) si I'on y remplace ¢
par ¢.
En introduisant les résultats dans (4.16), nous obtenons

@19) L[ reear— (2= )| Fveear=o0.
n!)y, n!) Jy

Alors, en remarquant que la seconde partie du premier membre de la formule
(4.19) est non-positive, il suit, comme au § 3.3, le

Théoréme 4.1. Soit V un espace de Reinhart compact et orienté et R;; le tenseur
de Ricci de la seconde connexion de V. Alors, si la forme R, E'E” est négativement
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définie, il 0’y a pas surV de champs de vecteurs de Killing appartenant a la distri-
bution structurelle 9.

Théoréme 4.2. Soit Vun espace de Reinhart compact et orienté et soit &£ un champ
de vecteurs de Killing, appartenant a 9. Alors, si R,,£"° £ 0, on a R,,£“¢* =0
et &, =0.

Remarquons d’ailleurs que nous avons démontré des résultats plus forts que les
énoncés des théorémes 4.1 et 4.2, car nous avons employé seulement la derniére des
conditions (4.11); en effet les théorémes 4.1 et 4.2 restent valables si ’on remplace la
condition que le champ ¢ soit un champ de Killing par la condition que la transforma-
tion infinitésimale ¢ conserve la métrique du fibré structurel D(V).

Pour obtenir un résultat sur les champs feuilletés de Killing généraux, introduisons
aussi les tenseurs
]’i’uv ]

B;; =R

Jj hij »

Cy=h

uv/i

Nous démontrerons alors le

Théoréme 4.3. Soit V un espace de Reinhari compact et orienté, qui vérifie les
conditions: a) B,, = 0, b) la forme R,,"¢" est négativement définie, c) la forme
C ;5% est positivement définie. Alors, il ’y a pas sur V de champs feuilletés de
vecteurs de Killing, non nuls.

Soient (g’“, g"‘) les composantes du champ feuilleté de Killing £. Avec la derniére
des conditions (4.11), on trouve alors pour la forme { = £,6"
” 1 7 c
(4.20) 8" = —— hy, &
2n!

et puis, en vue de (4.7) et de la relation évidente h,,;, = 0

(421) d"é"¢ = 2in' Euvhuv/ctécet .
11 suit alors
" ” VB 1 ~
22) (60, 8°0) = (¢, d'°C) = 2_'J Ry e 58 AV
n!Jy

Mais, en employant de nouveau h,,;, = 0 et en tenant compte des formules classi-
ques de commutation et des formules (2.25), nous trouvons

h = huv/ct - huu/rc = Rvu!c + Ruvrc B

uv/ct

donc
ﬁuuhuv/ct = 2Btc
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et (4.22) devient

(4.23) (8¢, 8") = j B, L& dv.

De I'hypotheése a) il suit alors (5"¢, 8"¢) = 0, c’est-a-dire 6" = 0.
Alors, c’est maintenant la forme { qui vérifie la condition (4.16)
(A”C, C) - (dﬂc’ duc) — 0

Ici, le premier terme est donné, de nouveau, par (3.35) et pour le second on trouve,
en employant de nouveau (4.11)

(d”Ca d”é) = 2J\ Lwéulwé /v dV + - 1 J Cabéaéb dV
vV 2 |4

11 suit que le champ ¢ vérifie nécessairement la condition

(4.24) L R &€ dV — (2 — Ly R, W&y dV — L Cpl®dV =0,
n! )y, n!/) ), 2y

d’olt on obtient, de la maniére déja connue, la conclusion du théoréme.
Il y a aussi un analogue du théoréme 4.2,

Théoréme 4.4. Soit V un espace de Reinhart compact et orienté et qui vérifie la

condition B,, = 0. Soit encore & un champ feuilleté de vecteurs de Killing sur V.
Alors, les conditions

R, &' S0, Cut®l® 20

impliquent les relations

Ruuéuév =0 s Cabéaib =0 H Eu/v =0.

Enfin, remarquons, pour terminer, une conséquence simple des conditions (4.7) et
(4.11). Si & est un champ feuilleté de Killing d’une v.r.f. V quelconque (sans conditions
de compacité), appartenant a la distribution transverrale " et si parmi les équations

huu/cé = 0 ’ T'Zafc = 0 s

il y en a n linéairement indépendantes, alors ¢ = 0.
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