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SUR LA PARTIE D’UNE HYPERSURFACE, OU LE TENSEUR
ASYMPTOTIQUE EST DU TYPE HYPERBOLIQUE NORMAL

Izu VAISMAN, Jassy

(Regu le 3 mars 1969)

1. Soit V" (n = 2) une hypersurface réguliere de classe C* (cette classe de diffé-
rentiabilité sera toujours supposée dans la suite) de ’espace euclidien E***. Supposons
qu’elle est orientée et notons par g le tenseur métrique et par b le tenseur asymptotique
de celle-ci (déterminé par I’orientation). Alors, la partie de V" ol b est du type hyper-
bolique normal, c’est-a-dire de rang n et de forme canonique (—, +,een +), est
formée par les points qui, pour un indice i (i = 1, ..., n), satisfont aux conditions

1) %<0, %,>0 (@a=1,..,i—1,i+1,..,n),

»; étant les courbures principales de I’hypersurface. Il suit que cette partie est une
sous-variété ouverte de V" et nous nous proposons d’étudier quelques objets géomé-
triques déterminés sur elle par la structure de ’hypersurface V"

Pour notre but, il suffit de considérer seulement la partie de V" ou les conditions
(1), 2 i = 1, sont vérifiées. Nous la noterons par 5 et supposerons qu’elle est non
vide et connexe. D’ailleurs, nous pouvons tout simplement considérer /# comme une
hypersurface non compléte de E"*!, Pour i = 2, ..., n, on peut faire des considéra-
tions analogues.

Dans ce qui suit, nous ferons appel & des résultats de la théorie des hypersurfaces
dans un espace euclidien, pour laquelle on peut voir [3] et & des résultats sur les
structures presque-produit pour lesquels nous renvoyons a [2].

Un premier €lément important est le champ de directions de la courbure princi-
pale x4, qui définit sur 5 un champ de vecteurs unitaires non nuls ». Pour ce champ,
on a, dans des coordonnées locales, [3]

2 b = =A%, (A2 = —xy).

Considérons aussi, dans chaque point de #, ’hyperplan = formé par les vecteurs
tangents & V" et orthogonaux a v.
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Il suit que s posséde une structure presque-produit (v, 7) et nous dirons que
c’est la structure presque-produit canonique de #. L’idée d’envisager une pareille
structure pour une forme quadratique du type hyperbolique normal a été employée
aussi dans [1].

Considérons sur J# les champs de tenseurs
(3) vl =v'n,, mi=25 —v',.
1l est & remarquer qu’on a alors
(4) Vi = Uil My, = Gip — Uily,

qui sont des tenseurs symétriques et du rang 1 et n — 1 respectivement.
Alors, I’équation de I’hyperplan = est

(5) viw" =0
et celle de la droite de v est
(6) miw" =0,

w" étant les coordonnées d’un vecteur quelconque.

Les vecteurs colinéaires & v seront nommés verticaux et ceux de I’hyperplan
n-horizontaux. Un vecteur w quelconque a une décomposition unique comme somme
entre un vecteur vertical et un vecteur horizontal:

@) wi= ojw" + miw".

L’opérateur ¢ qui associe & w la différence entre ses parties horizontale et verticale
donne le tenseur qui définit la structure presque-produit canonique de # [2]. On a

®) ot = m" — ot = 5" — My,
et ce tenseur a la propriété
©) il = 5.

Donc, en résumant ces considérations nous avons le

Théoréme 1. Le domaine # de V" posséde une structure presque-produit canoni-
que, définie par le tenseur (8)

2. Passons maintenant a la considération du tenseur b;; dans les points de .
De (3)ona
v, + my =0,
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d’ou, en contractant avec by, il suit

(10) by = =200 + cp s
ou
(11) e = myby

est un tenseur symétrique, de rang n — 1, positivement sémidéfini (et, plus préci-
sément, positivement défini sur z) et qui a encore la propriété

(12) cat* =0.

Drailleurs, les équations cuw* = 0 sont équivalentes a (6) et définissent aussi la
droite de v.

La forme du tenseur (10) permet d’obtenir de nouvelles relations sur 5, en employ-
ant les conditions de Gauss-Codazzi [3]

(13) Rijkh = bihbjk - bikbjh s
(14) bijie = bixj»

ol la barre désigne la dérivée covariante par rapport a la connexion riemannienne
de V"

En effet, de (10) et (13) il suit
(15) Rijiy = lz(cikujvh + Cinlilx — Cjlily — Cih”j”k) + CinCix — CuCjn

et.de (10) et (14) il suit

- (16) oo + Aoy — voin) + 2040 — Av)) + cip
ou
(17) Cijk = Cijik — Cikfj >
(18) Wkj = Uy — Vjp

et A; = 0Afox’.

Les plans bidimensionnels tangents & V* dans les points de 5, qui passent par v,
seront nommés verticaux; ceux qui sont contenus dans n-horizontaux. La courbure
sectionnelle correspondante sera nommée respectivement courbure verticale et
horizontale.

Théoréme 2. La courbure sectionnelle horizontale dans H# est toujours positive
et la courbure verticale est toujours négative.
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En effet, pour le plan horizontal défini par les vecteurs unitaires et orthogonaux ¢
et 1, (15) donne la courbure sectionnelle [3]

Rl et . . .
) Hen) = (99 Zk:f Z ﬁ)né"nfékn" = (cal’®") (csn’n") — (cal™n")?
ind jk ixd jn

et la premiére conclusion suit & ’aide de I'inégalité classique de Cauchy-Schwarz,
¢ étant positivement défini sur =. ‘

Quant a la courbure sectionnelle du plan vertical défini par v et par le vecteur
unitaire et horizontal £ elle est égale a

(20) k(v, é) = _)chjhéjéh s

d’ou la seconde conclusion du théoréme.

Théoréme 3. Pour que la courbure verticale dans # soit fonction seulement du
point, il faut et il suffit qu’on ait

k .
(21) m=7 (050 — g3n) »
ot k est la courbure verticale (nécessairement négative).

En effet, en imposant la condition mentionnée sur la courbure verticale, on a

_ e jhéjéh
g jhfjfh

pour tout vecteur horizontal &. Ceci donne

(A%cjn + kg jp) mimiwkw' = 0

pour tout vecteur w, donc
(A%cj, + kg ) mim} =0,
condition qui est équivalente 3 la formule (21).
Notons maintenant

(22) Cijkn = CinCik — CixCip »

Gijkh =9id9jx — JaYjn >

Mij = mymjy — mymy, .

Tous ces tenseurs ont les mémes propriétés de symétrie que le tenseur de courbure
R;ju» y compris la premiére identité de Bianchi [3].
Alors nous pouvons obtenir le
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Théoréme 4. Pour que la courbure horizontale dans S soit fonction seulement du
point, il faut et il suffit qu’on ait

(23) Cijkh = kMijkh s

otl k est la courbure horizontale (nécessairement positive).

En effet, en imposant la condition indiquée sur la courbure horizontale, on trouve
(Cijkh - kGijkh) &g =0

pour tous les vecteurs horizontaux ¢ et #. Il suit alors pour toute paire de vecteurs
Wi, Wa

(Gijkh = kGiju mim’;m;m:wiwgwfwg =0,
ce qui revient a

Pjokoh
(Cijkh - kMijkh) wiwswiw, = 0.

De cette condition, & cause des propriétés de symétrie mentionnées plus haut, il
suit justement (23).

En partant maintenant de la formule (16) et en contractant avec v’, on trouve,
compte tenu de la relation

(24) Vo =0,
qui résulte de v'v; = 1:
(25) Pay; = 2MAv; — Ap) — e

Cette formule donne le

Théoréme 5. Si A = const. et c;; est un champ de tenseurs récurents dans #
(cijm = axcy;), le champ v est un gradient.

3. Revenons maintenant & la structure presque-produit canonique de J# et consi-
dérons sur S le tenseur antisymétrique.

(26) s = (0185 ~ oY) o

Un calcul usuel donne pour le tenseur de structure de la structure presque-produit
envisagée [2]

(27) th = v + o),
d’ou
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Théoréme 6. La structure presque-produit canonique de J est intégrable si et
seulement si

(28) Wyj = Oy -
En particulier, ceci a lieu pour wy; = 0.

Corollaire. Si les hypothéses du théoréme 4 sont vérifiées, la structure presque-
produit de H est intégrable.

Remarquons aussi qu’a l'aide des formules (25) et (27), on trouve
(29) 22ty = (cand'v; — cp'v, — cup) VMO,

formule qui montre qu’il suffit que le tenseur c;; soit récurent pour que la structure
presque-produit canonique soit intégrable.

Un autre champ de tenseurs sur # qui présente de 'intérét est
(30) T; = ”i/k”h - vivh/k .
A T'aide de ce champ de tenseurs, on peut définir sur # la connexion linéaire
Gy rho= (&) + Tk,

ou {4} sont les symboles de Christoffel de V. Nous dirons que la connexion (31) est
la connexion presque-produit de S et, par un calcul direct, on trouve le

Théoréme 7. En notant par ,,;* la dérivée covariante par rapport a I', on a
(32) oL, =0.

Donc, le transport par parallélisme dans la connexion I' garde la structure presque-
produit de .

Pour le tenseur T, on a
(33) il;( = 0 .

Si I'on suppose T = 0, on trouve, en contractant avec v’ u;‘k = 0, donc, compte
tenu de (27), si la connexion I’ * coincide avec {',-'k}, la structure presque-produit
canonique de J# est intégrable.

Le tenseur de torsion de la connexion I est
(34) the = 2(v"wy — vfiy) -
11 satisfait aux relations

(35) th =0, Tho, = oy,
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d’ou il suit que t}, = O implique Pintégrabilité de la structure presque-produit
canonique de .

Le tenseur de courbure ¢ de la connexion I est donné par chacune des formules
(36) Qj'kh = Rj'kh - Us(”istkh + UjRiskh + Uj/kv/ih“ v/ikvj/h s
(37) Qjin = CixCh — CCin + Vinlh — Ubipm »
ol R est le tenseur de courbure de la métrique g. Il suit immédiatement
(38) Ohti = 0.
Aussi, la formule (37) peut s’interpréter par le

Théoréme 8. Considérons les conditions

a) CinCjx — Culjp = 0,

b) Oyl — Vipljm = 0,
i

c) Qjin = 0.

Si deux de ces conditions sont vérifiées, la troisiéme est aussi vérifiée et, nécessai-
rement, n = 2.

La derniére affirmation est une conséquence de a), qui donne rang (¢;;) = 1.
4. Considérons encore sur # le champ de tenseurs
— 32
(39) a;; = Aow; + ¢
* Ce champ définit sur # une nouvelle métrique riemannienne, positivement définie,

que nous appellerons la métrique asymptotique de # .
En notant

(40) P = 5mi,

ou, b est le tenseur réciproque de b (6™b;, = 6}), on trouve pour le tenseur réciproque
de a;;

(41) @l = %v"v" + p¥.

Les symboles de Christoffel de la métrique asymptotique de # sont {3} + 0%, ou
(42)

; : 1 y) : ;
ik = %(% ool + pMJ> Qe + cugs) + §<Dm”k/i +2 ‘}Tk v"v; + AZPmJ”k”.i/i)
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Une situation intéressante est celle ou la métrique asymptotique de # est con-
forme a la métrique g. On a alors

o + ¢ = 9g;; .

d’ou, en contractant avec v'v/, nous avons ¢ = A2 et il suit

(43) Cix = }'Z(gik - U.'l’k)
ou encore
(44) i by = /Iz(gik - zviuk) .

Un autre cas important est celui ou la longueur de tout vecteur horizontal est la
méme dans les métriques g et a. Il est facile de trouver la caractérisation de cette
situation
(45) Cj=my; =g — v;.

Les formules (43), (45) et le théoréme 3 montrent que dans ces deux situations la
courbure verticale de # dépend seulement du point et elle est égale respectivement
a —A* et —22. Aussi (théoréme 4), la combure horizontale de # dépend seulement

du point et elle est égale respectivement & A* et 1.
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