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BEITRAG ZU EINEM SATZ VON RAB

ZDENEK Husty, Brno

(Eingelangt am 24. Februar 1969)

1. Das Symbol O[f(x)], siehe [1;0.2,1], betrachten wir im Intervall I = {x,, o).
- Mit M[ay(x)] bezeichnet man eine quadratische Matrix von der Ordnung n, die

in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte das Element a;(x) hat. Z. B. alle Elemente der
Matrix M[a(x)] sind a(x) gleich, M(§) ist die Einheitsmatrix (5, ist das Kronecker-

symbol). Es gelten folgende Bezichungen: ) M[a}] = M[ Y a},] (man kann auch
s=1 s=1
m = o wablen), [£, Mlax()] i = M]3, () &}, O{M[a(x)]} = M{O[au(x)]:
IM[a.(x)]| = Y. |au(x)|- Mit dem Symbol = bezeichnet man eine einseitige Gleich-
k=1

heit. Z. B. ist o(1) = O(1). Die umgekehrte Gleichheit gilt allgemein nicht.

Es sei s =1,2,... Die Schreibweise ,,M[a}(x)] = O{M[b}(x)]} mit C(a,)“
bedeutet, daB fiir alle xel, i,k =1,2,...,n die Ungleichungen |a}(x)| < C(a,).

- |b3(®)], 0 < C(a,) € E; gelten. Die Aussage ,,M[a}(x)] = O{M[bj(x)]} gleichmi-
~ Big in bezug auf s bedeutet, daB die Folge {C(a,)} beschrinkt ist.

1.1. Es sei
(1'1); M[a,u(x)] = O{M[b,(x)]}.
Dann ist
(12) |M[aik(x)]l = O{lM[bik(")]l} ,

(1.3) 'f " IM[ba(]] dt = 0(1) = J' " IMLag()]] dt = 0(1) .

Beweis. Bs gelte (1.1). Dann ist [M[ay(x)]| = 2 ‘a,k(x)l = Z o[by(x)] =
= 0{ Z \b,k(x)l} so daB (1.2) in Kraft ist. Ferner ist ij \M[a,k(t)]l dt >
> X o{{M[bw(z)]l} dt & O{[%, [M[bu(t)]| dt, so daB (1.3) gilt.
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1.2. Es sei f(x) > 0 in I, [ f(x) dx = O(1). Ist M[ay(x)] = O{M[f(x)]}, so ist

I, [M[au(1)]] dt = O(1).
Beweis. Nach Abs. 1.1 geniigt es zu zeigen, dafl

fWme>mu

J:[M[f(t)]| dt = ‘M U;f(t) dt]

1.3. Es sei M[ay(x)] eine positive Matrix in I. Folgende Beziehungen gelten

(1.4) f:OO{M[aik(t)]} dt = j:oM{O[aik(t)]} dt =M { J " Ofau(t)] qt}>

X0

>M {0 I:.anik(t) dt]} =0 {M U:Oaik(t) dtjl} =0 U:OM[a a(1)] dt} .

Es ist

= |[M[Oo(1)]| = O(1).

Siche z. B. [2; Seite 15—16]. Gilt (1.4), so sagen wir, daB die Symbole (5 OM
vertauschbar sind. Ist [ M[a,(x)]dx < oo, so sind auch die Symbole [P OM

vertauschbar.

1.4. Es seien M[b3(x)], s = 1, 2, ..., positive Matrizen in I und es sei M[a}(x)] =

= O{M[b3(x)]} gleichmiBig in bezug auf s. Dann gilt

ZME] = 3, MBI - 3 MiOLk () -

= (3 0[bi(a)]) = MIOL 55391} = OML, Bl = Of S MDA

siche [2; S. 14].

Ist ferner sin[mk(x)] =M[O(1)], so ist s;ilM[aik(J;)] |>S§IO{M[b§k(x)]} -

= 0{ X M[(]} = 0{M[0(1)]} = M[o(1)]

2. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

Die Funktionen

(2.1) z(x), k=1,2,..,n
bzw. )
(2.2) Z(x), k=1,2,..,n
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bilden ein Hauptsystem der Gleichung

(a) Z0(x) + i‘; (':) ax) 20-9(x) = 0.,

ax)eCy(I), i=1,2,..,n
bzw.

®) 200 = 5, (%) o) + i) 25779 = .

i=1
px)eCo(l), i=1,2,..,n.
M[pik(x)] bezeichnet eine Matrix, deren Elemente folgendermaBen definiert sind:

0 fir i=1,2,...,n—1; k=12,

éik(x)=<_( )p,.ﬁ-k(x), i=—n, k=1,2,...,n.

N
n
n+1-—k

MLou(x)] = M~ [ P(x)] M[pa(x)] M[z" ()],

so daB

@3) ol = —Z() p(9) ) [ 109 ik = 1.2,

W)

wo W(x) die Wronskische Determinante der Funktionen (2.1), und Wjx) das alge-
braische Komplement des Elementes z{"~"(x) in der Determinante W/(x) darstellen.

3. Lemma. Ist

(3.1 r|M[<pik(x)]| dx < o0,
so ist

G2 MIZEVR] = MW M),

wo

- (33) M{su()] = 3 (=1 M@,
() ME(0)] = | ML M (] a1

s=1,2,..., M[ry(x)]=M(Sy)
gilt.

Beweis. Wendet man die Resultate des Satzes von Rdb — siehe [3] — auf die
Gleichung (p) an, so erhilt man Lemma 3.
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4. Es gelte (3.1). Dann ist
@) M = [ M) Ml d s

s=1,2,..., wo t, = x zu nechmen ist.

Die Formel (4.1) wird mittels Induktion in bezug auf s mit Hilfe von (3.4) bewiesen.

5. Es gelten folgende Voraussetzungen:

1° f(x) e Co(I), 0 < f(x) = O(1).

2° M[fu(x)] > 0, M*[fu(x)] = O{M[fu(x)]} mit C(f).

3° Die Matrizen M[fy(x) f(x)], s = 1,2, ... sind monoton fallend.
4° x(x) € Cy(I), %(x) > 0, %'(x) < 0, lim x(x) = 0.

Ist
(5-1) M[u(x)] = O(M{fu(x) f(x) [-#'(x)]}) mit C(o),
so gilt (3.1) und

(52) M[ri(] >o(M {f,-k(x) M}) mit Clof CUY™, s=1,2,..

Beweis. Es gelte (5.1). Es st [, fu(t) f(t) [—3'(£)] dt = O{fi(x0) f(xo) [#(x0) —
— #(x)]} = O(1), so daB nach Abs. 1.2 die Ungleichung (3.1) gilt. Unter Beriick-
sichtigung von (5.1) und Abs. 1.3 ist M[ri(x)] = [ M[@u(1)] d = O(M{[? f.(1) .
SO [—%(0)] dt}) = O{M[fu(x) f(x) #(x)]} mit C(p), so daB (5.2) fir s = 1 gilt.
Laut (3.4), (5.1), (5.2) ist M[r} (x)] = [¥ M[ou(t)] M[r5()] dt = [ O(M{ f.(t) .
70) [ (01} OMU() () AOT5B)) 0t = OMTE 1uld) SO (a1
- [—/(£)] dt}) mit C()*** . C(f)*. Nach den Voraussetzungen 3°, 4% ist M[r}"(x)] >
= 0L U (s D1} mi o™ CUY. 5 da (52 fr e
s =1, 2, ... 1n Kraft ist.

6. Satz. Es gelten die Voraussetzungen des Abs. 5. Dann ist
(61)  M[ZIO(x)] =Mz V()] {M(3a) + M[fu(x)] f(x) O[#(x)]} .

Beweis. Nach Abs. 5 gilt (3.1) und (5.2), so daB nach Lemma 3 die Formeln (3.2)
und (3.3) gelten. Dann ist

MEsu(3)] = M) + 3 (~1)" M[ris)]
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Laut (5.2) schlieBen wir, daB
MpM@]»o{M(m@ﬂiﬁ%ﬂﬁIﬂ

gleichmiBig in bezug auf s gilt, wo C = C(¢) . C(f) zu nehmen ist. Dann ist
MEsu(3)] = M(5) + 3. 0 (M { fulx) [ifl?'_”(i‘ll}) = MG, +

+ 0 (Ml 3 (S - s+ ot 170 - 1.
Hieraus folgt wegen 1°
(62) M[su(x)] = M(Su) + O{M[fu(x) f(x) «(x)]} -
Setzt man (6.2) in (3.2) ein, erhélt man (6.1).

Bemerkungen. a) Anstatt (6.1) kann man mit Riicksicht auf (3.2), (5.2)

(63)  MIZ ] = M (M) + 3 (-1 M) +

+ MLfu(x)] /()" O[e(x)"" 11}

schreiben.

b) Die Voraussetzungen 1°—3° werden von den Funktionen fu(x) = f(x) = 1
erfiillt, i, k =1,2....,n

7. Anstatt (6.1) resp. (6.3) kann man

(1) 2 = ) + 500 1) 16 O]
Lk=12,...,n,
resp.
09 e e« S EEES

n © Mo ©
o Z 1 J‘ j. N J\ q’""l(tl) (p"lVZ(tZ) i (p\'a-xk(ts) dts [ dtl +
Vs-1= x J it s—1

t.
+ ¥ 207 fu(x) F(x) 1 OL(x)*1], i k=1,2,--1
v=1 . .
schreiben, wo vy = v, t; = x zu nehmen ist.
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8. Es existieren derartige positive Funktionen P(x), s = 1,2, ..., n, dap fiir alle
iLk=12,.
_ )

W(x)

gilt, wobei die Funktionen fu(x),f(x) die Voraussetzungen 1°—3° des Abs. 5 er-
fiillen. Gilt

(8.1) [2(¥)]"7® = O[fulx) f(x) P((x)], s=1,2,...n

(8-2) J (%) P(x)dx < 00, s=1,2,....n,
so hat die Gleichung (p) das Hauptsystem (7.1) resp. (7.2), wo

(3 =[5, (7m0l P o

gesetzt wird.

Dieses folgt aus Satz 6, denn nach den Formeln (2.3), (8.1)—(8.3) gilt M[¢,(x)] =
> O(M{fy(x) f(x) [-%'(x)]}), wo die Funktion x(x) der Voraussetzung 4° des
Abs. 5 entspricht.

9. Beispiel. Es sei (a) eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten, deren
charakteristische Gleichung nur einfache Wurzeln 4; = 1, 2, ..., n hat, wobei

(9.1) Rel, < Rely <...< Re4,

gilt. Dann bilden die Funktionen e**, k = 1, 2, ..., n ein Hauptsystem der Gleichung
(a) Es ist [W(x)/W(x)] 28 9(x) = Qidp *exp {(& — ) x}, i,k =1,2,....,n mit
n (2; = A;)~*. Dann ist nach (2.3)
ji=1

jFi

oule) = = Qioxp (G = 2 (") i) 17 -
= i (= e dn = WA E, (7)) 00 (G ).

Ist

(9-2) Jm|ps(x)| =¥ dx < 0, s=1,2,...,n,
so gilt

(93) ou(x) = O{fu(®) F(x) [~#(x)]}, ik=1,2,...n,
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wo

(94) fik(x) — eRe(lk—l;)x, f(x) - eRe(M—ln)x ,

A(x) = j <>z () |p.(0)] i

gesetzt wird. Die Funktionen (9.4) in bezug auf (9.1), (9.2) erfiillen die Voraussetzun-
gen 1°—4° des Abs. 5 und nach (9.3) gilt (5.1) mit C(@) = QA", wo Q = max .
Aley), - 1@} 4 = max {1, |4,], |4,], ..., |4]} ist. GemaB dem Satz 6 und der
Formel (7.2), wo j = 1 gesetzt wird, hat die Gleichung (p) das Hauptsystem

x

Z(k,'—l)(x) o ¥ {)’;“—1 + z li—l j‘ e(i.k—).v)(t—x)l//vk(t) dt + eZRe(ln—An)xo[%Z(x)]} s
v=1

iLk=12,...,n,
WO

Yu(x) = Qéﬁl (:) 27 pdx)

zu nehmen ist. Dieses Ergebnis wird in der Arbeit [4] angefiihrt.
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