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STETIGE ABHANGIGKEIT VON EINEM PARAMETER
UND INVARIANTE MANNIGFALTIGKEITEN
FUR VERALLGEMEINERTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

STEFAN SCHWABIK, Praha

(Eingegangen am 25. April 1968)

Diese Arbeit ist dem Studium der, von JAROSLAV KURZWEIL abstammenden, ver-
allgemeinerten Differentialgleichungen gewidmet. Insbesondere werden Fragen der
stetigen Abhéngigkeit von einem Parameter und der Existenz einer invarianten Man-
nigfaltigkeit fiir diese Gleichungen untersucht. Die erzielten Ergebnisse werden dann
fiir die Untersuchung eines Differentialgleichungssystems mit Impulsen benutzt.

1. Grundbegriffe und Bezeichnungen

E, bezeichne den n-dimensionalen euklidischen Raum mit der iiblichen Norm
Ix] = (X x})"? fir x = (x4, ..., x,) € E,. M = E, sei eine offene Menge und G =
i=1

=M x (—o0, +0) = M x E, sei das kartesische Produkt der Mengen M und E,.
Sei F(x, t) : G — E, eine Abbildung der Menge G in E,. Wir bezeichnen A{F(x, 1) =
= F(x,t + 0) — F(x,7) und 4iF(y,t) = F(y + z,t) — F(y, t). Weiter bezeichne
h(t) (eventuell mit einem Index versehen) eine reelle, auf E, definierte Funktion, die
nichtfallend und von links stetig in E, ist.

Es sei & (G, h) eine Klasse von Funktionen, die G in E, abbilden, welche folgender-
weise definiert ist: Es ist F(x, t) € #(G, h), wenn

(L1) 477 "F(x, 1)) = |h(t;) — h(t,)| fir (x,1)eG, i=1,2;

(1,2) 4P 1A2F(x, t,)| < || - [h(z2) — h(zy)| fir (x,2,),(x + y, 1) €G, i=1,2

gilt,

Bezeichne weiter w(n) (eventue]l mit einem Index versehen) eine reelle nichtfallende,
fiir = 0 definierte, Funktion, die im Punkte # = 0 von rechts stetig ist und fiir die
w(0) = 0 gilt. Wie definieren die Klasse & *(G, h, w) von Funktionen, die G in E,
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abbilden, folgenderweise: Es ist F(x, t) € #*(G, h, o) wenn F(x, t) € #(G, h) ist und
wenn

(1.3) |ae7 " a4 (x, 1) = vl (2] [r(r2) = h(t)]

fir (x, 1), (x + », 1), (x + y + z, 1) e G, i = 1,2 gilt.

2. Verallgemeinerte Differentialgleichungen und deren Eigenschaften

Der Begriff der verallgemeinerten Differentialgleichung, and den wir da erinnern
wollen, wurde am Grund einer Verallgemeinerung des Perronschen Integralbegriffes
in [1] aufgebaut und wurde in den Arbeiten [2], [3] und in weiteren entwickelt.

Zuerst der Begriff des verallgemeinerten Integrales (siche [1]): Es sei 7, < t*;
8(7) > 0 sei eine Funktion die fiir t € {t,, t*) definiert ist und U(z, ¢) sei eine reelle
Funktion, deren Definitionsbereich die Ungleichungen 7, £ 7 £ ¥, 7 — 6(1) <
< t < 7 + (r) angeben. Eine reelle Funktion M(t), T € {1y, T*) nennen wir Ober-
funktion zu der Funktion U(t, t) wenn fiir 7 € {t4, t*) ein Wert §'(7), 0 < &'(r) <
< (1) so existiert, dass (T — 7o) (U(to, T) — U(to, 70)) = (t — 7o) (M(r) — M(z,))
fiir 7y — 6'(10) £ © < 7o + (7o) gilt. Eine reelle Funktion m(t) nennen wir Unter-
funktion zu der Funktion U(z, t) im Intervall {t4, t*), wenn —m(r) eine Oberfunk-
tion zu der Funktion —U(r, t) im Intervall {z,, t*) ist. Wenn es zu der Funktion
U(r, t) Oberfunktionen M(7) und Unterfunktionen m(t) gibt, dann gilt offenbar
M(t*) — M(ty) = m(t*) — m(ty). Die folgende Definition ist also berechtigt:

Ist U(z, t) so eine Funktion, dass zu U(z, 1) Oberfunktionen M(t) und Unterfunk-
tionen m(t) im Intervall {(t,, t*) existieren und ist

i;f (M(z*) — M(zy)) = sup (m(x*) — m(ry)) =1,

wobei das Infimum bzw. Supremum iiber alle Ober- bzw. Unterfunktionen zu U(z, )
im Intervall {t4, t*) genommen wird, dann ist die Funktion U(x, t) im Kurzweilschen
Sinn integrierbar und die Zahl I nennen wir verallgemeinertes Integral von U(x, 1)
im Intervall {t,, t*). Wir bezeichnen dann — ebenso wie in [1] — I = [{" DU(t, 1).

Bemerkung 2.1. Es sei f(1), 7 € {14, t*) eine endliche reelle Funktion; legen wir
U(r, 1) = f(r) t fiir 1, <t <t teE, dann existiert das Integral [ U(z, 1)
genau dann wenn das Integral [} f(r) dr im Perronschen Sinn existiert und beide
Integrale sind sich gleich. Ist ¢(t) eine auf E, definierte Funktion endlicher Variation,
dann existiert fiir die Funktion U(z, t) = f(t) ¢(t) das Integral [ DU(t, t) genau
dann, wenn das Perron-Stieltjessche Integral [ f(7) de(r) existiert und beide
Integrale sind einander gleich.

Ist U(z, t) = (Uy(x, 1), ..., U,(t, 1)) eine Vektorfunktion, dann bedeute: ;. DU(x, 1)
den Vektor (I DU (1, 1), ..., [% DU,(t, 1)).
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Weiter wird folgendes niitzlich sein:

Behauptung 2,1. Sei y/(o) eine reelle stetige nichtfallende auf (o, 6*) definierte
Funktion. Setzen wir voraus, dass die Funktion U(t, t) fiir (o)) < © < Y(o*),
T —68(t) £t <1+ 8(r) (6(r) > 0) fiir alle e (Y(oy), Y(o*)) definiert ist und es
existiere das Integral [}(s.) DU(t, t). Dann existiert auch das Integral [ DU(Y(o),
Y¥(s)) und es gilt

Y(a*) *
f DU, 1) = I DU(o), ¥(s)).

Y(oy)

Beweis. Da /(o) stetig und nichtfallend ist und der Definitionsbereich der Funk-
tion U(r, 1) bekannt ist, kann fiir jedes o € (o, 6*) soein Wert §(c) > 0 gegeben
werden, dass die Funktion U(y/(0), Y(s)) fiir 6, < 6 < 0%, 0 — §(0) < s < ¢ + §(0)
definiert ist. Sei nun M(r) eine beliebige Oberfunktion zu U(r, ) im Intervall

{Y(o4), (o). Es gilt
(o= 00) [UW(a0), ¥(0)) — U¥(00), ¥(00))] =

= T vty ) = e [, ) = Uh(e). b)) =
S G 0le) — Yle) [MOHE) — Moo =

= (0 = 00) [M(¥(0)) — M(¥(e0))],

sobald ¢ zu ¢, geniigend nahe steht; mit anderen Worten M(o) = M()(o)) ist eine
Oberfunktion zu U(y(0), Y(s)) im Intervall {o, 6*). Ebenso kann gezeigt werden,
dass wenn m(r) eine Unterfunktion zu U(t, t) in {Y(oy), ¥(o*)> ist, dann ist die
Funktion #i(c) = m(y(0)) eine Unterfunktion zu U(y(o), Y(s)) in (o4, o*). Daher
folgt nun aber sofort die Existenz des Integrales |7 DU(Y(o), ¥(s)) und auch die
Gleichung von der Behauptung.

In [2] wurde folgendes bewiesen (siche Lemma 3,1 in [2]):

Lemma 2,1. Sei U(t, 1) eine Funktion, deren Werte in E, liegen, so, dass [;. DU(z, t)
existiert. Sei weiter V(z, t) eine reelle Funktion, fiir die [ DV(z, t) existiert und es
existiere fiir jedes T € (T4, T*) ein 6(t) > 0 so, dass fiir

7, €Ty, T*) 0 (T = (1), T+ O(2))
die Ungleichung

I‘Cl — 1 HU(r, 1) = U, 10| £ (rp — ) (V(r, 7y) — V(1,7))
gilt. Dann ist || 5 DU(x, 1)| £ [& DV(x, 1).
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Speziell: Ist ¢(t) eine messbare beschrinkte nichtnegative Funktion und gilt
@10 U t) = Un )] < o) [A(t) = h(t)| fiir 1,15 € Coa 7

dann ist

22) 1 J “DU(, 1)

Tx

< J " o(e) dh(e) .

Tx

Bemerkung 2,2. Die Funktion h(t) erfiillt die Voraussetzungen vom Absatz 1. und
das Integral [}, ¢(t) dh(7) existiert offenbar. Man beniitzt dann nach der Bemerkung
2,1 den Zusammenhang des verallgemeinerten Integrales mit dem Perron-Stielt-
jesschen Integral.

Weiter ist (Lemma 3,3 von [2]):
Lemma 2,2. Hat die Funktion h(t) die im Absatz 1. beschriebenen Eigenschaften,

dann ist fir k =0,1,2, ...

@3) | #) dh(r) £ 1 [F%) — B ()] e < 7 T Tt e K
- k+1
Wir beweisen nun einen Hilfsatz, der weiter vom Nutzen sein wird:
Lemma 2,3. Sei go(r) eine nichtnegative fiir © € (T4, t*) definierte Funktion,
(%) < c fiir alle t € {1y, T*). Seien weiter K, und K, nichtnegative Konstanten so,
dass

@4 o) <K, + K J i(p(f) dh(?)

fiir & € {14, T*) gilt. Dann ist
(25) O a2
fiir T € {ty, T*).

Beweis. Wir zeigen, dass fiir alle [ = 0, 1, 2, ... die Ungleichung

2,6) o(8) < K, [1 + élK; J : f f :jdh(rl) dh(zy) ... dh(r,-):l +

& T3 [*T2
K f f f dh(z,) dh(zs) ... di(rys ) = B,(8)

gilt. Fir [ =0 fallt (2,6) mit (2,4) zusammen. Es gelte (2,6) fiir I = k. Es ist
lo(2) (h(t,) — h(t,))| < @) |1(t;) — h(t,)| fiir t1, 22 € (T4, T). Nach (2,2) ist also auch
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J% o(r) dh(z) £ [%, @(7) dh(7) fiir & € {4, 7*) und der Definition von &,(¢) nach ist

j i<1>,,(r) di(z) = K, Hidh(r) + Z: K J : (j . J :dh(rl) ... dh(c}) dh(z) +
- KE J 5( j ' f "dh(zy) .. dh(fkﬂ)) dh(z) =
_K, [ J dh(7) + zxz f J ) J o). dh(r,“):l

+K§HCJJ f ah(zy) ... dh(zs ) -

Von (2,4) folgt

4
o) K, + sz @() dh(z) =

[1 +ki11<2 f ‘fdh(rl) dh(r)]

s [ [ -

»N

6) gilt auch fiir [ = k + 1 und so gilt die Ungleichung (2,6) fiir alle I =
,1,2,...Nach (2,3)ist [ ... [2dh(z,) .. .dh(z;) < (1/i!) (h(€) — h(t4)) und also

o(e) < K, [1 sy Z(h@) h(r*))"] [0 = o)1)

1+ 1)'
Daher ergibt sich (2,5) nach dem Grenziibergang [ - + 0.

Die Funktionenklasse #(G, h) vom Absatz 1. fillt mit der Klasse F(G, h, w(n))
von [2] fiir w(n) = n zusammen. Wir fiihren noch weitere Ergebnisse von [2] an,
die wir zu unseren Untersuchungen brauchen werden.

Sei ein Intervall {ty,%,), —o0 < t; <1, < + 0 gegeben und sei {o,,0,) <
< {ty, t,y. Fir 1€{0y,0,) sei eine Funktion x(r) definiert, deren Werte in E,
liegen fiir die (x(z), 7) € G ist und

27 “x(TZ) - X(Tl)“ = lhl(Tz) - h1(71)|

fiir 74, 7, € {0y, 0, gilt. Fiir eine gegebene Zahl ¢ > 0 sei N = N(¢, a4, 05, hy) die
Menge aller t € oy, 6,) fiir die hy(t,) — hy(f) = & (hy(t.) = lim hy(7)) ist. Weiter
kand %

sei A = A(¢, 0y, 05, hy) die Menge aller Teilungen des Intervalles <oy, c,)> die
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{oco, Tiy Ogy eeey Ty ocs} bezeichnet werden und folgende Eigenschaften haben: o, =
=g STy Sy S Sa ST S =0, 00 <0y <...<o,wennt;¢N ist,
dann sei hy(o;) — hy(;—;) < & und wenn 7; € N ist, dann sei hy(t;) — hy(2;—) < &,
hy(a;) — hy(t;4+) < & und o; > 7.

In [2] (Lemma 1,1) wurde gezeigt, dass die Menge A4 nicht leer ist und dass der
folgende Existenzsatz fiir das Integral {72 DF(x(t), f) mit der obigen Funktion x(t)
(siche Satz 1,1 in [2]) gilt: Ist F(x t) € Z(G, h), dann existiert das Integral
32 DF(x(7), t) und fiir ein beliebiges ¢ > 0 und eine Teilung {a, 7, %y, ..., Ty, %4} €
€ A(¢, 04, 0,, hy) gilt die Abschitzung

< &n[h(o,) — h(a,) + hy(oz) = hy(o1)]s

DF(x(1), 1) — Y. 4;
o =

wobei 4; = F(x(t;), ;) — F(x(t;), 0—4) fiir 7;¢ N und 4; = F(x(t;+), o) —
— F(x(t;+), 1:+) + F(x(z;), t;+) — F(x(;), o) fiir 7, N.

Die obige Abschitzung folgt in [2] unmittelbar von der Beweismethode der
Existenz des Integrales 72 DF(x(t), t). Es wurde dort die Existenz fiir die einzelnen
Komponenten der Vektorfunktion bewiesen und daher kommt dann die Dimen-
sion n auf der rechten Seite der Abschétzung als ein multiplikativer Faktor. Diesen
Faktor kann man z. B. folgenderweise beseitigen:

In [1] (Satz 1,2,1 und Lemma 1,2,1) wurde bewiesen, dass wenn das Integral
f DF(x(), h) existiert (dieses sichert der oben zitierte Satz von [2], wenn F(x, 1) €
Z(G, h) ist und wenn (2,7) gllt) dann kann dieses Integral mit einer beliebigen

Genauigkeit durch die Summe Z [F(x(t,) a;) — F(x(t}), a;—4)] angenédhert werden,
wobei {xg, T3, ..., Tr, %}

’

op=0ay ST =20] £ O =0y, O <o <os<..<o

A
IIA

’
= T

eine geniigend feine, sonst beliebige Teilung des Intervalles {0y, o,) ist. Sei nun
& > 0 gegeben und N sei wie oben. Sei weiter {xg, 7y, ..., 75, &} € A(&, 04, 03, hy)

festgelegt. Setzen wir voraus, dass fiir die Teilung {af, 7}, @1, ..., T, oy N <
< {1}, 15, ..., T} ist, wenn t; € N dann gelte h(«}) — h(r;+) < & und sei {a, 7§, o1, ...
- Ty, 04} eine Verfeinerung der Teilung {op, 74, ..., T, oc} d. h. ;e {}, ..., 7} fiir
=1,2,...,5 und o;€{ag,af,..., 0} fir i = 0 1,2,...,s; sei weiter fiir j =
=1,2,...,8
’ ’ ’ ’ ’ .
Ojoy =0, S Tppag S 0pa1 S eee S 0 pmy—1 = Tipbmy =
— ’ ’ ’ —_
- Tj é alj-f‘m_y é s é Tl;+s,- é alj‘l'Sj - aj .

A; soll dieselbe Bedeutung haben, wie im bevor zitierten Satz von [2]. Sei nun zuerst
7;¢ N. Dann gilt nach (1,2) und nachdem {uq, 7y, ..., 7, o} € 4(&, 04, 05, hy) ist,
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folgendes:
1;+s;
14, = 3 [F(s(e ) = Fx(). )] S
=t

lj+sy
< 3 (5. ) = F(x(5). 5i-1) = Fls(eh ) + FGxe) oi-0)] <
=l
lj+sj
< S (e = ()] [h(oi) = Wai-0)] < &) — hoy-0)]-
=4
Fiir den zweiten moglichen Fall 7;e N ist aus denselben Griinden wie fiir den ersten
Fall

14, 5 [Fs(e ) = (e i) <

lj+§_1 [F(x(z), 1) = Fx(z)), ai-1) = F(x(z3), o) + F(x(z}), o) +

+ [FCe(ry+), aym) = F(x(z;4), 14+) + F(x(z)), 754) — F(x(2,), eym,)| +

SR ) = FOa(e4),04-) = Fs(e) ) + PO )]

I=1j+mj+

IIA

< &l emy-1) = B(oy-0)] + [|x(z;+) = x(z))]| [A(@ysm) — h(z;+)] +
+ &[h(%;) — h(eiyem)] =
< &) = h(oy-1)] + [hu(zj+) = hale)] [Pt m;) — h(z;+)] =
< &h(e) = h(a-1) + hy(z;+) = ha(z))] -
Wenn wir also die Teilung {og, t1, af, ..., T, &%} so fein wihlen, dass die zu ihr
gehdrende Summeli‘1 [F(x(tt), «7) — F(x(tz), «;-4)] das Integral (3 DF(x(), f) vor-

geschriebenerweise annéhert, dann geben die obigen Ungleichungen (nach Summation
iiber j) die Ungleichung

” é:l[F ((x1), ) — F(x(x), o-1)] —jidj" < {h(o2) — k(o) + hy(o2) — hy(ey)]
d. h. es gilt

< &[(os) — hor) + hos) — hulo1)] + ¢

[(ore@0 -4,
a1 j=1
fiir jedes positive ¢. Es gilt also der folgende
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Satz. Sei F(x,t)e #(G,h) und die Funktion x(7),te {0y, 0,> erfiille(2,7).
Dann existiert das Integral [J: DF(x(t), t) und es gibt ein &, > 0 so dass fiir 0 <
< & < &, und eine beliebige Teilung {ay, 1y, ..., Ts o} € A(&, 04, 03, hy)

(2.8) | J‘”DF(x(T), f) —j;A J!f < ¢[h(a,) — h(oy) + hy(02) = hy(o)],

o1

gilt, wobei 4; = F(x(1;), o;) — F(x(x;), ;—,) fiir 1;¢ N und 4; = F(x(t;+), a;) —
— F(x(t;+), t;+) + F(x(z;), 7:+) — F(x(t;), o;—4) fiir T;€ N ist.

Bemerkung 2,3. Eine Analyse der Forderungen, die eine Teilung erfiillen muss um
zu A(€, 04, 0,, h,) gehdren, zeigt, dass eine zu A(¢, 64, 05, hy) gehdrende Teilung von
der Funktion F(x, 1) € #(G, h) nicht abhéngt. Es ist auch zu sehen, dass man in der
Menge A(¢, 64, 65, hy) eine Teilung mit einer minimalen Anzahl der Teilungspunkte
wihlen kann; man kann eine Teilung {oco,rl, Ogy -nes Tgs ocs} z. B. so wihlen, dass
s < 3(hy(o,) — hy(o,))/¢ ist d. h. die minimale Anzahl der Teilungspunkte wird nur
von dem Zuwachs der Funktion h, auf dem Intervall {o;, 0, und von der Zahl ¢
abhéngen.

Nach diesen notwendigen Begriffen und Behauptungen wenden wir uns zu der
Definition der verallgemeinerten Differentialgleichungen und deren Eigenschaften.

Definition 2,1. (vgl. Definition 2,1,1 in [1]). Es sei —o0 < t; < t, < +o0. Unter
einer Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung
(29) & _ DF(x, 1)
T
in Intervall {t;, t,) verstehen wir soeine Funktion x(1), t; < © < t, fiir die (x(z), 7) €
€G fir Telt;, ;) ist und x(o,) = x(6) + [72 DF(x(), t) fiir alle 0, 0,; t; <
<0, <0, < t,gilt.

Lemma 2,4. Es sei F(x, ) eine auf G definierte Funktion, deren Werte in E, liegen
und die (1,1) erfiillt. Sei y(r) eine auf (73, 74), 13 < 17, definierte Funktion so, dass
(¥(x), 1) e G fiir Te<t3,1,) ist und das Integral [ DF(y(t), t) existiere. Dann ist
[z DF(y(x), 1)]| < h(r4) — h(zs). Ist speziell x(7) eine Losung der Gleichung (2,9)
in Intervall <{t,, ¢,> dann ist

(2,10) llx(u) - X(Ts)“ = h(T4) = h(zs)
fiir alle 73, 74 € {ty, 1,0, T3 < T4

Beweis (ist in [2], Lemma 2,1 angefiihrt). Ein anderer Beweis ist: Von (1,1) und
(2.2) ist sofort || 32 DF(y(x), #)|| < [ dh(x) = h(z4) — h(r3). Die Ungleichung (2,10)
fiir den Spezialfall einer Losung ist eine Folgerung der eben bewiesenen Ungleichung
und der Definition 2,1.
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Setzen wir voraus, dass F(x, t) € (G, h) und bezeichnen wir G, die Menge aller
(x, 1) € G, fiir die (x + F(x, t+) — F(x, 1), {) € G ist, wobei F(x, t+) = lim F(x, 7).

Tty

Wiihlen wir einen Punkt (x, ) € Gy und ein o > 0 so, dass (x, 7) € G ist, sobald
to ST < to + 0, |x — x| £ h(r) — h(to+) wo x; = xo + F(xo, to+) — F(Xo, 1o).
Soein ¢ > 0 kann man offenbar finden. Unter diesen Voraussetzungen existiert im
Intervall to, 1o + o) eine Losung der Gleichung (2,9), fiir die x(t,) = x, ist. (Diese
Behauptung ist der Inhalt des Satzes 2,1 in [2].)

Im weiteren bezeichnen wir die Losung der Gleichung (2,9) mit der Anfangsbe-
dingung % im Augenblick ¥ mit x(%, %, 7) (bzw. x(X, ) wenn es klar ist, welches ¥
gemeint wird). Es wird also x(%, 7, ¥) = % (bzw. x(&, ) = X) sein.

Satz 2,1. Wenn F(x, t) e #(G, h) ist und wenn x(%, t, t), x(¥, t1, ) Losungen der
Gleichung (2,9) im Intervall {t,, t,> sind, dann gilt

(2.11) X%, 11, 2) = x(7, 12, 7)|| < | = F @m0
fiir jedes T € {ty, t,).

Beweis. Der Definition einer Losung der Gleichung (2,9) zufolge ist

*(E 1, 0) = x(5, 1y, 0) = % — § + '[ " DLF(X(%, 11, 7)) — F(x(5, 12, 7), 1] =

151

A
=%-7 +J D[AFE1D=%0:1D F(x(, t4, 1), 1)]

ty

fiir o € {1y, t,>. Nach (1,2) ist fiir t5, t, € {1y, t,>
477 B AZE D TXCD B(X(F, 15, 1), 13)|| £ | %(, 11, 1) — x(F, 14, 7)| |h(ts) — h(t3)] -

Die Funktion [x(%, t;, ©) — x(J, t1, T)|| ist beschrankt (vgl. (2,10)), nichtnegativ und
messbar. Vom Lemma 2.1 ergibt sich so

f DLAZE9=0:18 F(x(§, 1, 7), 1)] < j [x(, 15 %) = x(7 11, 9)] dh(2)
t

151

und also auch |[x(%, t,, o) — x(7, t1,0)| < | ¥ = §|| + [7, |*(%, t1, ©) — (5, ty, 7)|| dh(2).
Daher und vom Lemma 2,3 folgt (2,11).

Bemerkung 2,4. Der Satz 2,1 fillt mit dem Satz 3,1 aus [2] zusammen. Von (2,11)
folgt fiir X = § auch x(%, 1, t) = x(J, t;, 1) fiir 7€ ty, t,); dadurch ist also die
Eindeutigkeit der Losungen der Gleichung (2,9) fiir wachsende Werte von t (die
sogenannte Eindeutigkeit vorwéirts) beweisen; fiir fallendes T muss die Losung nicht
eindeutig bestimmt sein (in [2] fiihrt J. Kurzweil ein Beispiel an, wo diese Eigenschaft
gezeigt wird (siche die Bemerkung 2,1 in [2])). Ebenso wie auch in der klassischen
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Theorie kann eine Losung fortgesetzt werden (nach vorne bzw. rechts) und man kann
iiber vollkommene ,,Losungskurven sprechen.

Satz 2,2. Es sei F(x,t)e #*(G, h, ) und seien x(ii + 7, 1), x(#, ), x(3 + ¥, 1),
x(#, ) Losungen der Gleichung (2,9) im Intervall {t,,t,) fiir die x(#i + J, ;) =
=i+ §, x(d@,t,) = d,x(5 + §,t,) = + §, x(, t,) = ¥ ist .Dann ist

,7)

fiir ©e {1y, t,), wo n(o, 7) eine fiir (5,7) € <0, +0) x {t;,t,) definierte Funktion
ist, die stetig im Punkte O inbezug auf die Verdnderliche t, nichtfallend in o fiir
jedes te 1y, t,), nichtfallend in < fiir jedes ¢ = 0 ist und fiir die n(0, r) = 0 fiir
T ety, t,) ist.

(212)  [x(@ + 5, 7) = x(@ 1) = x( + 5, 7) + x(5,9)]| = |7 n(a - 7

Beweis. Von der Definition der Losung Gleichung (2,9) ist fiir & e {1y, t,>
x(@ + 3, &) — x(i1, &) — x(F + 7, &) + x(3, &) =

= J‘E D[F(x(@ + §,7),t) — F(x(#, 1), 1) — F(x(3 + §,7), 1) + F(x(, 1), 1)] .

ty
Weiter ist
AFTO[F(x( + 3, 1), t3) — F(x(@, 1), t3) — F(x(# + J, 7), t3) + F(x(#,7), t3)] =
= A:4—tsdi(ﬁ,r)-x(ﬁ,r)A;(N)",t)-x(ﬁﬂ) F(x(f)', 1:), t;) —
— ApTRAZEHINTOATI@RIIIED B(x(fi 4+ §,1), 1), s, ty €ty 1)
Dabher ergibt sich nach (1,2), (1,3) und (2,11) die Ungleichung
[~ B[F(x(ii + §, ), t5) — F(x(iI, ©), t;) — F(x(8 + 3, 7). t) + F(x(, 7), t5)]]| <
< o — o] FO7H) [[5]) OTHWIR(,) — h(ts)] +
+ |x(@ + 3,7) — x(@, t) — x(5 + 7, 7) + x(&, 7)| |h(ts) — h(t3)] -
Bezeichnet man noch C = h(t,) — h(t;) dann geben Lemma 2,1 und 2,3
[x(@ + 5, &) — x(@, &) — x(@ + 7, &) + x(3 )| =
< I3 o1 - o] &) e

Legt man da 7(s, ) = o(0e€) e€Ce"@ 7", 50 erhilt man (2,12).

Bemerkung 2,5. Nach der Arbeit [8] von I. VRKOC kann nach 2,12 behauptet
werden, dass fiir den im Satz 2,2 gegebenen Fall die Losungen der Gleichung 2,9
nach den Anfangsbedingungen X stetig differenzierbar sind.
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3. Stetige Abhiingigkeit von einem Parameter

Wir beweisen zuerst folgenden

Satz 3,1. Sei —oo <t <t +00; Fyx,1)e F(G, hy), F(x,1)eF(G,h\
Setzen wir voraus, dass

(3.1) sup  ||F(x, 1) — Fo(x, 1) < &.
(x,1)eM x {t1,t2>

Sei weiter xo(%o» 11, T) = xo(7) eine Lisung der Gleichung

(32) & DFy(x, 1)
dr

im Intervall {ty, 1, und sei x(X, t;, 1) = x(t) eine Losung der Gleichung

(3.3) dx = DF(x, t)
dr

im Intervall {ty,t,). Dann gilt fiir ein beliebiges { > 0
(3.4) [x(6) = xo(0)]| < Ky||% — %o + Kae +

fiir jedes o € {ty,,), wobei die Zahl K, = 0 nur von der Differenz h(t,) — h(t,)
abhingt und die Zahl K, Z 0 héingt von { und von den Differenzen h(t,) — h(ty),
ho(t,) — ho(t,) ab.

Beweis. Sei 0 € {ty, t,». De Definition einer Losung nach ist

[x(0) = xo(0)]| =

=

% — % + J " DF(x(e), ) — Fo(xo(2), 1)]

< s - 5ol + -

j DLF((). 1) — Flxo(e) 1]

; j DL, ) = Pl ]

K
Nach (1,2) ist
1437 LF(x(2). 13) = F(xo(2)s ta)]]| = [ 487243070 F(xo(2), 13)]| =
< |Ix(2) = xo(2)|| |A(ta) — B(t5)| fiir 5,1, € {ty, 1)

Wihlen wir weiter beliebig eine Zahl {; > 0. Der Ungleichung (2,8) zufolge gibt es
soeine ganze Zahl s dass man nach (3,1)

Sdes + (g

”.[ :D[F(x"(ﬂ’ 1) — Fo(xo(c), )]
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schreiben kann. Die ganze Zahl s hingt mit der Anzahl der Teilpunkte der Teilung
zusammen, die die Abschitzung des Integrales [, D[F(x,(t), t) — Fo(xo(7), 1)]
nach (2,8) gibt. Die Zahl s bzw. die zugehorige Teilung kann so gewéhlt werden, dass
diese nur von der Zahl {, und der Differenz ho(f,) — ho(t;) abhingen wird (vgl.
Bemerkung 2,3). Das Lemma 2,1 (Bezichung (2,2)) liefert so die folgende Ungleichung:

[x(0) = xo(@)] = [ — %] + j "15(0) = xo(e)] dh(E) + des + ¢,

Mit Riicksicht auf (2,9) ist ||x(r) — xo(7)| eine beschréinkte und messbare Funktion
und Lemma 2,3 gibt also die Ungleichung

[x(6) — xo(0)]| = (% — %o + 4es + ¢,) O

Wihlen wir nun zu gegebenem ¢ > 0 die Zahl {, so, dass 0 < {; < {/e"™ ") ypd
legen wir K, = 4se"™ 7 g — QHMDTh1) o pekommen wir sofort die Unglei-
chung (3,4).

Folgerung 3,1. Sind die Voraussetzungen des Satzes 3,1 erfiillt, dann gibt es fiir
jedes n > 0 ein & > 0 so, dass fiir |¥ — %, < & und ¢ < & die Ungleichung

(3.5) [%(0) = xo(0)] < n
fiir alle o € {ty, t,) gilt.
Beweis: Im Satz 3,1 legen wir { < 7/2; zu diesem { bestimmen wir dem Satz 3,1

nach die Konstante K, und wihlen dann 0 < § < min (y/4K,, n/4K).

Bemerkung 3,1. Ersetzen wir im Satz 3,1 die Voraussetzung (3,1) durch die Ung-
leichung

45~ B[F(x, ts) — Fo(x, t3)]]| < ¢|hs(ta) — hy(t3)] fir xeM, tstielt, 1),

dann liefert die direkte Anwendung vom Lemma 2,3 statt (3,4) die Abschétzung
[x(e) = xo(@)] = [ = Foll + 2(hs(t) — hy(22))] 770

Satz 3.2. Es sei —o0 < t; <1, < +0, Fo(x, )€ #(G, hy), F(x, t) € Z(G, h) und
sei (3,1) erfiillt. Setzen wir voraus, dass x(%o, 4, ©) = Xo(7) eine derartige Lisung
der Gleichung (3,2) im Intervall {ty, t,) ist, dass es ein @ > 0 gibt, fiir welches
(xo(r), 7), TELty, 1,y in G zusammen mit seiner ¢ — Umgebung liegt'). Wenn
die Werte ¢ > 0 und |% — %,| geniigend klein sind, dann existiert eine Losung
x(%, t1, 1) = x(t) der Gleichung (3,3) im Intervall {t;, t;,> und fiir n > 0 gilt die
Abschitzung (3,5).

1y 4. h. fiir jedes 1o € {14, 1, gilt: ist |t — 15| < @, ||y — xo(?o)|| < ¢ dannist auch (y, 1) €G.
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Beweis. Zuerst zeigen wir, dass (¥ + F(%, t,+) — F(%, t,),t;) € G d. h. (&, 1) e
€ Gy ist, damit man den Existenzsatz fiir die Losung der Gleichung (3,3) verwenden
kann. Es ist '

24 F(% t,+) — F(X,t,) =
=%+ % — %o + F(%, t;+) — F(%, ;) — Fo(X, t;+) + Fo(X, t,) + Fo(% 1, +) —
— Fo(%, t;) — Fo(%o, t1+) + Fo%o, t1) + Fo(%o, t;+) — Fo(%o, t1) =
= %o + Fo(Ro, t,+) — Fo(%o, t1) + 2z,

woz =X — % + [F(% t1+) — F(%, t;) — Fo(%, t,+) + Fo(%, t,)] + [Fo(%, t;+) —
— Fo(%, t;) — Fo(%0, t1+) + Fo(%o, t;)]. Wenn wir nun (3,1) und (1,2) beniitzen,
dann bekommen wir

lz]l < [[% = %o|| + 2¢ + [ = %of| (hots+) — ho(t1)) =
=2¢ + ||X — Zo|| [1 + ho(t:+) — ho(t:)] -

Wihlt man & < ¢/8, || — Xo|| < (¢/4) [1 + ho(t;+) — ho(t:)]™*, dann wird ||z|| <
< ¢/2 sein. Der Eigenschaften der Losungen der Gleichung (3,2) wegen ist

%+ F(% ti+) — F(X, 1;) = %o + Fo(%o, t1+) — Fo(%o, t1) + z = xo(t;+) + z,

nachdem xo(t; +) = Xy + Fo(%o, t;+) — Fo(%o, t,) ist (vgl. [2]).

Da (xo(t), 7) zusammen mit seiner ¢-Umgebung in G liegt, gilt: wenn |y —
— xo(ty+)|| < eist, dannist auch (y, t,) € G. Esist aber |% + F(%, t,+) — F(%, 1,) —
— xo(ty+)| = ||z|| < e/2 und also ist (% + F(%,t,+) — F(%, t;),t;) € G. Der im
Absatz 2. zitierte Existenzsatz fiir die Losung der Gleichung (3,3) ermdglicht ein
o > 0 derart zu wihlen, dass die Losung x(£, t, t) der Gleichung (3,3) im Intervall
{t;, t; + o) existiert, Sei nun t; € (ty, t,) der grosste mogliche Wert, fiir welchen die
Lasung x(, t;, ) = x(r) im Intervall <t,, t;) existiert. Offenbar hat x(t5) einen Sinn.
‘Wir setzen t; < t, voraus und zeigen, dass dann die Losung der Gleichung (3,3)
im Intervall {¢,,t; + o,) existieren muss, wo ¢; > 0 ist; es ist also notwendig
auch t; = t,. Legen wir darum # = ¢/4 und sei 6 > 0 die Zahl, welche zu 7 nach der
Folgerung 3,1 gehdrt. Nach (3,5) ist ||x(t3) — x,(ts)| < n = /4 fiir € < & und
[|& — %o|| < 6. Ebenso wie am Anfang des Beweises kann man nun zeigen, dass
(x(t3), t3) € Gy ist und eine weitere Beniitzung des Existenzsatzes ermdglicht ein
derartiges g, > 0 zu finden, dass die L3sung x(x(t3), t, 7) der Gleichung (3,3) im
Intervall {t;,t; + o,) existiert. Die durch die Gleichungen: x(7) = x(%, ¢y, 7) fiir
e ty, t3), x(t) = x(x(t3), ts, 7) fiir v e {ts, t3 + o, definierte Funktion x(7) ist
eine Losung der Gleichung (3,3) im Intervall {t,,ts;, + ;) und so existiert die
Losung x(r) der Gleichung (3,3) im ganzen Intervall {t,,t,). Die Giiltigkeit der
Abschitzung (3,5) kommt von der Folgerung 3,1.

Bemerkung 3,2. Der Satz 3,2 entspricht den bekannten Sitzen iiber die stetige Ab-
hingigkeit von einem Parameter fiir Differentialgleichungen (z. B. Satz 4,2,1 in [1],
Satz 4,2 in [2], Sétze 1,1; 4,1; 7,1 in [4] und weitere).
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Bezeichnen wir fiir d > 0 mit dem Symbol M, die Menge aller x e M mit der
Eigenschaft, dass wenn ||x — y|| < d ist, dann ist auch y e M.

Satz 33. Es sei —oo <t; <t, <+, F(x,t)e F¥*G, h, ), Fo(x,1)e
€ F*(G, ho, wo) und d > 0. x(z, 1) = x(z, t1, 1) bzw. xo(z, ) = Xo(2, 11, T) sei eine
Losung der Gleichung (3,3) bzw. (3,2) im Intervall {t,t,>, ze M und gelte
[%(z, ©) = xo(z, 7)| < e fiir T € {ty, 1,9, z € M. Dann gilt

(3:6) Ix(z2, ) = (21, 7) = Xo(z2, 7) = Xo(z1, D) < Mo) |22 = 2]

fiir Te {ty, 1,), 2y, z, € M, bei passendem d, wo Ag) eine nichtfallende, fiir ¢ = 0
definierte Funktion ist und lim A() = 0 gilt.

=0+

Beweis. Fiir z; = z, ist (3,6) trivial erfiillt. Es seien (o, 7), flo(0, t) Funktionen,
die fiir die Funktionen F(x, f), Fo(x, t) der Satz 2,2 bestimmt. Legen wir H(o) =
= (o, 15) + 1o(0, t,); die Funktion H(c) ist fiir ¢ = 0 definiert, nichtfallend und es
ist lim H(o) = 0. Legen wir weiter ¢; = d2/4 und definieren A(¢) = 3¢'/* + H(2¢'%)

-0+
fir ge{0,0,> und Ag) = max (A(g,), P 7MW 4 ot "WED) fiir o > o,. Die
derart definierte Funktion A(Q) hat die im Satz verlangten Eigenschaften. Dem Satz
2,1 zufolge ist [x(z1,7) — x(z5,7)| = |22 — z4] &P 7HW und |xo(z1, 7) —
— (22, T)|| S |22 — 24 0P fiir 1€ty 1,). Wenn @ > gy ist, ist (3,6)
erfiillt; wenn 20 < A(o) ||z, — z, ist, dann ist (3,6) wieder — der Voraussetzung
nach — erfiillt. Setzen wir nun voraus, dass g, 2, 2,, ;0 < ¢ £ 01,0 < ||Zz -z " =
< 26/4(0), £, £, € My, T € {14, 1, so existieren, dass

[%(Z2, %) = x(21, %) — Xo(22, 7) — Xo(Z1, ?)|| = 4(@) |22 — Z4
ist. Von (2,12) im Satz 2,2 folgt
%21 + G+ 1) (22 = 21), %) = x(&1 + j(22 — 21)F) — x(2, T) + x(Z,, 7)| =
< |22 = 2 n(i]lz. - 2. 12)
fiir jede natiirliche Zahl j fiir die j||Z, — Z,| < d ist. Daher
Ix(2: + Kz = 21). %) — x(21, 7) = K[x(2,, ¥) — x(Z1, ]| =
k-1
< zo]lx(z1 +(+1)(2 - 2,),7) — x(21 + j(2, — £,), %) — x(22, %) + x(Z,, F)|| £
=
k-1 ,
< ¥ |25 - 2l iz - 2] 1) < k|22 - 2] 0]z = 2] 12)
=
fiir jede natiirliche Zahl k fiir die k|Z, — 2, < d ist. Ebenso fiir x,(z, 7) ist

Ixo(Z1 + k(22 = 21) T) = xo(Z15 T) — K[xo(22, ) — xo(Z1, D)]|| =
S k"ZZ - 51" "O(knfz -z, t,)
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fiir jede derartige natiirliche Zahl k, dass k|2, — Z1| < d ist. Daher weiter ist
[%(21 + k(22 = 2,), 2) = xo(21 + K(Z, — Z1)s B) = X(21, F) + xo(Z1, F) —
— K[x(22, %) — %21, ) — xo(220 ) + Xo(Z1, D)]| <
< K|z, — 2, H(k| 22 — Z4])
und also
%21 + Kz, — 20, %) — x4z, + k(z, — 2, %) =
> k|[x(22 7) — x(2,, T) — xo(22> ) + Xo(Z1, D) —
= %21, ) = xol20, D) = K]z, = E] HK[Z. - 21]) =
2 K|z, — 2, 42) — @ - K|z, — 2| Hk]Z, - Z,]) =
= k|2, — 2, (38" + H(28'?)) - g — k|2 — 2. H(k| 2, - Z,])
fiir jede natiirliche Zahl k, fiir welche k|Z, — #,|| < d ist. Nachdem ¢ < d?/4 und

|2, — 2| < 28/4(0) = 28/(36% + H(25"?)) < 43" < §'/* < d|2 ist, gibt es eine
natiirliche Zahl [ so, dass ¢'/> < ||z, — %, < [|26"/* < d ist und also

|%(z, + 1(Z2 — £1),%) — xo(Z; + Iz, — 2,),9)| 2
= 1|z, — ;] (32"* + H(28"?)) — & — 1|2, — 2, H(|Z, - z,])) =
> 312, — 7,|| g2 - 6 2 3g"*0"* — =20

Dieser Widerspruch mit der Voraussetzung beweist unseren Satz.

Satz 3,4. Es sei —o0 <t <t, < +00, F(x,t)€ F*G, h,w), Fo(x, t)e F¥G,
ho, o) und sei d > 0 gegeben. Setzen wir voraus, dass (3,1) erfiillt ist. Sei weiter
XeM, und Ze M, Wenn x(%,%) = x(%, 11, 7), x(£,7) = x(Z, t;, 7) bzw. xo(X, 1) =
= xo(%, 11, T)s Xo(2, ) = xo(2, t;, 1) Ldsungen der Gleichung (3,3) bzw. (3,2) im
Intervall {t, t,) sind, dann ist \

(.7 [x( 1) = x(%, 1) = (2 1) + %ol D) = 2 = %] 4i(e)

fiir T € {ty, 15>, wo A,(¢) eine in der rechten Umgebung der Null definierte Funktion
ist und fiir die lim 1,(¢) = 0 gilt.

>0+
Beweis. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 3,3 und der Fol-
gerung 3,1.

Bemerkung 3,3. Der Satz 3,4 entspricht den Sdtzen 3,1; 6,1; 9; 1; von [4], die da
fiir andere Gleichungstype bewiesen sind. Auch die Beweismethoden sind von den
unseren verschieden und schwieriger. Mit den in [4] gebrauchten Methoden konnen
unseren Sitzen 3,1, 3,2 und 3,4 dhnliche Sétze bewiesen werden. Es wird.dabei die
dquivalente Definition durch Integralsummen des verallgemeinerten Integrales
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beniitzt und es wird von der Ungleichung (2,8) vom Absatz 2. ausgegangen. Der
Vollsténdigkeit wegen fiihren wir da ohne Beweis einen Satz und ein Lemma an, die
dem Satz 2,1 und dem Lemma 1,1 in [4] entsprechen und die man, wie es oben
beschrieben wurde, beweisen kann.

Satz 3,5. Sei —o0 < t; < t, < +00, F(x, ) e F*(G, h, w), Fy(x, t)e?*(G ho, )
und sei %, j € M. Es sei (3,1) erfiillt und gelte

(38) |42 BLF(x, 01) = Fo(x, o1)]] = #(2) V]

fiir (x,0;),(x + y,0)eM x {t;, 1,5, i =1,2, wo y(¢) eine fiir ¢ = 0 definierte
nichtfallende Funktion ist, fiir die lim y(¢) = 0O gilt. Sind x(%,7), x(Z,7) bzw.

€70+
xo(%, 1), Xo(Z, ©) Ldsungen der Gleichung (3,3) bzw. (3,2) im Intervall {t, t,), dann
gilt (3,7) fiir te {ty, t,).

Lemma 3,1. Sei —o0 <1, <1, < +o0, F(x,t)e F¥G, h, w), Fo(x, 1) e F*(G,
ho, wo) und es gelte (3,1). Dann existiert eine Funktion y(e) die fiir ¢ > 0 definiert,
nichtfallend ist und fiir die lim y(¢) = 0 gilt, derart, dass (3,8) fiir alle (x, 6;), (x +

g0+

+ y,0)eM X {ty, 1,), i = 1,2 erfiillt ist.

E

Es ist offenbar, dass wenn wir das Lemma 3,1 und den Satz 3,5 beniitzen so be-
kommen wir wie in [4] den Satz 3,4.

Setzen wir nun weiter voraus, dass 4 eine Menge von Parametern ist, sei 4o € A
ein Hiufungspunkt der Menge A. Es seien fiir A€ A Funktionen h;,(f) gegeben, die
die Voraussetzungen vom Absatz 1. erfiillen und sei noch zusétzlich die Funktion
h,.(t) in der Variablen ¢ stetig. Seien weiter fiir 4 € A, F;(x, ) auf G definierte Funk-
tionen und sei —o0 < t; < t, < +00. Setzen wir weiter voraus, dass

(3,9 lim F,(x, t) = F,(x, t) gleichmissig fiir (x,t)e M x {t;,t,),
A=A

(3,10 lim h,(t) = hy(t)
A=A

fiir jedes t € (ty, t,) ist.

Bemerkung 3,4. Mit Riicksicht auf die Stetigkeit der Funktion h,(¢) und auf die
Monotonie der Funktion h A(t) ist (3,10) sogar gleichmissig im Intervall (¢, t,)
erfiillt.

Wir fithren nun zwei Sitze fiir die verallgemeinerte Differentialgleichung

dx

(3.11) il DF(x, t)

an.
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Satz 3,6. Sei F,(x, t) € #(G, h,) fiir A€ A und es gelte (3,9) und (3,10). Sei x,,(7)
eine Losung der Gleichung (3,11) fiir A = Ao im Intervall {t,,t,) die mit einer

ihrer g-Umgebung in G liegt. Weiter sei noch y, € M fiir € A so, dass lim [|y,1 -
A=2o

- XAO(H)” = 0. Dann existiert eine Zahl § > 0 derart, dass fiir 1 € A, ]l - )vol <
eine Losung x,(t) = x,(y;, 11, 7) der Gleichung (3,11) im Intervall <t,, t,) existiert
und

(3.12) lllim x;(1) = x3,(7)

=0
gleichmdssig im Intervall {t, t,) ist.

Beweis. Der Bemerkung 3,4 nach ist lim h,(r) = h,() gleichméssig im Intervall
A~ 2o

{ty, 1,>. Also gibt es fiir ein beliebiges ¢; > 0 ein §; > 0 so, dass fiir Il - /IOI < 44,
hy(t;) — hy(ts) S hyg(tz) — ha(ts) + & sein wird. Fiir 1€ 4, |2 — Ao| < &, werden
also die Konstanten K; und K, vom Satz 3,1 vom Parameter A nicht abhingen. Die
Behauptung des Satzes ist nun schon eine einfache Folgerung der Sétze 3,1 und 3,2
wenn man statt der Gleichung (3,2) die Gleichung (3,11) fiir A = A, und statt der
Gleichung (3,3) die Gleichung (3,11) fiir A€ 4, |4 — 4| < 6, nimmt.

Satz 3.7. Sei F,(x, 1) € F*(G, h;, o) fiir A € A und gelte (3,9) und (3,10); sei d > 0
und %, je My x)(% 1) = x;(% t1,7), x4(2, 1) = x4(2, t,, ©) seien Ldsungen der
Gleichung (3,11) im Intervall {ty, t,) fiir alle A€ A. Dann gibt es eine Zahl 6 > 0
so, dass fiir A€ A, |4 — Ay| < &

(B13)  [xiE ) = xaE, 1) — Xal(8 1) + x5 D) = 2 = Z] ¥(|4 - o)

fiir Te{ty, t,) gilt, wo Y(¢) eine in einer rechten Umgebung der Null auf der
reellen Achse definierte nichtnegative Funktion ist, fiir die lim y(g) = 0 ist.

-0,

Beweis. Der Satz is eine unmittelbare Folgerung der Sitze 3,6 und 3,4.

Bemerkung 3.5. Auch fiir den Fall der Gleichung (3_,11), die vom Parameter 1
abhingen kann man einen Satz und ein Lemma, die dem Satz 3,5 und dem Lemma
3,1 analogisch sind, formulieren.

4. Invariante Mannigfaltigkeiten

Definition 4.1. Es sei M eine Menge in einem metrischen Raum. Fluss in M wird
die Menge % der Abbildungen x vom Intervall J(x) = E, (offen, abgeschlossen oder
halboffen) in M genannt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(4,1)  Wenn x e Z ist, J sei ein Intervall, J = J(x) und sei y durch die Bezichung
¥(t) = x(7) fiir = € J definiert, dann ist y € & und J(y) = J.
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(42) Ist Xe M, i€ E, dann gibt es ein ye Z, J(y) = <%, 1,), ¥ < 7, 50, dass
¥(%) = X ist.

(43) Seix;e %, i = 1,2. Wenn fiir irgendein 7, € J(x;) 0 J(x,) x,(t,) = *2(7;)
gilt, dann ist x,(7) = x,(z) fiir 7€ J(x,) N J(xz) N {74, +00).

(44) Wenn x;e%, TelJ(x;) fir i=1,2,3,... ist und x(r) = x,(r) fiir ¢
€ J(x;) N J(x;) wenn i,j =1,2,3,... ist, dann gibt es ein ye %, J(y) =
= UJ(x;) und es gilt y(r) = x,(z) fir te J(x;), i =1,2,3,...

Von (4,2)—(4,4) folgt die folgende Behauptung:
(4,5) Fiir ¥e M, e E, gibt es ein x(&, 7) € Z derart, dass ¥ e J(x(%, 7)), x(?) = %
ist und wenn y € Z, y(%) = % ist, dann ist J(y) N <%, + ) = J(x(7, %)) und

es gilt y(t) = x(%, %) (7) fir Te J(y) 0 (% +o). Die Abbildung x(%, %)
wird vollkommene Losung in £ genannt.

Es sei X ein Banachraum mit der Norm H yund sei M < X eine offene Menge in X.
Es sei ein Fluss & in M gegeben und es gelte:

Wenn x(%, 7) () €  fiir £ € M, € Ey, T > 7 existiert, dann existiert x(% + 7, T) (t)
fiir alle € X fiir welche der Wert |§|x geniigend klein ist.

Setzen wir voraus, dass 7, : <0, +00) - <0, +o0), 7,(0) = 0, stetig und nicht-
fallend ist und dass 1, : <0, + o) x <0, +00) = <0, + ), 1,(s, ) nichtfallend in s
fiir festes ¢, nichtfallend in ¢ fiir festes s ist und dass 1,(0, f) = 0 fiir £ > 0 gilt.

Es seien weiter folgende Relationen erfiillt:
(4,6) Ist x(%, 7)e &, e J(x(% 7)), dann ist
[x( + 5,2) (&) — x(%, D @lx < 10 |7
fiir geniigend kleine Werte von ||
(47)  Ist x(%, ?) e %, x(2, %) e &, T J(x(%, %)) n J(x(Z, 7)), dann ist
(& + 5,7 (z) = (%, 2) (z) — x(Z + 7, 7) () + (%) (Dx =
< (% - Zx, 7) |7]x
fiir geniigend kleine Werte von | )”7| X

Die Menge aller Fliisse mit diesen Eigenschaften bezeichnen wir mit X.

Wir definieren nun den Abstand von zwei Fliissen: Es seien &, # Fliissein M < X,
X sei ein Banachraum mit der Norm |.|x. Es sei 4 = M, T > 0 gegeben; x(#, ©),
y(ﬁ, %) seien vollkommene Losungen in & und % und es gelte:

(48) IstideA, teE,, dannist <%, 7 + T) = J(x(i, %)) n J()(ii, ¥)).
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Legen wir R(Z, ¥, A, T) = inf 2, wo E die Menge solcher Zahlen A ist, dass
z

(49) Ix(7 9) () — »(@ B @) < 2
firdied TeE, te<%,7 + T) gilt und
(410) |x(@ D) (2) - x5 D) (0) = (5 2) () + 36, ) Dy = A — ol

firii,0e A, T € E;, te€{%, T + T) erfiillt ist. Ist die Menge = leer, dann legen wir
R = +oo (wenn 4, %, Z (4,8) erfiillende Fliisse sind, dann gilt R(Z, %, 4, T) <
S R%, Z, A, T) + R(Z,%, A, T)). Setzen wir voraus, dass X = X x X,; |x[x =
= |xi|x, + [x2]x, Wenn x = (x4, x,) € X, x, € X,, x, € X, ist, (|.|x, |x, sind
Normen in X, X, X 2); legen wir weiter

'Ixx’

M = &[(xq, X2); X1 € Xy, [x(]x, <2, x;€X,]

Anstatt x(X,¥) werden wir manchmal auch (x,(%, %), x(%, 7)) oder (x,(%;, %5, %),
x,(Xy, X,, ) schreiben, wenn es nétig sein sollte die Zugehorigkeit des Elementes
vom Fluss zu den Rdumen X, X, vorzuheben.

Satz 4,1. Setzen wir voraus, dass x, o, it, m, n, v, L derartige positive Konstanten
sind, dass p<m <n <v, x> 1 gilt. Es existieren Konstanten D > 0, T > 0,
k > 0,0 < S < L(diese hingen von 1y, 15, %, g, m, n, v, L ab) so, dass folgendes
gilt:

Es sei X eX, X =(0,%,), dann ist J(x(%, %)) = <%, +0) und x,(%,%)(x) =0
fiir 1€ (%, +o0) und es seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

(4,11) Ist% = (%, %) € X, ||y, < 0, %, € X,0 %, € X5, T€ E, dann ist J(x(%, 7)) =
= (%, +0) und |xy(%, %) (t)|x, < %™ %4y, fiir © = 7.

(4,12) Ist % = (0, %,), = (0, §,), T € E, dann ist
[x2(% ) (7) = %25 8) (D Z 717 T (%, — Py,
firt = 1.
Legen wir
(4,13). A = 8[(x1, x,2); x(€ Xy, [x4fx, S %71, x,€X,].
Dann gibt es fiir einen beliebigen Fluss % in A, fiir den
(4,14) R(Z,%,A,2T)< D

ist, eine Abbildung p : X, x E; — X so, dass fiir p und die Elemente des Flusses %
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(4,15) lp(xza t)lxl <5, IP(xz, t) - P()’2, t)lxl = lez"" )’ZIXZ fiir x5, y,€X,, te E;.
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(4.16) Ist %,€X,, fEEl’jzl =~p(£2, 7), X = (%, %,), dann gibt es ein ye ¥ so,
dass J(y) = Ey, y(8) = %, 1(1) = p(y,(x), 7) fiir 1 E, ist.

(4’17) Fir X,eX,, |’E1|X1 =28, %,€X,, T€E, existieren x, ye¥ so, dass
J(x) = (%, +OO)’ J(Y) =E,;, xl(f) = Xy, xz(f) = X,, J’1(T) = p(Yz(T), T)
fiir T € E, ist und es gilt

(@) = i@l + () = 20l < ke 0%, — p(%,, D,

firt = 1.

(4.18) Wennx,ye®, J(x) = J(y) = E; und x,(z) = p(x,(2), 1), y1(c) = p(y2(2), 7)
fir teEy ist, dann gilt [xy(t,) — yy(t,)|x, = k™1™ |xy(c,) —
- yz(ﬁ)lxzﬁir T 2 Ty

Den Beweis des Satzes geben wir da nicht; dieser sit in [6] ndmlich fiir sogenannte
differenzierbare Fliisse bewiesen d. h. fiir Fliisse, fiir welche die Ableitung
0/0% x(%, %) () existiert, anstatt (4,6) die Ungleichung |(9/0%) x(7, ?) (7)] < n4(7) gilt
wenn x(J, ¥) € &, T € J(x) ist und anstatt (4,7), wenn noch zusitzlich x(, ¥) e Z ist,
die Ungleichung |(9/0%) x(7, ?) () — (6/0%) x(2, ¥) (v)] < no(|9 — |, 7) gilt. Der
Beweis wird in [6] derart gegeben, dass der Satz von einem allgemeineren Satz in [5]
hergeleitet wird; in [6] im Absatz 4. wird der Beweis eingehend durchgefiihrt, fiir
unseren Fall kann man diesen ohne Einschriankungen, mit unwesentlichen Modifi-
kationen, die von der Umtauschung der zitierten Voraussetzungen von [6] durch
(4,6) und (4,7) kommen, durchfiihren.

Vom Satz 4,1 leiten wir nun einen Satz iiber die invariante Mannigfaltigkeit fiir die
verallgemeinerte Differentialgleichungen vom Absatz 2 her. Es sei X = E, = E,, X
x E,, ny + n, = n. Sei weiter x = (xy, x,), x; €E,,, X, €E,,. Wir bezeichnen

na’

nj
Pl = (0 %5 = (o oo 5= 1,2 und egen o] = ] + [l

|.| ist offenbar eine Norm in E,, die mit der Norm |.|| in E, dquivalent ist (|x| <
< |x| £ /2. |x[)); in den Behauptungen der vorgehenden Absitze kann man ohne
Einschrinkung die Norm |.| statt der Norm | .| beniitzen. Setzen wir weiter voraus,
dass

M = &[(xy, x;) €E,; x|y <2, x,€E,], G=M x E,

ist. Fiir die Funktion F(x,t):G — E, beniitzen wir die Bezeichnung F(x, ) =
= (Fy(xy, X3, ), F5(xy, X5, 1)) und die zugehorige Differentialgleichung dx/dt =
= DF(x, t) werden wir ausfiihrlicher in der Form dx,/dt = DFy(xy, x,, t) dx,/dt =
= DF,(xy, x,, t) schreiben.

Satz 4,2. Es seien x, 0, t, m, n, v, L positive Konstanten, p <m <n <v, x > 1.
Es existieren Konstanten k > 0, &, > 0, S > 0, S < L so, dass die folgende Be-

hauptung gilt:
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Sei Fo(x, t) € F*(G, ho, wo), Fo(x, 1) = (Fo1(x, 1), Fos(x, 1)), Fo1(0, x5, t) = O fiir

x,€E,, te E; und die Losungen der Gleichung
d

(4,19) = = DFy(x, 1)
dr

(ausfﬁhrlicher %ﬁ = DFy(xy,%3,7), ‘:Txg = DFg,(xy, X5, 1:))
T T

sollen die folgenden Bedingungen erfiillen:

(4,20) Wenn X, €E,, ”illll < o0, X,€E,,, T E, ist, dann gibt es eine Losung
x = (x4, x) der Gleichung (4,19), die in <%, +o0) definiert ist, fiir, die
x4(%) = Xy, x,(f) = %, gilt und es ist die Ungleichung

[x1(@)]|s < %)%,
fiir T = 7 erfiillt.

(4.21) Wennx = (x4, %5), y = (v1, y,) fiir © € E, definierte Lésungen der Gleichung
(4,19) sind so, dass y,(t) = x,(1) = 0 fiir t€ E, ist, dann gilt

[x2(22) = ya(z2)||2 2 %7 1e 27 x5(2s) — ya(zy)|2
fiir 7, g T4

Wenn F(x, t) € #*(G, h, w) eine Funktion ist, fiir die

(422) sup ||F(x, 1) — Fo(x, 1) <€,

(x,t)eM X E;

0 < ¢ < & gilt, dann existiert eine Abbildung p(x,, 1) : E, x E; - E, so, dass
fiir p und die Losungen der Gleichung

@2 & DF(x, 1)
dt

folgende Bedingungen erfiillt sind:
@24) [P 1)1 < S, |pxas 1) = p(vas )]s < Llx2 = v, fiir x5, 92 € B, tEy.

(4,25) IstX,€E,, teE,, % = p(%,, ) dann gibt es eine auf E, definierte Lisung
(%15 x,) der Gleichung (4,23) derart, dass x,() = %,, x,(%) = %, ist und
fiir T e E, die Gleichung x(t) = p(x,(z), ) gilt.

(4.26) Fiir %, €E,, ||% |, £2S, t€E,, %,€E,, existieren auf (%, +o0) bzw.
auf E, definierte Lisungen (x4, x,) bzw. (¥1» ¥2) der Gleichung (4,23) so,
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dass x,(%) = &1, x,(F) = %3, y4(r) = p(ya(t), 1) fiir teE, ist und die
Ungleichung

%@ = 7@l + [*20) = v:()]2 = ke™ 9z, = p(5,, 7]

fiirt = %"'erfﬁllt ist.

(427) Wenn (x4, x,), (1, y2) auf E; definierte Lisungen der Gleichung (4,23)
sind und x,(t) = p(x,(z), 7), y:(%) = p(y2(2), 7) fiir = € E, gilt, dann ist die
Ungleichung

[x2(z2) = ya(z2)]2 2 k™™™ xy(c)) — ya(ry)|2
fiir v, 2 4 erfiillt.

Beweis. Es sei % die Menge der Losungen der Gleichung (4,19) und sei % die
Menge der Losungen der Gleichung (4,23). X und % sind Fliisse in M ((4,1) ist eine
Folgerung der Definition einer Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung,
(4,2) folgt von dem Existenzsatz, (4,3) ist eine Folgerung des Satzes 2,1 (vgl. Be-
merkung 2,4), (4,4) ist offenbar). (4,6) ist eine Folgerung von (2,11), wo fiir F(x, f)
bzw. Fo(x, £) wir n4(f) = €@ bzw. n,(f) = " legen, (4,7) folgt vom Satz 2,2
(vgl. die Beziehung (2,12)) wo 1,(t) bzw. 110,(¢) fiir F(x, t) bzw. fiir Fy(x, t) den zuge-
horigen Funktionen 7 von (2,12) entsprechen. Die Bedingungen (4,20) und (4,21)
sind in einer anderen Formulation die Bedingungen (4,11) und (4,12) vom Satz 4,1.
Es seien T und D nach dem Satz 4,1 gewidhlt und A4 sei der Beziehung (4,13) nach
gegeben. Offenbar ist A = M, fiir d =2 — x~! > 1; dem Satz 3,1 (siche Folge-
rung 3,1) und dem Satz 3,4 nach folgt sofort, dass es soein {, > 0 gibt, dass fiir
0 < { < {, von (4,22) sofort die Bezichung (4,14) folgt. Die Behauptungen des
Satzes 4,2 sind also Folgerungen des Satzes 4,1, dessen Voraussetzungen wir eben
beglaubigten.

Bemerkung 4.1. Ist fo(x, t) :M x E; — E, soeine Funktion, dass

o D] S Ko oo ) = folln D] S Kolx = | fir (5., ()G,
[fo(x + 3, 1) = folx, 1) = fo(z + ¥, 1) + fo(z, )| < Ko wo(]y]) |[x — 2|

fﬁr (x’ t)’ (Z’ t)’ (x + Vs t)’ (Z + Y, t) € G iSt; f()(x’ t) = (fOl(xla X2, t)a fOZ(xI’ X2, t));
f01(0, x5, 8) = 0 fiir x,€E,, teE,, gilt und wenn die Losungen der Differential-
gleichung

’ g)f —_
(4,19) » fo(x, )

die Bedingungen (4.20) und (4,21) erfiillen, dann gelten fiir eine derartige Funktion
f(x, 1) : G - E, fiir welche |f(x, t)| < K,,

1) = £ 0] S Kol —y] fir (x,0), ()€ G

419



und
[f(x 4 20) = f(x ) = Sz + 3, 1) + f(z 1) < Ky o]y]) |x — 2]
fir (x, 1), (z, 1), (x + y,1),(z + ¥ t) € G ist und fiir welche

(4.22) J'H|f(x, 7) — fo(x, )| dr < ¢

mit xe M, 0 < A £ 1, te E, und geniigend kleinem { gilt, die Behauptungen des
Satzes 4,2 fiir die Losungen der Differentialgleichung

02 ).

Bei den gegebenen Voraussetzungen ist nimlich F(x, 1) e #*(G, K,t, o) fiir F(x, 1) =
= (1 f(x,7)dr, to € E; und ebenso Fo(x, 1) = [}, fo(x, t) dr € F*(G, Kot, w,). Die
Behauptung von dieser Bemerkung folgt vom Zusammenhang der Losungen der
Gleichung (4,23") (bzw. (4,19')) mit den Losungen der Gleichung (4,23) (bzw. (4,19))

(vl [1])-

Bemerkung 4.2. Invariante Mannigfaltigkeit der Gleichung (4,19) ist die Menge
&[(xy, x5,7); x; =0€E,; x,€E,, e E;] und invariante Mannigfaltigkeit der
Gleichung (4,23) ist die Menge

E(x1, X2, 7); x,€E,, t€Ey, x; = p(x5,7)],

wo p die Abbildung vom Satz 4,2 ist. Von der Behauptung des Satzes 4,2 folgt, dass
die invariante Mannigfaltigkeit der Gleichung (4,3) gleichmissig exponentialsta-
bil ist.

5. Anwendungen

Setzen wir voraus, dass die Mengen M und G dieselbe Bedeutung, wie im Absatz 1.
haben und seien f(x, f) und g(x, t) auf G definierte Funktionen, deren Werte in E,
liegen.

Sei eine Folge reeller Zahlen {#,};-> ., so gegeben, dass ... < t_, <t_; <ty <
<ty < t,...ist. Wir definieren fiir t € E, eine Funktion s(f) folgenderweise: s(t) = k
fiir t € (t;, ty+,». Die Funktion s(f) ist offenbar nichtfallend und von links stetig
in E;.

Es sei K > 0 eine Konstante und es gelte:
(.1) lf ol =K, ot 9] =K fir (x,1)eG;
(52) 1) = S0 0 SKlx = ¥l o) — o0 D] < Kljx = ]
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fir (x, 1), (v, 1) € G;

a+T
(53) a) lim —%f f(x,7) dr = fo(x) gleichmissig fir xeM, a€E,
T-ow a

b) lim 1 Y g(x,t;) = go(x) gleichmissig fir xeM, aeE,.
T—- o T tiea,a+T)

Nach (5,3) a) ist offenbar |fo(x)]| = K, [|fo(x) — fo(x)| £ K|x = y|, x,yeM.

Uber die Funktion go(x) setzen wir voraus, dass (K; > 0)

HQO(x)H =K, Hgo(x) - go(}’)” < KIHX - yH fir x,yeM.

gilt. Dieses ist z. B. danner fiillt, wenn |(s(a + 4) — s(a))/A4| £ C fiir a € E;, A > 0 gilt.
Dann ist namlich nach (5,1) bzw. nach (5,2) || go(x)| < KC|A4 bzw. ||go(x) — g0(y)| <
< (KC/A)|x — y| und es geniigt K, = KC|A zu legen.

Wir werden das Differentialgleichungssystem mit Impulsen untersuchen, welches
oft formalerweise (besonders in technischen Anwendungen) in der Form

dx t
(5.4) 5 el f(e 1) + g(x, 1) X 8t — 1)]
geschrieben wird, wobei & > 0 ein kleiner Parameter und 4(t) die bekannte Dirac-
funktion ist. Nach einer formalen Berechnung gibt die iibliche Transformation
t = 1/¢ die Gleichung

dx T T >

(5.5) " f<x, s) + &g (x, 8) i=}_’~:85(r et;) .

Unter einer Losung der Gleichung (5,5) (bzw. (5,4)) verstehen wir intuitiv soeine, im
Definitionsintervall von links stetige, Funktion x(t) (bzw. x(¢)), die in den Intervallen
(ets, ety 1y (bzw. (¢, 1;4 1) Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung dx/dt =
= f(x, t/e) (bzw. dx/dt = &f(x, t)) ist und in den Punkten e&t; (bzw. t;) Spriinge der
Grésse eg(x(et;), t;) (bzw. eg(x(t;), t;)) besitzt. Diesen intuitiven Lsungsbegriff
machen wir nun mit Hilfe der Theorie der verallgemeinerten Differentialgleichungen
vom Absatz 2 exakt. Wir werden uns vorldufig mit der Gleichung (5,5) befassen und
konstruieren eine verallgemeinerte Differentialgleichung, deren Losungen alle oben
angefiihrten Eigenschaften des intuitiven Losungsbegriffes einer Losung der Gleichung
(5;5) haben werden (dhnlicherweise kann man auch Losungen verwandter Gleichungs-
typen definieren, die z. B. nicht den kleinen Parameter ¢ enthalten miissen). Legen wir

(56) Rl = [ 15 ae e B ate),
0

i=s(0)

wo s(t) die, in der Einleitung des Absatzes definierte, Funktion ist (fiir Ny > N,

N» Ny
legen wir )’ = — ).
i=N; i=N2
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Unter einer Losung der Gleichung (5,5) werden wir nun eine L3sung der verall-
gemeinerten Differentialgleichung

.7

dx

= DF (x,t
= ox. 1)

verstehen (vgl. Absatz 2), wo die rechte Seite dieser Gleichung die Beziehung (5,6)
angibt.
Definieren wir weiter noch

(58) Fo(x, 1) = [fo(x) + go(x)] - t

Es sei h(t) = K(t + &s(t/¢)); h(t) ist eine von links stetige nichtfallende in E; de-
finierte Funktion. Sei —o0 < Ty < T, < +0, ¢ > 0 und (x, T;) € G fiir j = 1, 2.

Von (5,1) folgt
T>
f f(x, f) dr
Ty 17

< K(T, — T)) + Ke(s(Ta/e) — s(Tyfe)) = |h(Ts) — h(T) -

s(T2/e)

el ¥ glnn)] =

i=s(Ty/e)+1

|47 F(x T =

Ebenso bekommt man von (5,2) fiir (x, T}), (x + y, T;)) € G, j = 1,2 und ¢ > 0 die
Ungleichung

|45 AF(x T < |] [h(T2) = (T3] -

Fiir F(x, t), ¢ > 0 sind also (1,1) und (1,2) mit der Funktion h, erfiillt und also ist
F(x, 1) € #(G, h,). Ahnlicherweise, wenn man hy(f) = (K + K,) ¢ legt, kann ge-
zeigt werden, dass Fo(x, 1) € #(G, hy) ist.

Bemerkung 5,1. Auf Grund der Theorie der verallgemeinerten Differentialglei-
chungen vom Absatz 2 (siehe auch [1] und [2]) kann leicht gezeigt werden, dass die
Losungen der verallgemeinerten Differentialgleichung (5,7) alle, im intuitiven L&-
sungsbegriff der ,klassischen* Gleichung (5,5), verlangten Eigenschaften besitzen.
Die Stetigkeit von links folgt von (2,10). Fiir eine Losung der Gleichung (5,7) mit
der in (5,6) definierten rechten Seite ist (siche [2], Beziehung (2,2))

s(t/e)

X(o+) = X(7) = Fx(e), t+) — Fx(x),7) = 8[ Z g(X(f) 1) = % 900 1]

und also x(et;+) — x(et;) = eg(x(et;), t;). In Intervallen der Form (et;, &t; > entspre-
chen die Losungen der verallgemeinerten Differentialgleichung (5,7) den Ldsungen
der klassischen Gleichung dx/dt = f(x, t/e), wie dieses von der Form der Funktion
F (x, t) von (5,6) sofort hervorkommt (vgl. [2], Absatz 2,2).

Sei weiter Ty, T (—o0 < Ty < T2 < +o0 sonst beliebig) gegeben und sei (x, 1)
€M x (T, T,). Dann ist
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s(t/e)
+le Y gl t) — go(x) ] =
=5(0)

i

IF.(x, 1) = Fol 1) < |

(-

s(t/g)
#lo 3 o t) — 0o -

t/e

e| f(x,0)do — fo(x) 1
0

t/e

= |1 -f f(x,0)do — fo(x)|| + [1]

& s(t/e)
2% 1) = a0l)
t i=s(0) ;

Daher und von (5,3) ergibt sich, nachdem das Intervall (T}, T,) beschrinkt ist,
sofort

(5.9) lim F(x, 1) = Fo(x, ) gleichmissigin M x (T}, Tr) .
E0+

Wir bemerken noch, dass die verallgemeinerte Differentialgleichung

(5.10) & = DFy(x. 1) = D[(fulx) + 90(=) ]

T

der klassischen autonomen Gleichung
dx
(5.11) i fo(x) + go(x)

in dem Sinn entspricht, dass wenn eine Funktion x(7) Losung der Gleichung (5,11)
ist dann ist diese auch Losung der Gleichung (5,10) und umgekehrt (siche [2]
Absatz 2,2). .

Von (5,9) ist es klar dass fiir ein beliebiges & > 0 es ein ¢, > 0 so gibt, dass fiir
£€<0, &)

sup [F(x, 1) — Fo(x, )| < €
(x,)eM x(T1,T2)

ist. Es sind also die Voraussetzungen des Satzes 3,2 erfiillt und man kann auf dessen
Grund folgendes behaupten:

Behauptung 5,1. Es gelte (5,1), (5,2), (5,3). Es sei xo(t) eine Losung der Gleichung
(5,11) in Intervall <T, T,», —0 < Ty < T, < + 0, die in G zusammen mit einer
o-Umgebung liegt. Sei fiir ¢ > 0 ein X, € M derart gegeben, dass lim ||%, — xo(T)| =

>0+

= 0 ist. Dann gibt es zu jedem 5 > 0 ein ¢, > 0 so, dass fiir jedes c € (O, eO) eine
Losung x,(t) der Gleichung (5,7) im Intervall (T}, T,) existiert, fiir die X(T,) = X,
ist und

(5.12) [%47) = xo(r)]| <n
fiir alle T € (T, T,) gilt.
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Ebenso, wie wir zu der Gleichung (5,5) die zugehdrige verallgemeinerte Differen-
tialgleichung (5,7) bestimmten, bestimmen wir nun die verallgemeinerte Differential-
gleichung

(5.13) & DGy(x, 1)
dz

welche zu der Gleichung (5,4) gehort. Es wird also

t s(t)
Gx,1) = 8'[ f(x,0)do +¢ Y, g(x, 1)
0 i=5(0)
sein. Offenbar ist G,(x, t) = F(x, &), wobei F,(x, t) die Bezichung (5,6) angibt. Die
zu der Gleichung (5,4) gehorende verallgemeinerte Differentialgleichung (5,13) kann
man also in der Form

(5,14 dx DF (x, et)
dt

schreiben, wo die Funktion F(x, ) die Beziehung (5,6) angibt. Unter einer L3sung
der Differentialgleichung (5,4) werden wir (ebenso wie fiir die Gleichung (5,5)) die
Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung (5,14) verstehen. So wie in der
Bemerkung 5,1 kann gezeigt werden, dass die Losungen der Gleichung (5,14) alle
oben angefiihrten intuitiven Eigenschaften einer Losung der Gleichung (5,4) haben.

Satz 5.1. Sei —o0 < T; < T, < 400 und es gelte (5,1), (5,2), (5,3). Sei x,(t)
eine Lisung der Gleichung (5,11) im Intervall {T,, T,), die zusammen mit einer
ihrer g-Umgebung in G liegt. Sei weiter noch fiir ¢ > 0 ein X, € M so gegeben, dass
lim |%, — xo(Ty)|| = O ist. Dann kann man zu jedem n > 0 ein &, > 0 so finden,
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dass fiir 0 < & < g, eine Losung x(t) der Gleichung (5,4) im Intervall {T\[e, T,[e)
derart existiert, dass x(T[¢) = X, ist und

(5.15) [x8) = xo(er)] <
fiir alle t e (Ty[e, Ty[e) gilt.

Beweis. Es sei g, > 0 der Behauptung 5,1 nach gewéhlt. Nach dieser Behauptung
existiert fiir 0 < & < g, eine Losung X,(r) (im Intervall (T, T,)) der Gleichung
(5,7), fiir die X,(T;) = %, ist. Nach der Definition einer Lsung der verallgemeinerten
Differentialgleichung (5,7) (vgl. Absatz 2) gilt also fiir jedes t, € Ty, T,) die Glei-
chung %(t,) = X, + [}, DF(X,(t), ). Daher ist fiir o, € (T}, T,[¢) die Gleichung
% e0,) = %, + [ DF(X(1), 1) erfiillt. Wenn wir nun im letzten Integral die
Transformation der Variablen, welche durch die Funktion |//(a) = &0 gegeben ist,
durchfiihren, dann ergibt sich nach der Behauptung 2,1 vom Absatz 2 fiir jedes
0, €{Ty[e, T,|e) die Beziehung X,(ec,) = X, + [7.,, DF(X(¢0), &s). Wenn wir da

424



x,() = X,(et) fiir t € T} [e, T,[e) bezeichnen, dann ist x(0,) = %, + [7}/; DF(x(7), 1)
fiir jedes o € (T}[e, T»[e) d. h. die Funktion x,(f) ist im Intervall {T/e, T»[e) eine
Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung (5,14) oder, mit anderen Worten,
eine Losung der Differentialgleichung (5,4) fiir welche x,(Ty/e) = %,(Ty) = %, gilt.
Die Ungleichung (5,15) folgt sofort von der Ungleichung (5,12).

Bemerkung 5.2. Im Zusammenhang mit dem eben bewiesenen Satz bemerken wir,
dass die Funktion x,(et) eine Lésung der klassischen Differentialgleichung

(5,16) % = e[ fo(x) + go(x)]

im Intervall (T /e, T,[e). Wenn g(x, 1) = O fiir (x, ) € G ist, dann gibt der Satz 5,1
den bekannten Mittelwertsatz von Bogoljubov-Krylov. Im Satz 5,1 ist also ein
Mittelwertsatz vom Bogoljubov-Krylovtypus fiir Systeme (5,4) mit Impulsen aus-
gesprochen, wobei die zu (5,4) gehdrende ,,Mittelwertgleichung* (5,16) keine Impulse
enthilt.

Setzen wir noch zum Schluss voraus, dass die Funktionen f(x, 1), g(x, ) die Be-
ziehungen ((x, 1), (z, 1), (x + , 1), (z + y,1) € G)

(17) [5G+ p. ) = £ 1) = f(z + 35 0) + £(z 1)]| < K[x = z] o(]|y])
laCx + y,1) — g(x, 1) = g(z + y, 1) + g(z, )| < K[x — 2] (| y])

erfiillen, wo K > 0 die in der Einleitung des Absatzes gegebene Konstante und
eine im Absatz 1 beschriebene Funktion sind.

Es ist leicht zu zeigen, dass man nach (5,17) fiir die Funktionen F,(x, 1), ¢ 2 0
welche die Beziehungen (5,6) fiir ¢ > 0 und (5,8) fiir ¢ = 0 angeben, die Ungleichung
(1,3) mit den oben definierten Funktionen h,, h, beweisen kann d. h. es ist F,(x, t) €
e #%(G, h,, o) fir e 2 0.

Satz 5.2. Es gelte (5,1), (5,2), (5.3), (5,17), sei d > 0 und %, j € M. Sind x(t), y(t)
fiir e > 0 Lésungen der Gleichung (5,4) im Intervall {T,, T,), xo(t), yo(t) Lisungen
der Gleichung (5,16) im Intervall Ty, T, so, dass xo(T;) = x(Ty) = %, yo(T;) =
= y(Ty) = y gilt, dann kann man zu jeder Zahl n > 0 ein &, > 0 finden so, dass fiir
e€(0, &) die Ungleichung

(5.18) [x.(1) = yt) = xo(1) + yo(®)]| < [|X = 7] n
fiir alle te Ty, T,) gilt.

Beweis. Diesen Satz kann man vom Satz 3,4, dhnlicherweise wie vom Satz 3,2
der Satz 5,1 hervorkommt, herleiten so, dass der Satz 3,4 fiir die verallgemeinerte
Gleichung (5,7) und die Gleichung (5,11) angewandt wird; von diesen Gleichungen
iibergeht man dann mit Hilfe einer Transformation der Verinderlichen im verallge-
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meinerten Integral nach der Behauptung 2,1 zu den Gleichungen (5,4) und (5,16).

Geben wir nun noch den Satz iiber invariante Mannigfaltigkeiten fiir die Glei-
chungen vom Typus (5,4) an. Setzen wir ebenso wie im Absatz 4 voraus, dass E, =
= E,, x Ep, [x] = [xafls + x5

M = &[(xy,x;)€E,, |x,]; <2, x,€E,], G=M x E,

ist. Sei f(x, 1) = (fi(x1, X2, 1), f2(x1. X2, 1)), g(x, t) = (g4(x1, X2, 1), g2(x1, X5, 1)) und
soeben auch fo(x) = (fox(xp Xz)afoz(xu xz))s go(X) = (901(’61, xz), goz(xu xz))-

Satz 5.3. Es seien x, i, m, n, v, L positive Konstanten, u < m <n <v, x > 1.
Es gibt Konstanten ¢y > 0,0 < S < Lso, dass folgendes gilt:

Es sei (5,1), (5.2), (5,3), (5,17) erfiillt und sei f4,(0, x,) + go4(0, x,) = 0 fiir x, €
€ E,,. Die Losungen der Gleichung (5,11) sollen die Bedingungen (4,20), (4,21) vom
Satz 4,2 erfiillen (diese Bedingungen erfiillen dann auch die Losungen der Glei-
chung (5,16)). Fiir 0 < & < g, existiert dann eine Abbildung p : E,, x E; - E,, so,
dass fiir p und die Losungen der Gleichung (5,4) die Bedingungen (4,24)—(4,27)
vom Satz 4,2 erfiillt sind.

Beweis. Dieser Satz ist eine leichte Folgerung der Eigenschaften der Funktionen
F(x,t), e 2 0, welche die Beziehungen (5,6) und (5,8) angeben, (insbesondere der
Eigenschaft (5,9)) und des Satzes 4,2.

Bemerkung 5,3. In [7] wurden Ergebnisse fiir das System (5,4) geben, wobei die
Beziehung (5,3) b) durch die folgenden zwei Bezichungen

Jt+N
lim 1 Y g(x,t;) = go(x) gleichmdssig fir xe M, j ganz
1

N-oow N i=j+

lim s(a+T) — s(a) ~ 5,

T—o0

gleichmissig fiir a€E, -

ersetzt wird. In diesem Spezialfall ist die Gleichung (5,11) der Form dx/dt = fo(x) +
+ 5o go(x) und die Ergebnisse der Sitze 5,1, 5,2 und 5,3 sind in [7] fiir diesen Fall
angefiihrt.
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