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UBER f£DURCHSCHNITTLICHE EIGENSCHAFTEN

LaApisLAv MiSik, Bratislava

(Eingegangen am 5. April 1968)

Es sei P eine Mengeneigenschaft. Man sagt, daB P f-durchschnittlich ist, wenn fiir
jede Funktion f, fiir welche die Mengen f, = {x : f(x) > a} und f* = {x : f(x) < a}
fiir jedes a die Eigenschaft P besitzen, diese Eigenschaft auch f? = f, n f? fiir alle a
und b besitzt. Es ist evident, daB die Eigenschaft P f-durchschnittlich ist, wenn P
durchschnittlich ist. Wir sagen, dal3 P durchschnittlich ist, wenn fiir je zwei Mengen A
und B mit der Eigenschaft P auch 4 n B die Eigenschaft P hat. Es existieren aber
f-durchschnittliche Eigenschaften, die nicht durchschnittlich sind.

Es sei ¥ eine Klasse von Funktionen und P eine Mengeneigenschaft. Die Eigen-
schaft P heiB3t nicht ((6) f-durchschnittlich, wenn ein f aus der Klasse % so existiert,
daB die Mengen f, und f fiir jedes a die Eigenschaft P besitzen, aber f; fiir geeignete b
und ¢ die Eigenschaft P nicht besitzt.

Z. ZAHORSKI hat im Artikel [11] acht Klassen von reellen Funktionen einer reellen
Verdnderlichen definiert. Es hat sie mit ¢, # o, M (, M 5, M5, M4, # s und Z be-
zeichnet. Sechs von ihnen hat er durch Mengeneigenschaften definiert. Wir werden
uns mit diesen Eigenschaften und mit einer anderen Eigenschaft beschiftigen.

In dieser Arbeit werden wir nur Funktionen, die auf (— 0, oo) definiert sind, be-
trachten. Es sei E < (— 0, c0). |E| wird das duBere LebesguemaB von E bedeuten.
Wir werden sagen, daB E die Eigenschaft a) My, b) My, ¢) M,, d) M3, €) M, und
f) Mj besitzt, wenn 1. E eine F,-Menge ist und wenn 2. a) jeder Punkt x aus E ein
zweiseitiger Haufungspunkt von E ist, d. h. jedes Intervall von Typus (&, x) oder
(x, ), &€ < x < n, mindestens abzihlbar viele Punkte aus E enthilt; b) jeder Punkt x
aus E ein zweiseitiger Kondensationspunkt von E ist, d. h. jedes Intervall von Typus
(& x) oder (x,17), & < x < 1, eine Teilmenge von E von der Michtigkeit von Kon-
tinuum enthalt; c) fiir jedes x € E jedes Intervall von Typus (&, x> oder {x,n), & <
< x < n, eine Teilmenge von E von positivem LebesguemaB enthilt; d) bzw. ¢) eine
Folge {F,}7., von abgeschlossenen Mengen und eine Folge {#,},= von Zahlen mit
den folgenden Eigenschaften existiert: 0 < 75, < 1, bzw. 0 <, <1; E = ﬂ{F,l :
n=1,2,3,..}; fiir jedes x e F, und jedes ¢ > 0 gibt es eine Zahl ¢&(x, ¢) > 0 so,
daB fiir alle h und hy, fiir welche hh, > 0, h/h, < c und |h + hy| < &(x, c) gilt, die
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Ungleichung |E N (x + h, x + h + hy)| > n,|h,| erfiillt ist und f) jeder Punkt x
aus E ein Dichtepunkt von E ist. Wir werden sagen, daB E die Eigenschaft M,,
besitzt, wenn 1. E eine F,-Menge ist und wenn 2. fiir jedes x € E jedes Intervall von
Typus (&, x) oder (x,7), & < x < 7, ein Teilintervall enthilt, das ganz in E liegt.

Die Klassen von ZAHORSKI sind in folgender Weise definiert: # ist die Klasse
aller Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux
(eine reelle Funktion einer reellen Verdnderlichen hat die Eigenschaft von Darboux,
wenn sie jede zusammenhidngende Menge auf eine zusammenhidngende Menge ab-
bildet); a) #,, b) My, ¢) M,, d) M, €) M4 und f) M ist die Klasse aller Funk-
tionen f, fiir welche die Mengen f, und f* fiir jedes a die Eigenschaft a) M,, b) M,
c)M,, d) M;, ¢) M, und f) M; besitzen, und « ist die Klasse aller approximativ
stetigen Funktionen. Es gilt: ¢ = #, = M, und M5 = o ([11]). M ,, definieren
wir als die Klasse aller Funktionen f, fiir welche die Mengen f, und f* fiir jedes a die
Eigenschaft M,, besitzen. Es ist bekannt (Theorem 3 [1], S. 18), daB jede Funktion
aus der ersten Baireschen Klasse, welche die Eigenschaft T, von Banach ([10],
S. 277) besitzt, aus der Klasse 4, ist.

Aus dem Satz 1 [8] geht hervor, daB die Eigenschaft M, f-durchschnittlich ist.
Wenn man in der Definition der Eigenschaft von M, die erste Bedingung 1.: E ist
eine F,-Menge durch die Bedingung 1'.: E ist eine G;,-Menge ersetzt, bekommt man
eine neue Eigenschaft M3. In dem Artikel [8] ist eine Funktion f einer reellen Verén-
derlichen so konstruiert, daB die Mengen f, und f° fiir jedes a die Eigenschaft M3
besitzen, aber f§ die Eigenschaft M3 nicht hat!). Daraus sicht man, daB M3 nicht
f-durchschnittlich ist. J. S. LIPINSKI hat in dem Artikel [6] andere solche Funktionen
gegeben, d. h. Funktionen g, fiir welche die Mengen g, und g° fiir jedes a die Eigen-
schaft M% besitzen und g fiir geeignete b und ¢ die Eigenschaft M3 nicht hat. In
diesem Artikel ist noch eine Funktion g mit der Eigenschaft von Darboux gegeben,
fiir welche die Mengen g, und g° fiir jedes a die Eigenschaft M besitzen, aber g
fiir geeignete b und ¢ die Eigenschaft M’ nicht hat. Es sei 9 die Klasse aller Funktio-
nen mit der Eigenschaft von Darboux. Aus dem Beispiel von J. S. LIPINSKI geht
hervor, daB M3 nicht (2) f-durchschnittlich ist. Eine solche Funktion mit der
Eigenschaft von Darboux bekommt man auch folgendermaBen: Es sei f die schon
zitierte Funktion aus dem Artikel [8]. Es ist bekannt ([2], [4] und [7]), daB eine
solche Funktion A mit der Eigenschaft von Darboux aus der zweiten Baireschen
Klasse existiert, da} die Menge {x : f(x) + h(x)} von LebesguemaB Null und von
der ersten Kategorie ist. Jetzt nehmen wir g = max (0, min (h, 1)). Es ist leicht zu
sehen, dall g eine Funktion mit der Eigenschaft von Darboux ist, fiir welche jede
Menge g, und g° fiir jedes a die Eigenschaft M} hat und gg n <0,1) = 0 und g5 N
N €0,1y| = 0ist. Also g hat nicht die Eigenschaft M3.

1) In der Definition der Menge K,y ist eine Fehler. Sie muf die Menge (0,1) — U{Ji'; i =
=1,2,3,...} und nicht die Menge {0,1> — U{J;:i=1,2,3,...} sein.
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Satz. Die Eigenschaften My, M;, M,y und Mj sind f-durchschnittlich und M
ist durchschnittlich. Die Eigenschaft My ist nicht (2) f-durchschnittlich, wobei 9
die Klasse aller Funktionen mit der Eigenschaft von Darboux bedeutet.

Beweis. Da ¢ = M, = M, ist und da die Menge /% die Eigenschaft M, und M,
fiir alle @ und b fiir jede Funktion fe # hat, sind die Eigenschaften My und M,
f-durchschnittlich.

Es sei jetzt f eine Funktion, fiir welche die Mengen f, und f* fiir jedes a die Eigen-
schaft M,, besitzen und die Menge f;, b < ¢, die Eigenschaft M,, nicht besitzt.
Dann existiert ein abgeschlossenes Intervall I, fiir das R = I n f; + 0 ist und in
dem kein Teilintervall von f; enthalten ist. Wir setzen jetzt P = R. Zuerst beweisen
wir folgenden Hilfsatz:

Hilfsatz. P enthdlt kein Intervall.

Beweis. Es sei J ein Intervall, das im P enthaltenist. Da@ &= J n R = J N f, ist,
existiert nach der Voraussetzung ein Intervall J,, dasim J n f, eanthalten ist. Da
J < P ist, ist auch 0 = J; n R = J; n f°. Es existiert also ein Intervall J,, das
im J; N f° enthalten ist. Dann ist aber J, = I N f}, was ein Widerspruch ist.

Es sei J, ein solches offenes Intervall, daBl J, n P 3 @ ist. Dann setzen wir J =
= Jo, n 1. Wir werden voraussetzen, daB J — P < f°gilt. DaQ@ = Jn R = J n f,
ist, existiert ein Intervall J i, fir das J; = J nf, gilt. Nach dem Hilfsatz muf3
J;y — P #£ 0 sein. Es ist evident, daB J, — P < I n f{ = R ist. Das ist aber un-
moglich, weil J; — P < I — R ist.

So haben wir bewiesen, daB} ein solches v € J — P existiert, fiir das f (u) = c ist.
Es sei G diejenige Komponente der Menge J — P, welche den Punkt v enthélt. Da
G < I — R ist und weil f die Eigenschaft von Darboux hat ( f ist ndmlich aus der
Klasse . ,; die in # enthalten ist), gilt G = I — f°. Man kann leicht feststellen, daB3
GnJAnP=*0ist. Esgiltalso sup f(x) = c. Ahnlich beweist man, daB8 inf f(x) <

xePnJ xePnJ
< b ist. Daraus sehen, wir, daB} die partielle Funktion f | P in keinem Punkt von P
stetig sein kann. Das ist aber ein Widerspruch, weil f eine Funktion aus der ersten
Baireschen Klasse ist?).

Es sei f eine Funktion, fiir welche die Mengen f, und f* fiir jedes a die Eigen-
schaft M besitzen. Es sei b < ¢ und f; =+ 0. Dann existieren zwei Folgen {F,};,
und {F}};%; von abgeschlossenen Mengen, zwei Folgen {n,}s>; und {n;}:>; von
Zahlen, 0 <y, < 1,0 £ ¥ < 1 so, daB folgendes gilt:

fo=N{F,in=1,23.), f=nN{F:n=123.1},

fiir jedes x € F, und jedes « > 0 existiert eine solche Zahl &,(x, o) > 0, daB fiir alle &
und h;, fiir welche hhy, > 0, h/h; < c und |h + h,y| < &(x, @) gilt, die Ungleichung

2) Ich danke Herrn J. MAkixk fiir die Vereinfachung des Beweises der Behauptung iiber die
Eigenschaft M, .
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lfo 0 (x + h, x + b + hy)| > n,|hy| erfiillt ist, und fir jedes x € F} und jedes
o > 0 existiert eine solche Zahl az(x, OL) > 0, daB fiir alle & und h,, fiir welche hh; > 0,
hihy < o und |h + hy| < &y(x, o) gilt, die Ungleichung |f*n (x + h, x + h +
+ hy)| > n¥|h| erfiillt ist.

Dann ist f; = ﬂ{Fn NnFiin, m=1,23, } und die Mengen F, n FY sind
abgeschlossen fiir alle n und m. Wir wihlen #,,, = 0. Es sei xe F,, n F¥ o> 0und
&(x, &) = min (&,(x, &), &,(x, ®)) > 0. Wir nehmen jetzt h und h, so, daB hh, > 0,
hihy < o und |h + hy| < e(x, o) ist. Da |f, 0 (x + h, x + b + hy)| > n,|hy| =0,
|fen(x+ h, x + h+ hy)| > nilhy| Z 0 und fe., ist, muB |f°n(x + h, x +
+ h + hy)| > 0=n,,|hy| sein (es ist f A (x + h, X + h + hy) + 0, weil f, 0 (x + b,
x+h+h)+0,fn(x+hx+h+h)+0undfe 7).

Damit haben wir bewiesen, daB die Menge f7} fiir alle b und ¢ die Eigenschaft M,
hat. Die Eigenschaft M; ist also f-durchschnittlich.

Die Behauptung iiber die Eigenschaft M ist leicht zu beweisen.

Wir werden jetzt eine Funktion aus der Klasse .#, so konstruieren, daB f1, die
Eigenschaft M, nicht hat. Es sei {¢,}%, eine Folge von solchen positiven Zahlen,
daBe, < 1/[2(n + 1)(n + 2)]ist. Esseia, = 1/(n + 1) — g, und b, = 1/(n + 1) +
+e¢, fir n=1,23,... Dann gilt: b,,; =1/(n +2) + g4, < 1/(n +2) +
+1R20+2)(n+3)] <@+ 320+ D) (n+2)] =1 + 1) — 1[2(n + 1).
.(n+2)]<1(n+1)—¢, =a,firn=1,23,... Die Funktion f definieren wir
in folgender Weise:

f(x) =1 fiir x > by,

f(x) =0 fiir x <0,

f(x) = (1) fiir xe<bysp, a0, n=1,2,3,...,
fist linear in jedem Intervall {a,, by, n = 1,2, 3, ...

Die Funktion f hat offensichtlich die Eigenschaft von Darboux und ist in jedem
Punkt x € (— 00, ), x =+ 0, stetig. Es sei o eine Zahl. Wenn « = 0 ist, dann ist f,, eine
offene Menge und hat die Eigenschaft M, (aus der Definition der Eigenschaft M,
folgt, daB jede offene Menge die Eigenschaft M, hat). Wir werden uns mit dem
Fall @ < 0 beschaftigen. Es ist ersichtlich, daB f, — {0} eine offene Menge ist. Daraus
folgt jetzt, daB die Menge f, die Eigenschaft M, besitzt, wenn ein # > 0 so existiert,
daB es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl &(c) > 0 so gibt, daB fiir alle  und hy, h > 0 und
hy > 0, fiir welche h < chy und h + hy < &(c) ist, die Ungleichung |f, N (h, h +
+ hy)| > nh, gilt. Da a < Oist, gilt U{K1/(n + 1), 1/n) :n =3,5,7,...} = f,.

Es sei ¢ > 0 und a(c) =1 /(n - 1), wobei n eine solche natiirliche Zahl ist, fiir die
n > max (7c + 1,5) gilt. Es seien h und h, solche positive Zahlen, fiir welche h < ch;
und h + hy < g(c) ist. Es existieren solche natiirliche Zahlen k und i, daB

1 1 1

— - <hs< Yehgn <1
k+i+1 k+i k k-1

gilt. Daraus folgt k = n und
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c>~h-> (k+i+1)7! _k——1>n——1> 7c

hy (=1t —(k+i+ 1)t i+2 i+2 i+2
Es muB also i > 5 sein. Da

G M G 7))

fir jedes j = 1,2,3,... gilt und da U{<1/(n + 1); 1/n):n =3,57,...} = f, ist,
muf} .

1 1 1 1
- + - +
k+1 k+2 k+3 k+4

[for (b h + hy)| =

1 1
k+2 +1 k+2j+2

gelten. Dabei ist i £ 2j + 3 < i + 1. Daraus bekommen wir:

1 1 1 1 1 1
(b h+h + - + - —
an ( )l 2 <k+1 k+2 k+2 k+3 k+3 kt4
1 1 \_1  i-1
o+ e
k+i—1 k+i k+1)(k+1)
=Dk -Dk+i+1) i+2 > 145, _10,
2 (i+2)(k+1)(k+i) (k—1D(k+i+1)_ 277 " 49"

wd@—1Mﬁ+a>$ﬁhh>i@—1Mk+U>%ﬁhk>5md
| i+2
k—1 k+i+1 (k—=1)(k+i+1)

hy <

ist. Damit haben wir bewiesen, daB f, fiir jede reelle Zahl « die Eigenschaft M, hat.
Ahnlich beweist man, daB8 auch f* fiir jede reelle Zahl o die Eigenschaft M, hat.
Es gilt also, daB f aus der Klasse .Z, fiir jede Folge {s boy st

Es'gilt: [f1y 0 (1/(n + i), 1/n)| = €411y + 22 Earj T Eamy fUr i=1,2,3,.
und n = 1,2, 3, ... Wir wihlen jetzt die Zahlen g, so daB hm ((n +1)(n+2)e)=0

ist. Es sei # > 0. Dann kdnnen wir eine Zahl N so ﬁnden, daB (n+1)(n+2)e, <
< n/2 fiir jedes n > N gilt. Fiirn > Nund i = 1,2, 3, ... gilt jetzt

fiin ! ! =g +2‘i28 + ¢ <1 i +
e+t =S 2(n+i)(n+i+1)
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+11ii2 : + = <
io(n+j+1)(n+j+2) 2n(n+1)

i2 1 1 1 1 1 1
(L (g s )t )= )
ji=o\n+j+1 n+j+2 n n+1 n n+i

Daraus folgt, daB es kein # > 0 mit der folgenden Eigenschaft gibt: zu jedem ¢ > 0
existiert ein s(c) > 0 so, daB fiir alle h > 0 und h,; > 0, fiir welche h < ch, und
h + hy < &(c) ist, die Ungleichung |f2; n (h, b + hy)| > nh, gilt. Damit ist bewie-
sen, daB M, nicht (2) f-durchschnittlich ist.

Wenn wir in der Definition der Eigenschaften M,, M;, M; und M,, die erste
Bedingung 1.: E ist eine F,-Menge durch 1’.: E ist eine G;,-Menge ersetzen, dann
bekommen wir neue Eigenschaften, die wir mit M, M, M% und M3, bezeichnen.
Wir werden jetzt zeigen, daB die Eigenschaften My, M}, M’ und M3 nicht f-durch-
schnittlich sind. '

Am Ende des Artikels [8] ist die schon erwihnte Funktion f konstruiert. Sie ist
folgendermaBen definiert: Zuerst sind zwei F,-Mengen K, und K,, die Teilmengen
von <0,1) sind, konstruiert. Fiir sie gilt |[K; n J| > 0 und |[K, n J| > 0 fiir jedes
offene Intervall J = <0,1, |K,| + |K,| = 1,0, 1> €0, 1) — (K; UK,) und K; n
N K, = 0. Daraus folgt die Existenz zweier disjunkten F_-Mengen S; und S,, fiir
die [S; nJ| > 0,|S; nJ| > 0und |S; n J| + |S, n J| = |J]| fiir jedes Intervall J =
< (— o0, o0) gilt und (— 00, 90) = (—o0, ©) — (S; U S,) ist. Jetzt definieren wir f in
folgender Weise: f(x) = 1 fiir xe S, f(x) =0 fir xe S, und f(x) = 3 fiir xe
€(—o0, ) — (S; U S,). Aus den Eigenschaften von S; und S, ist leicht zu sehen,
daB die Mengen f, und f° fiir jedes a die Eigenschaft M} besitzen, aber die Menge -
f& die Eigenschaft M¥ nicht hat. Es sei s S,. Wenn wir die Funktion g folgem-
dermaBen definieren: g(x) = 1 fiir x e (—o0, 00) — S,, g(x) = 0 fir xe S, — {s}
und ¢(s) = 3, dann ist leicht zu sehen, daB die Mengen g, und g* fiir jedes a die
Eigenschaft Mj und MY besitzen, aber gg = {s} hat nicht die Eigenschaften Mg
und M7. Damit haben wir bewiesen, daB die Eigenschaften Mg, M} und M3 nicht
f-durchschnittlich sind. Man kann leicht zeigen (éihnlich wie wir das bei M} gemacht
haben), daB M3 nicht (2) f-durchschnittlich ist. Wir bemerken noch, daB die Eigen-
schaften Mg und M7 (2) f-durchschnittlich sind.

Jetzt werden wir zeigen, daB auch die Eigenschaft M3, nicht (2) f-durchschnittlich
ist. Dazu werden wir eine Funktion h konstruieren, welche die Eigenschaft von
Darboux hat und fiir welche die Mengen h, und h° fiir jedes a die Eigenschaft M3,
besitzen, wobei die Menge hj die Eigenschaft M7, nicht besitzt.

Es sei C die Cantorsche Menge. Es sei J; ; = (%,% , Joq = (%, %), Joo =
= ’;‘, §9‘>a J3,1 = <%, 327>, J3,2 = <77i’ 587>a Js,3 = <%, i—s‘% J3,4 = <§—;7 §—§>, J4,1 =
= Grar a2 =Grar, Jes = Ghar) Jaa=Grarn Jes = Gh s
Jas = <gir 810 Ja7 = Gt Jas = Gr gD - Juu = a3 (a” + 1)/3",
-y wobei af® =a{"™ "V fir 1 <k <2""2 und a® = 3" — (aPuiilpyy + 1) fiir
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M2 41 L k < 2" 1 jst. Es sei (p die Funktion, die auf C folgendermaBen definiert
ist: (x) = Z (ci/2"), wenn x = Z (2¢;/3") € C ist ([4], S. 236). Die Funktion ¢ ist

auf C stetlg, (p(C) = (0,1> und (p(J n C) enthilt fiir jedes offene Intervall J, fiir das
J n C =% 0 ist, das Intervall (¢(x,), ¢(x,)), wenn x;, x, € J 0 C und ¢(x;) < ¢(x,)
ist. Es sei ¥, eine solche reelle Funktion aus der zweiten Baireschen Klasse, die auf
(— o0, 00) definiert ist und fiir welche die Méachtigkeit der Menge Y '(a) n J fiir
jede reelle Zahl a und jedes offene Intervall J die Méchtigkeit von Kontinuum ist
(eine solche Funktion existiert [9]). Daraus folgt, daB es eine solche reelle Funktion
aus der zweiten Baireschen Klasse so gibt, daB} sie auf (-— 00, oo) definiert ist,
Y((— o0, o0)) = (—1,1) ist und die Menge ¥ ~*(a) n J fiir jedes a € (—1,1) und jedes
Intervall J die Méchtigkeit von Kontinuum hat. Dann ist die Funktion y(¢(x)) aus
der zweiten Baireschen Klasse ([5], S. 283) und die Menge J n {x : Y(¢(x)) = a}
hat fiir jedes a e(—l,l) und jedes offene Intervall J, fiir das J n C # 0 ist, die
Michtigkeit von Kontinuum. Jetzt definieren wir die Funktion h folgendermaBen:
h(x) = (=1)" fir xeU{J,;:i=1,2,..,2""'}, h(x) = Y(o(x)) fir xe 0,1 —
—U{U{J,iti=1,2,..,2""} :n=1,2,3,...} und h(x) = h(0) fiir x <0 und
h(x) = h(1) fiir x > 1.

Die Funktion A ist aus der zweiten Baireschen Klasse. Es ist namlich: {x : h(x) >
>a}=0fira =1, {x:h(x)>a} =(U{U{Jon;i:t=1,2,...,22" }:n=1,2,3,...})u
Ux:ixeC— U{U{Va-r,i0i=1,2,..,2"" 2} in = 1,2,3, ..}, ¥(o(x)) > a} U
VEfir —1 £a<1und {x:h(x) > a} = (—o0, o) fiir a < —1. Dabei gilt fol-
gendes fiir die Menge E: wenn max (h(0), h(1)) < a gilt, ist E = 0; wenn h(0) > a
und k(1) < a gilt, dann ist E = (— o0, 0); wenn h(0) < a und h(1) > a gilt, dann ist
E = (1, ) und wenn min (h(0), k(1)) > a gilt, ist E = (—o0, 0) U (1, o). Die
Menge {x : h(x) > a} ist stets eine G;,-Menge, weil U{U{J,,;:1 = 1,2,...,22" 1} :
:n=1,2,3,...} eine F-Menge ist, {x : x€ C — U{U{J2p-1,1:1=1,2,...,22""2}:
:n=1,2,3,...}, ¥(¢p(x)) > a} eine Differenz von einer G;,-Menge und einer abzzhl-
baren Menge ist und E eine offene Menge ist. Ahnlich kann man beweisen, daB die
Menge {x : h(x) < a} fiir jedes a eine G;,-Menge ist.

Es sei 0<a <b<1 und min (h(a), h(b)) < ¢ < max (h(a), h(b)), wobei
min (h(a), k(b)) < max (h(a), h(b)) ist. Dann muB (a,b) N C + 0 sein. Da die
Menge {x : x € (a, b) n C, Y(¢p(x)) = «} die Méchtigkeit von Kontinuum fiir jedes
ae(—1,1) hat und da die Menge {x:xe(a, b) N C, h(x) # y¥(¢(x))} hochstens
abzihlbar ist, hat die Menge {x:xe(a, b)n C, h(x) = ¢} die Méchtigkeit von
Kontinuum. Daraus sieht man, daB die Funktion k die Eigenschaft von Darboux hat.

Es sei jetzt u eine solche Zahl, daB h(u) > a ist. Es muB a < 1 sein. Wenna < —1
ist, dann ist {x : h(x) > a} = (— o0, ). Es sei a = —1. Es sei # > u. Wenn u > 1
ist, dann ist <u, 1) = {x : h(x) > a}. Wenn 0 < u < 1 ist, dann ist u € (U{U{J 2, :
ti=1,2,..,2%1  k=1,23,..}) U(C - UU{Jak-1,;:i = 1,2,...,2% 72} :
k=1,2,3,..)). Wennu¢ C — U{U{Jaurii=1,2...2%2}:k=1,23..}
ist, dann ist u € int J,; ; fiir geeignete j und i. Dann existiert im {u, n) ein Teilintervall,
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welches ganz in {x:h(x) > a} enthalten ist. Wenn ueC — U{UJzk—y,;:i =
=1,2,...,2%72} 1k =1,2,3,...} ist, dann ist entweder u ein linker Endpunkt
cines Intervalls J, ; oder ist ein Intervall J,;; im <u,#) enthalten. Also enthilt
(u,n) ein Teilintervall von {x:h(x) > a}. Wenn u < 0 ist, dann ist {u,0) N
A {u,n) < {x : h(x) > a}. Ahnlich beweist man, daB das Intervall (&, u), ¢ < u, ein
Teilintervall von {x : h(x) > a} enthilt. Damit haben wir bewiesen, daB die Menge
{x : h(x) > a} die Eigenschaft M3, fiir jedes a besitzt. In dnlicher Weise beweist man,
daB die Menge {x : h(x) < a} die Eigenschaft M3, fiir jedes a hat. Da hL, n (0,1}
+ 0 und |hL,;n <0,1)| = 0 ist, hat die Menge hl, nicht die Eigenschaft Mj,.
Damit haben wir bewiesen, daB die Eigenschaft M3, nicht (2) f-durchschnittlich ist.

Jetzt zeigen wir noch, daB die Eigenschaften My, M, M,, M; und M,, nicht
durchschnittlich sind. Es sei S; und S, wie oben. Es sei a € (— o0, ©) — (S; U S,).
Dann haben die Mengen S; U {a} und S, u {a} die Eigenschaften Mgy, M;, M,
und M;, aber die Menge (S; U {a}) n (S, U {a}) = {a} hat keine von diesen
Eigenschaften. Es sei 49 = U{U{J;:i=1,2,...,2% 1} :k=1,2,3,...}, B, =
=U{U{Jaoriti=1,2,..,2% 2} 1k =1,2,3,...} und ae C — (4, U By). Die
Mengen A = Ay U {a} und B = B, U {a} haben die Eigenschaft M,,, aber die
Menge A N B = {a} hat nicht diese Eigenschaft.

Es ist bekannt [11], daB jede beschrinkte Ableitung aus der Klasse .#, ist. Die
in dem Beweis des Satzes 1 beniitzte Funktion f:

f(x) = 1fiir x = by,

f(x) = 0fiirx 0,

f(x) ist linear auf <a,, b, firn = 1,2,3,...,

f(x) = (=1)" fiir xe by, ay fiirn =1,2,3, ...,

ist eine beschriankte Ableitung. Sie ist die Ableitung von der Funktion ¢(x) =
= [5f(¢) dt. Es ist leicht zu sehen, daB ¢'(x) = f(x) fiir x + 0 und lim [¢(x) —

x-0-

— ¢(0)]/x = f(0) = 0 ist. Unsere Behauptung ist wirklich richtig, wenn
11m [o(x) — q;(O)]/x = 0 ist.
Es sei jetzt r, = Z( 1)*(1/k). Dann gilt
k=n

o o] 1

! = ! dt < ! <y =
2n+2 L (n+2t)2 k=1 (n + 2k)> =1 (n + 2k — 1) (n + 2k)
-—— fir n>1.

r =
=Inl < kl(n+2k J(n+2t—1)2 2n—-1
Firn = 2,3,...gilt

1 1 1 1
ol—)=o(x) = fii ,
(2'1) ) q)(Zn - 1) 'ur xe<2n 2n — 1>

1 1

387



weil fiir x € {1/2n, 1/(2n — 1)) f(x) = 0 ist und

1 1 1 1
@ Solx)=o fiir xe , ,
(2n - 2) () <2n — l) <2n -1 2n-— 2>

weil fiir x e (1/2n — 1), 1/(2n — 2)) f(x) < 0 ist.
Firn =1,2,3,... gilt

0 1)_ 1 o1
m+1) 2n+1 iz

und

0] ~1— = —i—2r +ls
n n 2n+1 2 2n—1*

Aus der Ungleichung fiir |r,,| bekommen wir fiir n = 1,2, 3, ... folgende Unglei-
chungen

und

3 1 1 1
| — ———————— + -1 | SE2np [ — )£ 2n =65, -
( m(2n +3) 2 ‘) (P(Zn) 2 !
Jetzt konnen wir leicht folgendes ableiten:
k;.2n ___3___;,182"_1 é_l_zmpi éwé
2n(2n + 3) 2 ' 2nx 2n X
1 3 g 1
2n — 1 Sk(2n—-1)|———— — -,
( )¢(2n~1)“ o )<(2n——1)(2n+2) 2 2)
fir x e {1/2n, 1/(2n — 1)) und
3 1 1 1
ksCn—2)( - ——-F——— + g3 | S ———(2n — 2 <
« . )< @en-—2@n+1) 2° 3) (2n—2)x( )(p<2n—2)

82 Lo (1) s e - (- hens)

< — =&y
x T (@n—1)x 2n—1 @n-1)(2n+2) 2~

<_ -
T (@n-1)x

fiir x e <1/(2n — 1), 1(2n — 2)), wobei ky, k2, ky und k, geeignete positive Zahlen
sind. Daraus folgt jetzt, daB lim (¢(x) — ©(0))/x = 0 = f(0) ist. Dabei haben wir

x—0+

die Relation lim ((n + 1) (n + 2) &,) = 0 beniitzt. Damit haben wir bewiesen, daB
n— oo
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die Eigenschaft M, nicht (93.537) Sf-durchschnittlich ist, wobei 4/ die Klasse aller
beschrdnkter Ableitungen bedeutet.

Wir haben also bewiesen, daBl es solche nicht f-durchschnittliche Mengeneigen-
schaften P, gibt, fiir welche die Eigenschaft P: 1. E ist eine F,-Menge, 2. E hat die
Eigenschaft Py, eine f-durchschnittliche Eigenschaft ist. Es ist eine Frage, ob es eine
nicht f-durchschnittliche Mengeneigenschaft P, so gibt, daB3 die Eigenschaft P : 1.
E ist eine G4,-Menge, 2. E hat die Eigenschaft Py, eine f-durchschnittliche Eigenschaft
ist.
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