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Setzen wir L = f) U Ln. Dann ist wegen (5) 
m = 2 n = m 

oo oo i 

W = I W < I - (m = 2,3,...) 
« = m n = m T„ 

oo 

und so ist zufolge der Voraussetzung £ 1/T„ < + OO 
n = l 

(6) | L | = 0 . 

Offensichtlich ist Sx e= L, also |SX| = 0. 
00 

2) Sei £ 1/T„ = +oo. S2
 se^ die Menge aller xe (0, 1>, für welche die Menge 

n = l 

{n; dn(x) > TM} endlich ist. Es genügt \S2\ = 0 zu beweisen. Bezeichnen wir mit Cmt„ 
die Vereinigungsmenge aller solcher Intervalle Id1...dmdm+1...dm+n der (m + «)-ten 
Ordnung, für welche 

(7) dm+i = Tm+i (i = 1,2,..., n) 

gilt. Daraus folgt 

d1(d1 + l)...dm+„(dm+w + 1) ' 

dabei summiert man in der (m + n)-fachen Reihe auf der rechten Seite über alle 
solche Folgen (du d2,..., dm, dm+l9..., dm+n) von natürlichen Zahlen, wo dj (j = 
= 1, 2,. . . , m) alle natürlichen Zahlen und dm+i (i = 1, 2,. . . , n) die Zahlen 1, 2, ... 
•"> \_Tm+i] durchläuft (siehe (7)). Also 

00 -t 00 « II [Tm+j] 1 

(8) IC.J = I ^—T- 1 TTTTT-, U I <f, = i d^dj + 1) <im=i dm(dm + 1) ;= i <.m+J=i dm+J{dm+J + 1) 

= M 1 _ [ w i + i/ 
Offensichtlich ist Cm>1 3 Cm2 3 ... 

Setzen wir 

(9) Cm = f\Cmtn, c = u c m . 
w = l m = l 

oo 

Aus der Voraussetzung £ l/rfc = + oo folgt 
i t=i 

I F r — - +oo (m = 1,2,...) 
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Beweis . Bei natürlichen r, n setzen wir £nr(x) = fr(dn(x)), wof(r) = 1 undf.(m) = 
= 0 für m =j= r. Da d /x ) (j = 1, 2, , , , ) in der Wahrscheinlichkeitsalgebra [Y, s/9 P] 
unabhängig sind, so sind auch die Zufallsveränderlichen £nr (n = 1,2,...) in [Y, s/9 P] 
unabhängig. Ausserdem sind ^nr (n = 1, 2, . . . ) offensichtlich beschränkt. 

P(€nr = 1) ist offenbar dem Mass der Vereinigungsmenge aller derjenigen Intervalle 
Idxd2...dn der n-ten Ordnung gleich, wo dt (i = 1, 2, . . . , n — 1) alle natürliche Zahlen 
durchläuft und dn = r ist. Dieses Mass ist gleich der Summe der n-fachen Reihe 

_ _ • 

dl(d1 + 1 ) . . . _ _ _ I K _ J . + l ) r ( r + 1) ' 

in der über alle erwähnten Folgen summiert wird. Es gilt also 

1 
P(ţ„r = 1) = 

r(r + 1) 

Da £„,. nur die Werte 0 und 1 annimmt, ist 

P(Çnr = 0) = 1 -
< г + l ) 

(n = l , 2 , . . . ) , 

(n = l , 2 , . . . ) . 

So haben die Zufalls veränderlichen £nr (n = 1, 2, . . . ) dieselbe Wahrscheinlichkeits­

verteilung. 

Für den Erwartungswert M(£nr) bekommt man 

*_(._.) = 1 , P(Lr = 1) 
1 

r(r + 1) 

und für die Streuung D(£nr) haben wir 

*)=vMö--'(a-|^(i-^1) 

Also M(£nr), D(£nr) (n = 1,2,...) sind von n unabhängig. 
ii 

Aus der Definition der Zufalls veränderlichen <_;„- (n = 1,2,...) folgt £ £Jr = 
j = i 

= N„(r, x). Jetzt benutzen wir den Satz vom iterierten Logarithmus (siehe [12], 
S. 337). So bekommen wir für fast alle x e (0, 1> 

\N„(r, x) 

(18) lim sup J 
r(r + 1)| 

в'=ß(u [ ^ 
ű r y/(2n log log n) 

1 

+ 1) V r(r + l)jj 

á 1, 

(n = l , 2 , . . . ) . 
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Daraus folgt 

(19) N„(r, x) = —^— + 0(V(n log log «)) . 
r(r + 1) 

Erwägen wir weiter, dass auf Grund des verschärften Gesetzes vom iterierten 
Logarithmus fast überall in (0, 1 > die Beziehung 

r r(r + 1) 1 

lim sup = 1 
W-* oo Dr >/(2n log log n) 

gilt. Aus (18) und (19) folgt schon die Behauptung des Satzes unmittelbar. 
Eine gewisse Übersicht von der Verteilung der natürlichen Zahlen in den Folgen 

von Ziffern {dj(x)}f=1 der Zahlen x e (0, 1> ist auch durch die Anwendung des 
zentralen Grenzverteilungssatzes von Ljapunov (siehe [12], S. 363) gewinnbar. 

Satz 2,7. y sei eine reelle Zahl, A(r, n, y) bedeute die Menge aller x e (0, 1>, für 

welche die Beziehung 

Nn(r,x)-

V 

gilt. Dann gilt 

ÍП 

Kr + !) n 

lim | ^ ( r f B , y ) | - - L - r c"2'2dt. 
•-*• VV27tiJ-oo 

Beweis. Wie wir schon gesehen haben, sind die Zufallsveränderlichen £nr (n = 
= 1, 2, . . . ) unabhängig und haben einen gleichen Erwartungswert Mr = M(£nr) = 
= l/r(r + 1) und gleiche Streuung 

Dr=D(Fnr) = l \ - ± - ( í - - ± 
V lr(r + 1) \ r(r + + 1) 

Setzen wir 

r = v F r* = ga ~ M(C") 
1=i -D(C) 

Dann ist M(Q = n . Mr, D(Q = yj(n). Dr (n = 1, 2 , . . . ) . Wenn F„(z) die Ver­
teilungsfunktion von C* bedeutet, dann bekommen wir zufolge des erwähnten zentra­
len Grenzverteilungssatzes von Ljapunov 

lim FM(z) = -~ -
«-oo V(2 7 1) 
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Da offensichtlich („ = N„(r, x) ist, bekommt man daraus 

6v„(r. x) -
rŁ+J)^n J-^^ľ e-'Vгáí limP\ —i '-<Dry = 

sjn I yj(2n) — 00 

B e m e r k u n g 2,3. Aus dem Satz 2,7 folgt, dass zu jedem n eine solche aus einer 
endlichen Anzahl von Intervallen der n-ten Ordnung bestehende Menge Ln existiert, 
dass lim \Ln\ > 0 ist und dass auf Ln die Beziehung 

»-*oo 

N » ( r ' x ) ~ / n -; < ~ Dr • Vn 

r(r + 1) 

gilt. Dabei aber gilt für fast alle x e (0, 1> die Beziehung 
K(r, x) - — ^ — 

r ( r + *) 
hm sup —- - = + 0 0 

n->ao yjn 
(siehe den Satz 2,6). 

Weitere Ergebnisse kann man durch die Anwendung des Lemmas von Borel-
Cantelli gewinnen. 

Satz 2,8. Für fast alle x e (0, 1> gilt 

^m^ <0,+oo>. 
I dn(x) ) n 

Beweis. {rj}fssl sei die Folge aller positiven rationalen Zahlen. Bezeichnen wir 
mit B2fc-i (k = 1. 2,...) das folgende Ereignis: der Bruch d2fc(x)/d2fc-i(x) 1 s t gleich 
der Zahl r,-. 

Wir zeigen, dass die Ereignisse Bl9 B3,..., B2k~ l9... unabhängig sind. Es genügt zu 
zeigen, dass für jedes n ^ 1 die Gleichheit 

(20) P(B1.B3...B2„_1) = n P ( B 2 f e - i ) 
k=l 

gilt. P(BX . P3 ... B2«-i) 1 s t offensichtlich gleich dem Mass der Vereinigungsmenge 
aller Intervalle Idld2...d2n der 2n-ten Ordnung, für welche d2kjd2k^1 = r,- (k = 1, 2, ... 
. . . ,n) ist. Also 

P(B! . P3 . . . P2w-l) = 

d.(đ. + 1) d2(d2 + 1 ) " d2„_i(íi2 n_ j + 1) d 2 n(d 2 n + 1 ) ' 
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Daraus bekommt man nach Lemma 2,1 

nlogn i nlogn 

<3j• ̂ . X r ^ £ 1 = [n log n] = n log n . 
r = l r + 1 r = l 

Lemma 2,3. f sei eine positive, nicht-wahsende, auf <1> + oo) definierte Funktion, 
es sei limf(x) = 0. Dann existiert eine Konstante c[ > 0, so dass für alle x = 1 

die Beziehung 

gilt. 

Žf(fe)= Гj(t)dí + ci+0(/(x)) 
*=i J i 

Beweis. Siehe [18], S. 1 0 - 1 1 . 

Lemma 2,4. Es existiert eine absolute Konstante c* > 0, so dass für jedes n > 2 
und für je zwei Zahlen i,j ^ n, i + j die Ungleichheit 

gilt. 

\bu - log2 n\ <; c* log n log log n 

Beweis. Es sei n > 2, i,j _̂  n, i =j= f Aus der Definition von Fn folgt 

(23) btj = I df(x) d,(x) dx = 

JEn 

= dt(x) dj(x) dx — dt{x) d,(x) dx = It — I2 

J ^ i O A , / J ( v l i nA , j ) nF n ' 

Für das erste Integral Ix bekommen wir auf Grund von Lemma 2,1 

/• nlogn nlogn / • -\ 

J1 = di(x)dJ{x)dx = YJ ^rs E(h}) 
JA^AJ r-1 s = l \r, sj 

nlogn <i nlogn j /nlogn -i \ 2 

= 1 -r-r I "TT - ( I r = i r + 1 s=l S + 1 \fe=l k + 1 

Nach Lemma 2,3 bekommt man jetzt 

nlogn 

k 

tlogn j /»nlogn ^ / 1 \ 

V -= _. + c ; + o f | = log n + log log n - log 2 + 
fc= I k + 1 J ! f + 1 \ n log n + 1/ 

+ log f l + - 1 — V ci + O (—— -) = log n + Sx(n) 
\ n log rc/ \ n log n + 1/ 

mit |#i(w)| ^ e2 l°g l°g w> w o c2 e m e absolute Konstante ist. Daraus folgt 

(24) ; / . I! = log2 n + S2(n) 

mit |#2(n)| = c3 log n log log n, wo c3 eine absolute Konstante ist.* 
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und aus Lemma 2,4 folgt 

(34) £ btj ^ n2 log2 n + c\n2 log n log log rc . 
i,j&n,i=¥j 

Nach Lemma 2,5 bekommen wir 

— 2n log n &n(x) dx = —2n log n ̂  c;- = — 2/i log n(n log n + n &(n)), 
JE« 1=1 

|#(n)| :g c* log log n; c* ist die im Lemma 2,5 vorkommende absolute Konstante. 
Daraus folgt, dass der mittlere Summand an der rechten Seite von (32) gleich der 
Grösse 

(35) -2n 2 log2 n + 0(n2 log n log log n) 

ist. 

Aus (32), (33), (34), (35) folgt 

\E„ n F„\ :g 

š. — ;— . {n2 log n + n2 log2 n - 2n2 log2 n + n2 log2 n + 
£ 2 И2 І 0 g 2 П 

+ 0(n 2 log п log log n)} = O f І 0 g l ° g П > j = o(l) (n -> oo) . 
\ logw / 

Damit ist der Beweis des Satzes beendet. 

Satz 2,11. Für fast alle x = |di(x), d2(x), ...| e (0, 1> gilt 

(36) + + ... H + ... = oo . 
di(x) dx(x) + d2(x) dx(x) + d2(x) + ... + d„(x) 

oo 

Folgerung. Für fast alle x e (0, 1> gilt ]T ^jdj(x) = + oo. 
1 1=i 

Beweis des Satzes. Wenn die Reihe (36) auf einer Menge von positivem Mass 
konvergiert, dann existiert auf Grund des bekannten Satzes von Jegorov eine Menge 
F cz (0, 1>, |F| > 0, so dass die Reihe (36) auf F gleichmässig konvergiert. Dann 
existiert zu jedem e > 0 ein n(e) g: 2, so dass für jedes m ^ n(e) und jedes k ^ 1 die 
Ungleichheit 

m+k C dx 
(37) X — < £ 

«--mjjpcr^x) 

gilt. Setzen wir Un = {x e (0, 1>; crn(x) > 2n log n}. Dann gilt für alle hinreichend 
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Endpunktes des Intervalles lixix...in mit der Zahl 

1 1 1 
\ldld2...dn 

Sis2 ... sn k + 1 fc + 1 
ist. 

Aus der Konstruktion der Lürothschen Reihen und aus der Definition von Mk 

folgt, dass 
oo 

(41) Mk = n z(n) 

n=0 

ist, wo Z(n) gleich der Vereinigungsmenge aller kurzen Intervalle der n-ten Ordnung 
ist. 

In diesem Teil der Arbeit versteht man unter der abgeschlossenen Hülle einer 
Menge deren abgeschlossene Hülle im Raum Et = (— oo, + oo). 

Setzen wir T(w) = (J Kdldl^dn (also bei n = 0 ist K0 = <l/(fc + 1), 1». 
Ferner setzen wir dJ=k^'==1'2 » 

Nfc = f| T™ . 
n = 0 

Es ist offensichtlich Mfc cz Nfc und Nfc — Mk ist eine abzählbare Menge; daher ist 
dim Mk = dimNfc (siehe [10]). Diese Tatasache werden wir im weiteren benutzen. 

Jedes Intervall Kdld2„,dn enthält fc punktfremde abgeschlossene Intervalle Kdld2_dnP 

(p = 1,2,..., fc). Daraus und aus (42) folgt, dass Nfc eine perfekte Menge und so auch 
ein Kompat ist. 

Die Intervalle ldid2,..dn nennen wir lange abgeschlossene Intervalle und die Intervalle 
Kdld2...dn nennen wir kurze abgeschlossene Intervalle der n-ten Ordnung. 

Satz 3,1. Setzen wir für k = 1, 2, 3 , . . . 

Mk = {x e (0, 1>; dn(x) == fc, n = 1, 2,...} . 

Dann ist dim Mk -= ßk (k = 1, 2,...). 

Beweis. Da die Menge M± aus einem einzigen Punkt besteht, gilt dim Mx = 0 = 
= ßv Daher können wir schon fc = 2 voraussetzen. 

Der Beweis besteht aus zwei Teilen. 

1) Beweis der Ungleichheit dim Mk g ßk. 
Es sei ßk < a < 1. Wir zeigen, dass ju(a){Mfc} = 0 ist. Daraus wird dim Mk = ßk 

folgen. 
Aus der Definition von Mfc folgt (siehe (41)), dass Mk c Z(n) (n = 0, 1, 2,...) ist. Es 

sei n > 0. Wählen wir n0(?7), so dass 1/2" < n für jedes n > n0(rj) ist. Es sei n > n0(n). 
Dann ist Z(n) gleich der Vereinigungsmenge aller kurzen Intervalle der n-ten Ordnung 
Kdidl.„dn, dj < k (j = 1,2,..., n). Das ist ein abzählbares, die Menge Mk überdecken-
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dann wiederholen wir das vorige Verfahren. So bekommen wir nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten ein System Vj von Intervallen, in dem kein Intervall der s-ten 
Ordnung vorkommt und so ist die grösste nicht-negative Zahl Z mit der Eigenschaft, 
dass in Vj irgendein Intervall der Z-ten Ordnung vorkommt, nicht grösser als s — 1. 
Wenn wir so fortsetzen, kommen wir nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu 
einem System Vf von Intervallen, welches die folgenden Eigenschaften hat: Vf über­
deckt Nfc; es gilt 

(5i) .£W-sIW-sII'l"--IW'; 
ieV4 ieVs ieVj ieV f 

jedes Intervall aus Vf hat die Ordnung 0. Also ist £ |i|a = 1 und so haben wir 
ieVf 

In beiden Fällen a), b) ist also n(^{Nk} ^ k"j(k2 + k)2" und daraus folgt 

rf»{Nt} = Hm tf>{Nk} * f > 0 . 

u-o+ (fcz + kf" 
Damit ist der Beweis des Satzes beendet. 

00 

Satz 3,2. Es sei M^ = \J Mk. Dann ist dim M^ = 1. 
fe=i 

Beweis. Aus der Definition von MÄ bekommt man 

dim M^ ^ dim Mk (k = 1, 2,...) 

und so infolge des Satzes 3,1 ist dim M^ = ßk (k = 1, 2,...). Nach Lemma 3,1 ist 
ßk -* 1, also dim M^ = 1. 

4. ANALYSE EINIGER METRISCHEN ERGEBNISSE 
VOM STANDPUNKT DER BAIRESCHEN KATEGORIEN VON MENGEN 

In diesem Teil der Arbeit betrachten wir das Intervall (0, 1> als einen metrischen 
Raum mit euklidischer Metrik. Bezeichnen wir mit R die Menge aller rationalen 
Zahlen des Intervalles (0, 1> und setzen wir X = (0, 1> — R. X betrachten wir im 
weiteren als einen metrischen Raum mit Euklidischer Metrik. 

Im Zusammenhang mit dem Satz 1,2 beweisen wir jetzt ein Ergebnis. Bemerken 
wir, dass die weiter definierte Menge H(cp; nl9 n2,...) mit H(cp) übereinstimmt, falls cp 
die Voraussetzungen des Satzes 1,2 erfüllt und n± < n2 < . . . die Folge aller natür­
lichen Zahlen ist. 

Satz 4,1. nt < n2 < n3 < ... sei eine Folge von natürlichen Zahlen, es sei 
q>(nk) > 0 (fc = 1, 2,...). Bezeichnen wir mit H(cp; nun2,...) die Menge aller 
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xe(0, 1>, welche die folgende Eigenschaft haben: zur Zahl x existiert ein c = 
= c(x) > 0, so dass d„k(x) — c (p(n^) (k = 1,2,...) gilt. Dann ist die Menge 
H(cp; nl9 n2,...) von erster Kategorie in (0, 1>. 

Folgerung. M^ ist eine Menge von erster Kategorie in (0, 1>. 

Beweis des Satzes . Bs (s = 1, 2, . . . ) bezeichne die Menge aller x e ( 0 , 1>, für 

welche dnJx) ^ [s <p(rcfc)] + 1 (k = 1, 2, . . . ) gilt. Wir zeigen, dass Bs nirgendsdicht 

in (0, 1> ist. 

Es sei (a, ß) c (0, 1>. Da das System aller Intervalle der n-ten Ordnung das Inter­

vall (0, 1> überdeckt und [ J ^ . . . ^ = 1/2" -* 0 ist, existiert ein k = 1 und eine 

Folge d°u d°2,..., dnk von natürlichen Zahlen mit Idlod2o_don <= (a, ß). Setzen wir 

dnh+1
 = [S(p(nk+ij] + 2 und d°j = 1 für nk < j < nk+1. Dann ist offensichtlich 

Jd i 0 do do cz L0 d0 undJdlo...do ...do n Bs = 0. Daraus folgt, dass Bsnirgends-

dicht in (0, 1> ist und so infolge der offensichtlichen Gleichheit H(cp; nu n2,...) = 
00 

= U Bs ist die Menge H(cp; nu n2,...) von erster Kategorie in (0, 1>. 
5 = 1 

Die Zahlen x e (0, 1>, welche die Beziehung 

(52) l i m ^ = - J - ( , = 1,2,...) 
n->oo n r\r + 1) 

erfüllen, erscheinen als ein Analogon der normalen Zahlen bei den g-adischen Ent­
wicklungen von reellen Zahlen (siehe den Satz 2,5). In der Arbeit [20] ist bewiesen, 
dass die normalen Zahlen (bei a-adischen Entwicklungen) des Intervalles (0, 1> eine 
Menge von erster Kategorie und vom Mass Null bilden. Jetzt zeigen wir, dass eine 
ähnliche Situation auch bei Lürothschen Reihen eintritt. 

Satz 4,2. Für alle xe(Q, 1> bis auf eine Menge von erster Kategorie in (0, 1> 
gilt die Beziehung 

(53) ,,, j M ^ ) J ' = < ( U > (r = l,2,...). 

Folgerung. Die Menge M aller x e (0, 1>, für welche (52) gilt, ist eine Menge von 
erster Kategorie in (0, 1>. 

Beweis des Satzes. Sei C e (0, 1), r, k ^ 1. Bezeichnen wir mit -4r,r,k,m d i e Menge 
aller xeX, für welche die Ungleichheit 

m 

i 
< -

к 

gilt. Setzen wir ACtTtk = U A,r,k,m> As = fl Ac>r>k. Die Menge AQtr§k,m

 i s t d e r V e r e i " 
m = l k=l 
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