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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha

ZUR METRISCHEN THEORIE
DER LUROTHSCHEN ENTWICKLUNGEN DER REELLEN ZAHLEN

TiBoR SALAT, Bratislava

(Eingegangen am 3. Mirz 1967)

Das bekannte Buch von O. PERRON iiber die Irrationalzahlen [1] enthalt ausser
den Grundlagen der Theorie der g-adischen Entwicklungen und der Kettenbriiche
auch die Grundlagen der Theorie der Cantorschen, der Engelschen und der Lii-
rothschen Entwicklungen von reellen Zahlen. In dem erwihnten Buch handelt es sich
hauptsédchlich um die Bestimmung der Algoritmen, welche zu den erwdhnten Ent-
wicklungen fithren und auch um einige grundlegende Ergebnisse iiber diese Algo-
ritmen. Bei den letzten drei Typen von Entwicklungen kniipfen sich diese Ergebnisse
hauptséchlich an die Fragen der Unterscheidung der Entwicklungen der rationalen
Zahlen von den Entwicklungen der Irrationalzahlen (die Irrationalitdtskriterien).

Die Grundlagen der metrischen Theorie der Cantorschen und Engelschen Ent-
wicklungen wurden in den Arbeiten von P. ERDOs, A. RENYI und P. SzUsz gelegt
(siehe [2], [3], [4], [5], [6], siehe auch [7], [8]). Die grundlegenden metrischen
Ergebnisse iiber die Liirothschen Entwicklungen stammen von L. HOLZER (siehe [9]).
Schon diese Ergebnisse von L. Holzer zeigen, dass die metrische Theorie der Lii-
rothschen Reihen beziiglich der Natur ihrer Ergebnisse einen Ubergang von der
metrischen Theorie der g-adischen Entwicklungen zur metrischen Theorie der
Kettenbtiiche bildet. Das sehen wir auch in dieser Arbeit, welche einen Beitrag zur
Theorie der Liirothschen Entwicklungen darstellt.

Die Arbeit besteht aus vier Teilen. Im ersten Teil geben wir einige einfache metrische
Ergebnisse iiber die Liirothschen Reihen. Der zweite Teil enthilt Anwendungen
einiger Wahrscheinlichkeitsmethoden, der dritte Teil enthdlt Anwendungen des
Hausdorffschen Masses in der Theorie der Liirothschen Reihen. Im vierten Teil
unterzichen wir vom Standpunkt der Baireschen Kategorien von Mengen aus die
Liirothschen Reihen der Analyse.
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DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN

1. Jede reelle Zahl xe(O, 1> kann man eindeutig durch ihre Liirothsche Ent-
wicklung

)

darstellen, wo d; (k= 1,2,3,...) natiirliche Zahlen sind und s, = di(d; + 1)
(k=1,2,...)ist (siehe [1], S. 116 —122, [9]). Die Zahlen d), = d(x) (k = 1,2, ...)
nennt man die Liirothschen Ziffern von x. Man kann beweisen, dass die Zahl x
genau dann rational ist, wenn die Folge {d(x)};%, ihrer Liirothschen Ziffern perio-
disch ist (siehe [1], S. 118).

1 1 1 1 1
X = + — + ...+ . + ...
di+1 s;d, +1 5183 ... 8-y d, + 1

2. Das ganze Intervall (0, 1) zerfillt bei festem n in abzéhlbar viele Intervalle
,,der n-ten Ordnung* '

1 1 1 1 1
Lyg,..qn = +— .t >
di+1 s;dy +1 5183 ... Sy_1dy + 1
1 1 1 1 1 1 1
+ — + .+ + —
di+1 s,d,+1 5183 oSy dy—y +1 88 ...8,-,4d,

(dk = 1, 2, vens k= 1, 2, coey n); es ist Id]dz...d" N Idl'dz'...dn' = 0 fiir (dll dz, ceey d") +
+ (d}, d, ..., d;). Die Linge des Intervalles I,,, , ist offensichtlich der Zahl
1/sys; ... s, gleich.

3. Der Kiirze halber werden wir

x = |dy(x), da(x), .|

anstatt von (1) schreiben. Es ist x € I ,04,0...4,0 dann und nur dann, wenn dy(x) = dy
(k=1,2,...,n)ist.

4. |M| bezeichnet das (Lebesguesche) Mass der Menge M, |M|, bezeichnet das
dussere (Lebesguesche) Mass von M.

5. Die Menge M < (0, 1) heisst homogen in (0, 1), falls ein d e <0, 1) so existiert,
dass fiir jedes Intervall I = (0, 1) die Gleichheit d = |M N I|,[|1] gilt.

6. Im dritten Teil der Arbeit handelt es sich um die Hausdorffsche Dimension der
Mengen beziiglich der Massfunktionen

u®() =1, te0, +o), «e(0,1)

(siehe [10]). Ist M < (0, 1>, n > 0, so heisst das abzihlbare System V = {i} von
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Intervallen eine #-Uberdeckung der Menge M, wenn fiir jedes i € M die Ungleichheit

il < gilt und wenn ausserdem M < U i ist. %(y, M) bedeute das System aller
n-Uberdeckungen von M. Setzen wir "

WM} = inf i

Ve¥U(n,M) icV
Dann existiert, wie bekannt, der Grenzwert

uO{M} = lim pP{M}
n—-+0+

(siehe [10]). Die Zahl p{M} heisst a-dimensionales Hausdorffsches Mass der
Menge M. Ferner existiert genau eine Zahl o € <0, 1) derart, dass fiir 0 < a < o,
die Gleichheit p“{M} = + oo und fiir @y < a < 1 die Gleichheit p®{M} = 0 gilt.
Die Zahl «, nennt man die Hausdorffsche Dimension der Menge M und wir schreiben
oo = dim M.

7. Die Folge {a,},=; heisst durch die Methode (C, 1) (zum Werte a € (— o0, + 0))
limitierbar, wenn

. ay+a, +...+a
lim =% 2 "=g

n—+o n

ist. Wenn der Grenzwert lim (a; + ... + a,)[n nicht existiert oder unendlich ist,

n—o

dann sagen wir, dass die Folge {a,}», durch die Methode (C, 1) nicht limitierbar ist.
8. {a,}, bezeichnet die Menge aller Hiufungswerte der Folge {a,}: ;.

9. Wenn 4 eine Menge von natiirlichen Zahlen ist, dann setzen wir A(n) = ), 1.
asn,acd

Weiter setzen wir hy(4) = lim sup A(n)/n und h(A) = lim A(n)/n, sobald der Grenz-
n-+oo n-*oo

wert auf der rechten Seite existiert. Die Zahl h(A4) heisst die asymptotische Dichte
der Menge A.

10. <0, +o0) bezeichnet die Menge <0, +o)U {+o}; E} = (—o0, +x)U
U{—oo} U {+o}

11. Ist x eine reelle Zahl, x = 0, dann bezeichnet 2 a; die Summe Z a; [x] ist
der ganze Teil der Zahl x.

12.Ist r =2 1, x = |d1(x) dy(x),...|€(0, 1), dann bezeichnen wir mit Ny(r, x)
die Summe )

di(x)=r kSn

491



1. EINIGE GRUNDLEGENDE ERGEBNISSE
AUS DER METRISCHEN THEORIE DER LUROTHSCHEN RETHEN

In diesem Teil der Arbeit kniipfen wir auf einige Ergebnisse der Arbeit [9] an.
In der Arbeit [9] ([9], Satz 8) wurde bewiesen, dass fiir fast alle x € (0, 1) die
Beziehung

nlin; —11; lgl(p(d,(x)) - :1 l(l¢~(i—l)1)

gilt, falls ¢ eine positive, beschrankte Funktion der natiirlichen Veranderlichen ist.
Durch ein Verfahren, das dem im Beweis des Satzes 8 der Arbeit [9] benutzten Ver-
fahren dhnlich ist, beweisen wir jetzt leicht das folgende einfache Ergebnis.

Satz 1,1. ¢ sei eine nicht-negative Funktion der natiirlichen Verdnderlichen, es sei

o o) _

=1l + 1)

Dann gilt fiir fast ;lle x = |dy(x), dy(x), I € (0,:1> die Beziehung

lim 1 Y o(dfx)) = + .
n—oo N j=1

, Beweis. Bezeichnen wir mit B die Menge aller derjenigen x = |dy(x), d(x), ...| €
€ (0, 1), fiir welche
@) im MY Ly
n— o n r(r + 1)

gilt. Zufolge eines Ergebnisses der Arbeit [9] (siche auch den Satz 2,5) gilt |B| = 1.
Es sei K > 0. Nach der Voraussetzung des Satzes existiert ein k, mit

S —ﬂ > 2K.
=1 (1 + 1)

Ist x € B, dann existiert zufolge (2) ein ny = no(x) derart, dass fiir n > n,

N,(r, x) o 1 1
n 2r(r +1)

(3)

gilt.
Es sei x € B, n > ny(x). Dann ist zufolge (3) die Summe aller derjenigen Zahlen
o(dj(x)), j £ n, fiir welche d,(x) = [ ist, grosser als

(r=1,2,.., ko)

n (p(l) <
20(1 + 1) (s ko)
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und so bekommen wir wegen der Nichtnegativitdt von ¢ und der Wahl von k,
n ko
(1)
X > s A WA
X CUOEE W
Zufolge der Beliebigkeit von K folgt daraus die Behauptung des Satzes schon un-
mittelbar.

Bemerkung 1,1. Wenn wir im vorhergehenden Satz ¢(I) = I*, « 2 1, setzen, dann
sehen wir, dass die Folge {d}(x)} %, fiir fast alle x € (0, 1) durch die Methode (C, 1)
nicht limitierbar ist. Wenn wir im erwihnten Satz von L. Holzer (siehe [9], Satz 8)
o(l) = I, & £ 0, setzen, dann sehen wir, dass die Folge {d}(x)}7%, fiir fast alle x €

€(0, 1) durch die Methode (C, 1) zum (von x unabhingigen) Werte Z el + 1)
=1

limitierbar ist. Die Frage, was im Falle 0 < a < 1 geschieht, bleibt offen. Auf diese
Frage geben wir im zweiten Teil der Arbeit eine Antwort.

Fiir weitere Ziele filhren wir noch dieses Ergebnis von L. Holzer an (siehe [9],
Satz 6).

Satz 1,2. Sei ¢(n) >0, ¢(n)1 +o0, o(n + 1)/(p(n) - l.mSetzen wir H(p) =
= {xe(0, 1; do,;(x) = O(¢(n))}. Dann ist |H(p)| =1 fiir ngll/(p(n) < +o0 und
|H(@)] = 0 fir 3. 1/o(n) =

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem folgenden einfachen Homogenitéts-
kriterium: Die Menge M < (0, 1) ist homogen in (0, 1), wenn sie mit jeder Zahl
x = |dy(x), dy(x), ...| auch jede der Zahlen

X =A%), deso(x), -] (k=1,2,3,..)

enthilt (siche [9]). Mit Hilfe dieses Kriteriums kann man leicht feststellen, dass die
Menge H(¢) unter den Voraussetzungen des Satzes eine in (0, 1) homogene Menge
ist und da sie messbar ist, gilt |[H(p)| = 0 oder |H(¢)| =1 (siche [11]). Welche
dieser Moglichkeiten eintritt, dariiber entscheidet — auf die im Satz beschriebene
0
Weise — die Reihe ) 1/p(n).
n=1
Es sei bemerkt, dass ein dem Satz 1,2 dhnliches Ergebnis auch fiir Kettenbriiche
gilt (siehe [9]).
Jetzt wenden wir den Satz 1,2 zum Beweis der folgenden zwei metrischen Ergebnisse
an.

Satz 1,3. M, bedeute die Menge aller

x = |dy(x), dy(x),...| € (0, 1)
mit lim sup d,(x) = +o0. Dann ist [M | = 0.

n—oo
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Beweis. Setzen wir im Satz 1,2 ¢(n) = n (n = 1,2,...). Dann gilt (bei den im
Satz 1,2 benutzen Bezeichnungen)
4) M, < H(p).
Die Behaptung des Satzes folgt sogleich aus der Inklusion (4) und aus dem Satz 1,2.

Satz 1,4. Fiir fast alle
x = |dy(x), da(x), ...| €0, 1)
ist lim {/[d,(x)] = 1.
n— o
Beweis. Setzen wir im Satz 1,2 ¢(n) = n* (n = 1,2,...). Zu jedem x € H(p)

(die Bedeutung von H(¢) siche im Satz 1,2) existiert ein K = K(x) > 0, so dass fiir
jedes n = 1,2,3, ... die Ungleichheit d,(x) < Kn? gilt. Daraus bekommt man

1= J[d()] = YK {/n)*

und daraus {/[d,(x)] — 1. Dabei ist infolge des Satzes 1,2 |H(p)| = 1.

Jetzt beweisen wir ein Analogon eines wohlbekannten Ergebnisses aus der metri-
schen Theorie der Kettenbriiche (siche [14] S. 78 —79).

Satz 1,5. Es seit, > 0(n = 1,2,3,...).

1) Isti 1/t, < +oo, dann ist die Menge {n; d,(x) > t,} fiir fast alle x € (0, 1))
endlich.’l=l

2) Ist i 1/t, + o, dann ist die Menge {n; d,(x) > t,} fiir fast alle x (0, 1)
unendlicnh=.1

Beweis. 1) Sei i 1/1 < 4. S; sei die Menge aller x € (0, 1), fiir welche die

Menge {n; d,(x) > r} unendlich ist. Bezeichnen wir mit L, (n > 1) die Menge
aller x € (0, 1, fiir welche d,(x) > 1, gilt. Dann ist offensichtlich

e o]

0 0
= L_) cee U U Idldz...d"—j,k

di=1  dp-1=1 k=[ta]+1
und so ist

d 1 had 1 ad 1
5 L|= _— _— =
®) I a,}':'1 dy(d, +1) d,,_21:=k dy-s(dy-y + 1) k=[t2,.:]+1 k(k + 1)
1 1

= <
[l +1 1,
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Setzen wir L= () U L,. Dann ist wegen (5)

HsZu <F = m=23.)

o
und so ist zufolge der Voraussetzung Z 1[t, < +o0

]
© 1] =o.
Offensichtlich ist S; < L, also |S,| = 0.
0
2) Sei Y 1/r, = + 0. S, sei die Menge aller x € (0, 1), fiir welche die Menge
n=1

{n; d,(x) > ,} endlich ist. Es geniigt |S,| = 0 zu beweisen. Bezeichnen wir mit C,, ,
die Vereinigungsmenge aller solcher Intervalle Iy, 4.4..,.4.., der (m + n)-ten
Ordnung, fiir welche

(7 Apii S Ty (i=1,2,...,n)
gilt. Daraus folgt

1 .
dy(dy + 1) ... dypsn(dppin + 1)

dabei summiert man in der (m + n)-fachen Reihe auf der rechten Seite iiber alle

solche Folgen (dy, dy, ..., Ay, s 1, - -+ dyysy) VOO matiirlichen Zahlen, wo d; (j =

= 1,2, ..., m) alle natiirlichen Zahlen und d,,+; (i = 1,2, ..., n) die Zahlen 1, 2, ...
o> [Tm+1] durchliuft (siehe (7)). Also

®) [Cus = % —— 5

aZ1dy(dy +1) anZ1d,(d, + 1) fl;ll “mg::l s (A + 1) -

=iljl (1 - [f_mrjl]?)

Offensichtlich ist C,, ; © C,, 2 2 ...
Setzen wir

9) Cn=NCpn, C=
n=1

|Coal = 2

1 n [tm+;] 1

C
1

s

m e

]

m

00

Aus der Voraussetzung Y, 1/t, = + oo folgt
k=1

bt 1

— =4 (m=12..)
Alri
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und nach (8)s (9) bekommen wir
. i 1
C =hmcm"= 1—,—-— =0, C=0
Gl = JnlCe ,Q( [enes] + 1) “
Offensichtlich ist S, = C, also |S,| = 0. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
Bemerkung 1,2. Wenn wir im vorhergehenden Satz (in seinem zweiten Teil)
1, =K > 0(n = 1,2,...) setzen, bekommen wir einen neuen Beweis des Satzes 1,3.

Der Verfasser dankt Professor J. MARIK fiir den Hinweis, dass der Satz 1,5 die
folgende Verschiarfung des Satzes 1,2 zu beweisen ermoglicht.

Satz 1,6. Es sei ¢(n) > 0 (n =123, ) Dann ist |H(p)| = 1 fiir i 1/o(n) <
n=1
< +oo und [H(p)| = Ofurz: 1/o(n) =

Beweis. Hy(¢) sei die Menge aller x e (0, 1), fiir welche die Menge {n d,(x) >
> ¢(n)} endlich ist. Offensichtlich ist

©) zm@cm@cGHM@.

Wenn Z 1/p(n) < + oo ist, dann 1st infolge des Satzes 1,5 |[H(¢)| = 1 und so ist
wegen (9 ) auch |H(p)| = 1. Wenn Z 1/p(n) = + oo ist, dann folgt aus dem Satz 1,5

(wenn wir dort 7, = k ¢(n) setzen), dass |Hy(kp)| = 0 (k = 1,2,...) ist und wegen
(9') bekommt man |H(p)| = 0.

2. EINIGE ANWENDUNGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSMETHODEN
IN DER THEORIE DER LUROTHSCHEN REIHEN

Die meisten der folgenden Ergebnisse gehen aus den bekannten Sdtzen der Wahr-
scheinlichkeitstheorie auf Grund der Tatsache hervor, dass die Zufallsverdanderlichen
d{x)(i = 1,2, 3,...)in der Wahrscheinlichkeitsalgebra [ Y, o, P] (Y = (0, 1, o be-
deutet das System aller im Lebesgueschen Sinne messbaren Untermengen des Inter-
valles (0, 1) und P(A4) bedeutet das Lebesguesche Mass von 4 € /) unabhingig sind
und die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung haben:

1

10 P(dy(x) = 1) = 1=1,2,3,..).

(10 @) =D = iy )
Um die Unabhingigkeit der Zufallsverdnderlichen dy(x), da(X), ... zu beweisen,

geniigt es zu zeigen ,dass fiir jedes n und beliebige natiirliche Zahlen Iy, I, ..., I, die

Beziehung

(11) HM@:%M¢M=Q=QHM@=M

gilt.
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Die linke Seite in (11) ist offensichtlich gleich dem Mass des Intervalles I, ;.
n-ter Ordnung, also sie ist der Zahl [I,(I, + 1)... L(I, + 1)]™" gleich. Weiter ist
P(d{x) = I,) gleich dem Mass der Vereinigungsmenge aller derjenigen Intervalle
I;,4,...4, der i-ten Ordnung, fiir welche d; = [; ist. Also

1 1 1
di(dy + 1) T diy(disy + ) I+ 1)

P(d,.(x) = l,.) = Z

rechts in der i-fachen Reihe summiert man iiber alle solche Folgen (dy, d,, ..., d;—1, 1;)
wo ; fest ist und d; (1 < k < i — 1) alle natiirlichen Zahlen durchlaufen. Daraus
bekommt man

1

Pl =1 = 1
und so ist (11) richtig. Gleichzeitig haben wir auch die Giiltigkeit von (10) bewiesen.

Bemerken wir, dass in dieser Arbeit die Bezeichnung in Ubereinstimmung mit [_12]
gebraucht wird.

Mit Hilfe einer von Kolmogorov bewiesenen Verallgemeinerung des starken Ge-
setzes der grossen Zahlen geben wir die Antwort auf eine Frage, die im ersten Teil
dieser Arbeit offen blieb (siehe die Bemerkung 1,1). Dies wird mit Hilfe der folgenden
Verallgemeinerung des Satzes 8 von L. Holzer (siehe [9]) geschehen.

Satz 2,1. ¢ sei eine reelle Funktion der natiirlichen Verdnderlichen. Es sei

(12) 5 Lol

< 4o00.
=1 (I + 1)

Dann gilt fiir fast alle x € (0, 1) die Beziehung

N - U)
,.ILI: ; j‘-—;1(p(dj(x)) _1;1 l(l + 1) )

Beweis. Bilden wir die Zufallsverinderlichen &,(x) = @(d,(x)) (n = 1,2,...).
Die Menge der Werte jeder dieser Zufallsveranderlichen ist der Menge A = {¢(1),
®(2), ...} gleich. Es sei t € A. Dann ist die Zahl P({, = t) offensichtlich gleich dem
Mass der Vereinigungsmenge aller Intervalle I, 4.4, der n-ten Ordnung, wo d;
(j=1,2,...,n — 1) natiirlich und ¢(d,) = ¢ ist. Daraus folgt

1
= e k(k + 1)

(13) P(é = 1)

und die rechte Seite von (13) ist von n unabhingig. Daraus folgt leicht, dass die
Zufallsverdnderlichen &, (n = 1, 2, ...) dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung haben.
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Aus der schon bewiesenen Unabhingigkeit von d,(x) (n = 1,2, ...) und aus den
bekannten Sitzen der Wahrscheinlichkeitstheorie (siehe [12], S. 153) folgt die Un-
abhingigkeit von &, (n = 1,2,...).

Jetzt bestimmen wir die Erwartungswerte M(E,) (n =1,2,...). Wegen (13) be-
kommen wir

(14) M(&,) =,EZA t.P¢,=1)=Y 1

ted ¢(’§:=t k(k + 1).

Rechts haben wir eine Reihe, welche eine (méglicherweise verallgemeinerte) Um-
ordnung der Reihe

(15) o (P(l)

=11 + 1)

ist. Da die Reihe (15) absolut konvergiert (siche (12)), konvergiert auf Grund von
bekannten Erkentnissen aus der Theorie der unendlichen Reihen (siche [13], S. 143)
auch die Reihe an der rechten Seite von (14) und hat dieselbe Summe wie die Reihe
(15). Also

o _o() _ '
M(Z, —zl(l‘”+ 5= My M < oo,

Alle Zufallsveranderlichen &, (n = 1,2, ...) haben also den gleichen Erwartungswert.

Da &, (n=1,2,3,...) unabhingig sind und einen gleichen Erwartungswert
M(£,) = M (n = 1,2,...) haben, gilt fiir sie wegen der erwihnten Kolmogorovschen
Verallgemeinerung des starken Gesetzes der grossen Zahlen (siehe [12], S. 332,
Satz 3) die Beziehung

P(1im51+52+"'+€"=M>=1.

n—> oo n

Also fiir fast alle x e (0, 1) gilt die Beziehung

im 1 ¥ 0(d9) = 3 U

) I+ 1)

Satz 2,2. Ist o < 1, so ist die Folge {d}(x)}?, fur fast alle x € (0, 1) durch die
Methode (C, 1) zum (von x unabhdngigen) Werte z P[i(1 + 1) limitierbar.
=1

Beweis. Setzen wir im Satz 2,1¢(l) = I*, « < 1. Mann kann leicht feststellen, dass
alle Voraussetzungen des Satzes 2,1 erfiillt sind. Die Behauptung folgt nun leicht aus
dem Satz 2,1.
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Bemerkung 2,1. Wenn wir den Satz 2,2 mit der Bemerkung 1,1 vergleichen, sehen
wir, dass die Folge {dj(x)};~, fiir @ < 1 fast iiberall (C, 1)-limitierbar ist und fiir
« = 1 fast iiberall durch die Methode (C, 1) nicht-limitierbar ist.

Der folgende Satz erinnert uns an ein gewisses Ergebnis der Theorie der Ketten-
briiche (siche [14], S. 110—111).

Satz 2,3. Fiir fast alle x = |d,(x), dy(x), ...| € (0, 1) gilt
lim :/[dl(x) dz(x) d,,(x)] = H J L ket 1).
e k=1

Beweis. Setzen wir im Satz 2,1 ¢(I) = log I (I = 1,2, ...). So bekommen wir fiir
fast alle x = |d,(x), d(x),...| €(0, 1)

lim log 2/[dy(x) do(x) ... dy(x)] = li l(;oi l1) ;

daraus folgt

lim Y/[dy(x) d(x) - d,(x)] = exp {,=1 ’(io'g* ll)} i

0

. 5 logl -
= lim ex ——=—L = lim [T k/e®+D = TT g+
B p{1;1 I+ 1)} n- e k];[l kl;[l

Auch der folgende Satz ist einem Ergebnis der Theorie der Kettenbriiche dhnlich

(siehe [15], [16]).

Satz 2,4. Sei 1, > +o0. Dann gilt fiir fast alle x = |dy(x), dy(x), ...| € (0, 1) die
Beziehung

(16) h({n; d(x) =2 7,}) = 0.
Beweis. G bedeute die Menge aller x = |d,(x), dy(x), ...| € (0, 1), fiir welche

L=}

lim 3/[d,(x) da(x) ... d,(x)] = [T £****D = ¢,

n— o0 k=1
gilt. Dann folgt aus dem Satz 2,3 IG[ = 1 und so geniigt es zu beweisen, dass x nicht
zu G gehort, falls fiir x die Beziehung (16) nicht gilt.

Es sei also (16) fiir x nicht erfiillt. Wenn wir jetzt 4 = {n; d,(x) = ,} setzen, so
haben wir h,(4) = n > 0. Es sei K > 0 so gewihlt, dass K" > ¢, ist. Da 1, > + o0
ist, existiert ein solches ny, dass fiir n > n, die Ungleichheit 7, > K gilt. Durch eine
einfache Abschétzung bekommen wir fiir n > n,

YLd(3) da(a) - )] 2 YRAD™ = AW
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daraus folgt
lim sup 3/[d,(x) dy(x) ... d(x)] = K" > ¢,

also x ¢ G.

Bemerkung 2,2. Es sei bemerkt, dass der Satz 2,4 auch aus dem Lemma 2 der
Arbeit [16] folgt, wenn wir die (C, 1)-Limitierbarkeit von {Jd;(x)};=y fiir fast
alle x € (0, 1) erwiigen.

Satz 2,5. Fiir fast alle x = |d(x), dy(x), ...| € (0, 1) gilt
(17) Ii‘iﬂf,—)c):r(—r‘lﬁj (r=1,23,.).

Beweis. Setzen wir im Satz 2,1 ¢(r) = 1 und ¢(I) = O fiir I % r. Dann ist offen-
sichtlich i ¢(dj(x)) = N,(r, x) und infolge des Satzes 2,1 existiert eine Menge B,,
|B,| = 1,1231, < (0, 1), so dass fiir x € B,

fim Yo%) _ 1
now N r(r + 1)

0
gilt. Setzen wir B = () B,. Dann ist [B] = 1 und fiir x € B gilt die Beziehung (17).
: r=1

In der Arbeit [9] beweist man das folgende genauere Ergebnis iiber die Verteilung
-von Ziffern in Liirothschen Reihen:

Fiir fast alle x € (0, 1) gilt die Beziehung

r(r + 1)

N,(r, x) = + O(y/nlogn) (r=1,2,..).

Jetzt verschirfen wir das obenerwéhnte Ergebnis von L. Holzer.

Satz 2,6. Fiir fast alle x € (0, 1) gilt

n

D) Ma(x)/(nloglogn) (r=1,2,...),

N,(r, x) =

wo
lim sup ,, = lim sup |n,(x)| = D,/2,
n—oo

n—> o

b= s (i) €2
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Beweis. Bei natiirlichen r, n setzen wir £,,(x) = f,(d,(x)), wo f,(r) = 1und f(m) =
= 0 fiir m # r. Da dy(x) (j = 1,2, ...) in der Wahrscheinlichkeitsalgebra [ Y, s7, P]
unabhiingig sind, so sind auch die Zufallsveranderlichen £,,(n = 1,2, ...)in[Y, o/, P]
unabhingig. Ausserdem sind ¢,, (n = 1, 2, ...) offensichtlich beschrénkt.

P(&,, = 1) ist offenbar dem Mass der Vereinigungsmenge aller derjenigen Intervalle
I4,4,..4, der n-ten Ordnung gleich, wo d; (i = 1,2, ..., n — 1) alle natiirliche Zahlen
durchlduft und d, = r ist. Dieses Mass ist gleich der Summe der n-fachen Reihe

)

1
di(dy + 1) ... dy_y(dyey + D) r(r +1)°

in der iiber alle erwdhnten Folgen summiert wird. Es gilt also

1

P, =1)= n=12...).
(¢ ) r(r+1) ( )
Da &,, nur die Werte 0 und 1 annimmt, ist
1
P, =0)=1~— n=1,2..).
(¢ ) r(r + 1) ( )

So haben die Zufallsverdnderlichen &,, (n = 1,2, ...) dieselbe Wahrscheinlichkeits-
verteilung.

Fiir den Erwartungswert M(é,,,) bekommt man

_ 1
B r(r +1)

M) =1, PC,=1)
und fiir die Streuung D(¢,,) haben wir

D(En) = IM(E2) — M2(En)] = J[(—‘Il-) (1 G L 1))].

Also M(¢,,), D(&,,) (n = 1,2, ...) sind von n unabhingig.
n
Aus der Definition der Zufallsverinderlichen &, (n=1,2,...) folgt Y &;, =
=1

= N,(r, x). Jetzt benutzen wir den Satz vom iterierten Logarithmus (siche [12],
S. 337). So bekommen wir fiir fast alle x € (0, 1>

n

. r(r +1)
18 lim su
(18) v P D,./(2n loglog n)

D, = D(&) = \/[r(r 1+ 5 (1 % L 1)>] (n=1,2..).

L,

N,(r, x) —

IIA
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Daraus folgt

n

19 N,(r, x) =

(19) (r.%) r(r +1)
Erwigen wir weiter, dass auf Grund des verschirften Gesetzes vom iterierten

Logarithmus fast iiberall in (0, 1 > die Bezichung

n

lim sup (r +1) =1

n o D, /(2n log log n)

+ O(y/(n log log n)) .

N,(r, x) —

gilt. Aus (18) und (19) folgt schon die Behauptung des Satzes unmittelbar.

Eine gewisse Ubersicht von der Verteilung der natiirlichen Zahlen in den Folgen
von Ziffern {d,(x)};>, der Zahlen x e (0, 1) ist auch durch die Anwendung des
zentralen Grenzverteilungssatzes von Ljapunov (siehe [12], S. 363) gewinnbar.

Satz 2,7. y sei eine reelle Zahl, A(r, n, y) bedeute die Menge aller x € (0, 1), fiir
welche die Beziehung

r(r + 1)

N,(r, x) —
<D,.y

n

gilt. Dann gilt ’
. 1 Y e

lim |A(r, n, y)| =—j ™2 4y,

n— o \/(ZN) -0

Beweis. Wie wir schon gesehen haben, sind die Zufallsverinderlichen &, (n =
= 1,2,...) unabhingig und haben einen gleichen Erwartungswert M, = M(f,,,.) =

= 1/r(r + 1) und gleiche Streuung

b= 06 = L(r =y (- 1))]' |

< % Cn - M (Cn)
n= jro (= .
‘ j;é . D(,)

Dann ist M({,) = n.M,, D(,) =./(n).D, (n=1,2,...). Wenn F,(z) die Ver-
teilungsfunktion von ¢ bedeutet, dann bekommen wir zufolge des erwiihnten zentra-

len Grenzverteilungssatzes von Ljapunov

Setzen wir

lim F,(z) = 1 f e~ qr.

- J2n)

- 502



Da offensichtlich {, = N,(r, x) ist, bekommt man daraus

N,(r, x) — —n—l—
lim P M+ _p

Jn i Wﬁf

Bemerkung 2,3. Aus dem Satz 2,7 folgt, dass zu jedem n eine solche aus einer
endlichen Anzahl von Intervallen der n-ten Ordnung bestehende Menge L, existiert,
dass lim ]L | > 0 ist und dass auf L, die Beziehung

n—+o

e "2 dt.

N,(r, x) —

< —=D,.\n

n
r(r +1)
gilt. Dabei aber gilt fiir fast alle x € (0, 1) die Beziehung

r(r +1)

N,(r,x) —

lim sup = 400

n—o \/n

(siche den Satz 2,6).
Weitere Ergebnisse kann man durch die Anwendung des Lemmas von Borel-
Cantelli gewinnen.

Satz 2,8. Fiir fast alle x € (0, 1) gilt

(e

Beweis. {r;}72, sei die Folge aller positiven rationalen Zahlen. Bezeichnen wir
mit By,—y (k = 1,2,...) das folgende Ereignis: der Bruch dy(x)[d;—(x) ist gleich
der Zahl r;.

Wir zeigen, dass die Ereignisse By, Bs, ..., By;_, ... unabhingig sind. Es geniigt zu
zeigen, dass fiir jedes n = 1 die Gleichheit

(20) P(By.Bs...By,_y) = f[P(BZ,H)

gilt. P(By . B; ... B,,_,) ist offensichtlich gleich dem Mass der Vereinigungsmenge
aller Intervalle I, 4, 4, der 2n-ten Ordnung, fiir welche dyy[day—y = r;(k = 1,2, ...
., ) ist. Also
P(By . B;...By,_y) =
>y

1
di(d, + V) dy(dy + 1)

1
dypi(dan—1 + 1) dy(ds, + 1) ’

-3
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dabei summiert man in der Doppelreihe
1
)
dyi—1(dai—y + 1) dy(dy; + 1)
iiber alle solche Paare (d5;_, d,;) von natiirlichen Zahlen, fiir welche d,;/d,;_, = r i

ist. Weiter ist P(B,;_;) gleich dem Mass der Vereinigungsmenge aller Intervalle
Lia,..4, der 2i-ten Ordnung, fiir welche d,;[d,;_; = r; ist, also
d 1 ed 1

21 P(By ) =Y — ... R
( ) ( g 1) d12=:1 dl(dl + 1) dzi-2=1 d2i"‘2(d2i"2 + 1)

3 1 -y 1 do _
dyioy(dzi-q + 1) dy(dy; + 1) dyii(dzimg + 1) dyi(dy + 1) dpyy !
Daraus folgt (20) schon unmittelbar.

Ferner, wenn r; = (p;/a;) (pj» 4;) = 1, pj» q; teilerfremd) ist, dann bekommt man
aus (21) durch eine einfache Abschitzung die Ungleichheit

1
)2 @ o)
daraus folgt i P(By;-;) = + 0. Auf Grund des Lemma von Borel-Cantelli (siche
[12], S. 327)‘T)ékommen wir
(2) P(4)) =1,

wo 4; = H Z By ist. Aus (22) folgt dann P( H A;) = 1. Daraus folgt, dass die

n=1 k=n
Menge M, = {d,,H(x)/d (x)}, fiir fast alle x 6(0 1) alle positive rationale Zahlen
enthilt. Da sie in E] abgeschlossen ist, haben wir M, = <0, +o0) (fiir fast alle
X € (0 1}) Damit ist der Satz bewiesen.
Auf ganz dhnliche Art kann man auch das folgende Ergebms beweisen.

Satz 2,9. Fiir fast alle x € (0, 1) gilt
{0,1, 1,2, =2,...} = {dp41(x) — d(x)}s-
Wie wir schon gesehen haben, ist dic Folge {(1/n) Z d(x)}s, fast iiberall in (0, 1)

divergent (51ehe die Bemerkung 1,1). Jetzt werden w1r diese Folge vom Standpunkt
der stochastischen Konvergenz in der Wahrscheinlichkeitsalgebra [ Y, o, P] studieren.
Wir zeigen, dass von diesem Standpunkt die Grossenordnung der Funktionen

% z:: dix) (n=1,2,..)

bei n — oo gleich der Zahl log n ist. Der folgende Satz ist einem Ergebnis aus der
Theorie der Kettenbriiche dhnlich (siche [17]).
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Satz 2,10. Setzen wir fiir x € (0, 1)

0,(x) =,-§:1dj(x) (n=123,..).

Dann konvergiert stochastisch die Folge {o,(x)[nlogn};%-, zur Funktion, die
identisch gleich 1 ist.

Zum Beweis des Satzes benutzen wir einige Hilfssdtze und fiihren die folgende
Bezeichnung ein: n sei natiirlich, n > 1; setzen wir

A;={xe(0,1);d(x) < nlogn}, F,=(A4;.
j=1

Im weiteren bezeichnet M’ das Komplement der Menge M < (0, 1) im Raum (0, 1).
Weiter setzen wir

0= L"df-(x) dx, by = JF"di(x) d(x) dx , c,.=j d(x)dx .

Fn

. e Ny, Nayeey
Lemma 2,1. ny, n,, ..., my; ty, ty, ..., t; Seien natiirliche Zahlen, E( L T2 e Tk
tl’ tz, ooy tk

bedeute die Menge aller x = |dy(x), dy(x),...|€(0, 1), fiir welche d,(x) =1,
(i=1,2,..., k) ist. Dann gilt

E (nl, Ny enny nk)
te, tay oo by

Beweis. Wir konnen schon voraussetzen, dass n; < n, < ... < n ist. Die Menge

1
St + Dyt + 1)t + 1)

E (nl’ M2 eees nk) ist gleich der Vereinigungsmenge aller derjenigen Intervalle
tiy tay woor by
Ly,a,...4,, der ni-ten Ordnung, fiir welche d,, = ¢; (i = 1,2,..., k)ist. Daher haben wir

Ryy By enes My
E —
(tl’ t2, ey tk> Z
rechts haben wir eine n,-fache Reihe, in welcher d; alle natiirlichen Zahlen durchliuft,

falls j & n; (i=1,2,...,k) ist, und d,, den Wert ¢, (i =1,2,..., k) annimmt.
Daraus folgt die Behauptung des Lemmas.

1
di(d, + 1) dy(dy +1)...dy(dy + 1)

Lemma 2,2. Fiir jedes j < n gilt a; < nlog n.

Beweis. Da F, c A; ist, haben wir

nlogn
a; §J~ di(x)dx =3 r?
Aj r=1

()
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Daraus bekommt man nach Lemma 2,1

nlogn 1 nlogn
a;<yr
r=1

<Y 1=[nlogn] < nlogn.
r=1

r+1

Lemma 2,3. f sei eine positive, nicht-wahsende, auf {1, + oo') definierte Funktion,
es sei lim f(x) = 0. Dann existiert eine Konstante ¢y > 0, so dass fiir alle x 2 1

X—* 00

die Beziehung
pYCR f jf(t) dt + ¢; + O(f(x))
gilt.
Beweis. Siehe [18], S. 10—11.

Lemma 2,4. Es existiert eine absolute Konstante ¢ > 0, so dass fiir jedes n > 2
und fiir je zwei Zahlen i, j < n, i =+ j die Ungleichheit

|bij — log? n| < cf log nloglogn
gilt.

Beweis. Essein > 2,i,j < n, i % j. Aus der Definition von F, folgt
(23) b;; =J d{x) dj(x)dx =
Fn
- J d(x) d,(x) dx — f d(x) dx)dx = I, — I .
AinAj (AinAj)nFy’

Fiir das erste Integral I, bekommen wir auf Grund von Lemma 2,1

nlogn nlogn
n=| aeae =3 Y
Aindj

E b =
r,s
nl:gn 1 nlogn ] nlogn 1 2
=y y =(y —).
r=s1r+1s=15s+1 k=1 k +1

Nach Lemma 2,3 bekommt man jetzt

r=1 s=1

rilogu 1 nlogn dt 1 X
Z — —— 4+, +O[——— ) =logn + loglogn — log 2 +
k=1k +1 : t+1 nlogn + 1

>+ ¢y + O(————1—> = logn + 94(n)

nlogn + 1

C+log(1l+
nlogn

mit [9,(n)| < c; loglog n, wo ¢} eine absolute Konstante ist. Daraus folgt
(24) o Iy =log?n + 9,(n)

mit |9,(n)| £ ¢} log nloglog n, wo ¢} eine absolute Konstante ist.”
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Jetzt schéitzen wir das zweite Integral I, ab (siehe (23)). Auf Grund einiger elemen-
tarer Eigenschaften des Integrals bekommt man .
F.NE (” J )
r,s

nlogn nlogn
I, = f G dx) dx = 3 rs ‘
(Aindj)nFn’ r=1 s=1

Aus der Definition von F, folgt
n=UAr, A4 ={xe(0,1);d(x) > nlogn}.
k=1
Also 4¢ = U A, wo Apy = {x€(0, 1); d,(x) = I} ist. Aus der Definition der

I=[nlogn]+1
Mengen A4j; folgt Ay, N Ay = 0, falls p % g ist. Daraus bekommt man

(25) F,’,nE(” ’) <y |4 nE(” J) A;‘,n-E(” ’).
r,s)l k=1 r, s r,s

Wenn k = i oder k = j ist, dann ist offensichtlich 4;; N E (l’ / ) =0.Wenn k =+ i,j
ist, dann bekommen wir nach dem Lemma 2,1 s

A4 NE (” ’)
r,s

und so haben wir wegen (25)
ros)| k=1 r(r + 1) s(s + 1) t=priogmi+1 I(1 + 1)
1 = 1 < 1 1

= = >
T rr+1)s(s+ 1)k=1[nlogn] + 1 H(r+ 1)s(s + 1) logn

n )

k=1 I=[nlogn]+1

g, k\|_ 1 1 1
r,s,l‘ r(r + 1) s(s + 1) I(1 + 1)

also ist

1 nlogn nlogn 1 1 nlogn 1 2 1
T,=s— Z 2 = = T;.
logn /=1s=1 (r+ 1)(s+1) logn\¥=1k+1 log n

Wenn wir jetzt (24) beriicksichtigen, sehen wir sofort, dass eine absolute Konstante
¢z > 0so existiert, dass fiir jedes n > 2 die Beziehung

(26) I, < clogn
gilt. Aus (23), (24), (26) folgt unmittelbar die Behauptung des Lemmas.

Lemma 2,5. Es existiert eine absolute Konstante ci > 0, so dass fiir jedes n > 2
und jedes j < n die Beziehung

¢;=logn + %n), [9(n)| < c}loglogn
gilt (3(n) ist von j unabhingig).
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Beweis. Aus der Definition von ¢; bekommt man

27) ¢ = j a0 x = f o) dx f e

Auf Grund der elementaren Eigenschaften des Integrals bekommen wir fiir das erste
Integral an der rechten Seite von (27)
e’
r

nlogn
f dix)dx =Y r
A r=1
Aus dem Beweis des vorhergehenden Lemmas folgt dann -

nlogn 1

r=lr+1-

(28) J dj(x)dx =logn + 9,(n), [94(n)| < c5loglogn ;
4;

c3 ist eine absolute Konstante.
Fiir das zweite Integral an der rechten Seite von (27) bekommt man

nlogn ]
J dix)dx =)r F,’,mE()
AjnFy’ r=1 r

Durch ein Verfahren, das dem bei der Abschitzung von |F, N E (l’ J >
r,s

des Lemmas 2,4 benutzten Verfahren dhnlich ist, kann man leicht feststellen, dass
eine absolute Konstante cj 1), ¢s > 0 so existiert, dass fiir jedes n > 2 die Un-

gleichheit
F,nE j < 5 1
" r)|  lognr(r+1)

im Beweis

gilt. So ist

(29) f G

C’S nlogn 1

lognr=1r+1.

_ Noch einmal brauchen wir die Beziehung

nlogn
(30) 3 _515 — logn + 9(n)

r=1

mit |9,(n)| < ¢} loglog n, wo c eine absolute Konstante ist. Aus (29), (30) folgt
(31) f di(x)dx < ¢,
AjnFy’

1y Man kann c5 = 1 wihlen.
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¢s > 0, cg ist eine absolute Konstante. Aus (27), (28) und (31) folgt schon die Be-
hauptung des Lemmas unmittelbar.

Beweisdes Satzes 2,10. Es seie > 0. Setzen wir

o)
nlogn

E, = {xe(O, 1y;

>e}.

|E, 0 Fy| £ |Fo] £ Y145, wo 4f = {xe(0,1); di(x) > nlogn}
k=1

Offensichtlich ist

ist. Die Menge Aj ist in der Vereinigungsmenge aller derjenigen Intervalle I dyda..dy
k-ter Ordnung enthalten, wo d; (i =12,....,k — 1) alle natiirlichen Zahlen durch-
lauft und dy = [nlogn] + 1 ist. Daher ist

1 1
i=mmiogn1+1 I(I + 1) ~ nlogn

IIA

|[4¢| =

und so haben wir
IF| < <_1_. E, A Fl| = o(1) (n— o).
logn

Es geniigt also zu beweisen, dass |E, n F,| = o(1) (n - o) ist. Aus der offen-

sichtlich Ungleichheit
2
21 Vax 2 2k, o F,|
E.nF, \nlogn
folgt

(32) VIS j (& - 1)’dx <

nlogn
1

11 62(x)dx — 2nlogn | o,(x)dx + n? log? nt.
e?n*log?n | Js, Fn

Erwiégen wir, dass

IIA

Ja(x)dx—Za+ Y b,

i, j=n,i¥j.

ist. Aus Lemma 2,2 folgt dann
(33) Y a; < n’logn
j=
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und aus Lemma 2,4 folgt

(34) Y by < n*log*n + cin*lognloglogn.

Lismi*j

Nach Lemma 2,5 bekommen wir
—2nlog nf o,(x)dx = —2nlogny c; = —2nlogn(nlogn + n 9(n)),
Fn j=1

|9(n)| < ¢ loglog n; 3 ist die im Lemma 2,5 vorkommende absolute Konstante.
Daraus folgt, dass der mittlere Summand an der rechten Seite von (32) gleich der
Grosse

(35) —2n?log® n + O(n? log n log log n)
ist.

Aus (32), (33), (34), (35) folgt

|E,n F,| <

<L
= 2

TN {n*logn + n*log®>n — 2n*log* n + n®log’n +

&2 n?log?n

+ O(n? log n log log n)} = O<%E—g—f> =0o(l) (n- ).
ogn

Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
Satz 2,11. Fiir fast alle x = |d(x), dy(x), ...| € (0, 1) gilt

(36)

1 1 1
e E e A T ET O P Te

=00.

Folgerung. Fiir fast alle x € (0, 1) gilt ¥ 1/d,(x) = + co.
)

Beweis des Satzes. Wenn die Reihe (36) auf einer Menge von positivem Mass
konvergiert, dann existiert auf Grund des bekannten Satzes von Jegorov eine Menge
F < (0,1, |F| > 0, so dass die Reihe (36) auf F gleichmassig konvergiert. Dann
existiert zu jedem & > 0 ein n(e) = 2, so dass fiir jedes m 2 n(e) und jedes k > 1 die
Ungleichheit :

m+k
#) i

n=m | p O',,(x)

gilt. Setzen wir U, = {x (0, 1); 0,(x) > 2nlog n}. Dann gilt fiir alle hinreichend
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kleinen ¢ die Inklusion U, < E, und so ist zufolge des Satzes 2,10 |U,,| — 0. Dann

ist aber
f dx.gj dx > 1 [F”nU",|=|_Il:M".!,
F 0u(%) FacUy On(X) — 2nlogn 2nlogn

Wegen |[F nU,| £ |U,
gleichheit

gilt fiir alle hinreichend grossen n (fiir n > n,) die Un-

dx |F|
> 5
r0,(x) 4nlogn
daraus folgt fiir m > n,
m+k m+k
dx S ]_Ii| 1

)

n=mJpo,(X) 4 w=mnlogn

- 4o,

falls k — oo. Das ergibt aber einen Widerspruch mit (37). Damit ist der Beweis des
Satzes beendet.

3. ANWENDUNGEN DES HAUSDORFFSCHEN MASSES
IN DER THEORIE DER LUROTHSCHEN REIHEN

M, bezeichne bei natiirlichem k die Menge aller derjenigen x = |dy(x), d5(x), ...| €
€ (0, 1), fiir welche d,(x) < k (n = 1,2,...) ist. Setzen wir M,, =k[=Jle. M, ist

offensichtlich die Menge aller x € (0, 1) mit beschrinkten Folgen von Liirothschen
Ziffern. Wie wir schon gesehen haben (siche den Satz 1,3), hat jede der Mengen M.,
M, (k = 1,2,...) das Lebesguesche Mass 0. In diesem Teil der Arbeit finden wir die
genauen Werte der Hausdorffschen Dimensionen der Mengen M, M;, (k =1,2,. )
Bemerken wir, dass der Gedanke des zweiten Teils des Beweises des Satzes 3,1 auf
einem von Professor V. JARNIK benutzen Verfahren (siehe [19]) beruht.

Vorher beweisen wir einige Hilfssdtze und studieren die Struktur der Mengen M,
(k=1,2,..).

Definieren wir fiir x € <0, 1) die Funktion

k
1
xX) =) ——
(Pk( ) 12'1 (12 n l)"
(k ist natiirlich). Die Funktion ¢, ist stetig und fallend auf dem Intervall <0, 1) und
0i(0) = k, ¢ (1) = 1 — 1/(k + 1). By bezeichne die Wurzel der Gleichung

o)=Y —L -1

=1 (2 + 1)
Offensichtlich ist 0 < B, < 1.
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Lemma 3,1. Wenn B, (k = 1,2, ...) die vorige Bedeutung haben, so ist

Bi=0<3}<By<fP3<..; B—1.2

Beweis. Offenbar 8, = 0. Da die Funktion ¢, fallend ist, geniigt es zum Beweis
der Giiltigkeit von 3 < f, zu zeigen, dass ¢,(}) > 1 ist. Es ist aber ¢,(}) = 1/\/2 +
+ 1/\/6 und aus den offensichtlichen Ungleichheiten \/2 < %, \/6 < 3 folgt ¢,(3) >
>%¢+4=1

Weiter ist @;(X) < @r44(x) (k = 1,2, ...); daraus folgt B, < B+, (k= 1,2,3,...).

Jetzt schatzen wir 1 — f, ab. Erwigen wir, dass die Funktion ¢, im Intervall
(0, 1) eine negative Ableitung

Pi(x) = EkZ ! !

lo
=1 (P o+ I gl2 +1

hat und

(38) |oi(x)] = @u(x)log2 > 0
ist. Auf Grund des Lagrangeschen Mittelwertsatzes bekommt man —1/(k + 1) =
= ¢1) — @u(Bi) = (1 — By) @x(xo), Wobei x, zwischen B, und 1 liegt, und so ist

1 1
39 1—fo=— .
9 C ok + 1 gi(xo)

Wegen (38), (39) haben wir

’ 1
|0i(%0)| = @u(x0) log 2 = py(1) log 2 = (1 - k_+1> log 2,

also

1—p < 1 1

S SN T P
k+1

Daraus folgt f, — 1. Damit ist der Beweis beendet.
Wir haben schon den Begriff des Intervalles der n-ten Ordnung (n > 1) erwéhnt,

Das Intervall I, = (0, 1> nennen wir ein Intervall der nullten Ordnung. l4d,...4, ist
ein halboffenes Intervall der Gestalt {a, b), wobei

- 0.

1 1 1 1 1
a= Bl + ...+ ,
dl + 1 St d2 + 1 §182 +o0 Sp—1q d" + 1
1 1
N S S L
di+1 s;d, +1 §1S3...Sp—g dp + 1 5;5,...5,

ist.
%) Esist B, == 0,6005, B == 0,7584, ...
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b kann man auch in der Form

1 1 1 1 1
w + = o —
di+1 s;dy, +1 $183 «.. Sp_y dy

o)

schreiben. Daraus folgt I, 4, < Iy, 4,10, Und Iyg, 4, = UI,,“,2 o1 ISt
Es sei noch bemerkt, dass [I;,4, 4| = 1/(sy55 ... s,) ist.

Lemma 3,2. k sei natiirlich, k = 2, es sei o < Bi. Dann gilt fiir jedes n > 0 und
fiir jede Folge dy, d,, ..., d,_, von natiirlichen Zahlen die Ungleichheit

k
(40) [Idxdz...dn..llu é lgllldldz...d"-lllz .

Beweis. Wenn n =1 ist, dann ist I, 4 _, = Io = (0,1) und links in (40)
K

haben wir 1. Rechts in (40) haben wir Y 1/(I* + I)* = @4(«) und die Richtigkeit
=1

von (40) folgt aus den Eigenschaften von ¢,.
Es sei also n = 2. Dann ist die linke Seite von (40) gleich der Zahl 1/(s;s, ... 5,-4)*
und die rechte Seite von (40) ist gleich der Zahl

1 . 1
a Z 2 @
(5155 e Spmq)® =1 (1P + 1)
Die Richtigkeit von (40) folgt wieder leicht aus den Eigenschaften von ¢,.
Es sei im weiteren k fest, k > 2. Das Intervall I, = (0, 1> nennen wir ein langes
Intervall der nullten Ordnung, das Intervall K, = (1/(k + 1), 1) nennen wir ein

kurzes Intervall der nullten Ordnung. Die Intervalle I, = (1/(d, + 1), 1/d,>
(dy = 1,2, ..., k) heissen lange Intervalle der ersten Ordnung, die Intervalle

1 1
K = + d = , ,o--,k
“ (m+1 sk + 1)’ d>(1 )

heissen kurze Intervalle der ersten Ordnung. Die Intervalle I, , 4., Wo d; < k
(j = 1,2,..., n) ist, heissen lange Intervalle der n-ten Ordnung, die Intervalle

1 1 1 1 1 1 1
Kisdn = +— + ...+ + ,
di+1 s;d, +1 518 eeeSpmq dy + 1 sy55...8,k+1
1 1 1 1 1 1
+ — e+ ,
di+1 s;d, +1 §1S3 cee Sy dy + 1 5155...8,

wobei d; £ k (j = 1,2,..., n) ist, heissen kurze Intervalle der n-ten Ordnung. Wir
sehen also, dass K,,4,..4, €in solcher Teil des Intervalles I, 4, ,. ist, welcher aus
14,4, 4, durch Weglassung eines Intervalles mit Endpunkten c, d ensteht, wo ¢ gleich
dem linken Endpunkt des Intervalles I, 4, 4, ist und d gleich der Summe des linken
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Endpunktes des Intervalles I4,4,...q, mit der Zahl

1 11
S152~‘-Snk+1 k+1

IIdle.-.dnl

ist.
Aus der Konstruktion der Liirothschen Reihen und aus der Definition von M,
folgt, dass

0
(41) M, = NZ™
n=0
ist, wo Z® gleich der Vereinigungsmenge aller kurzen Intervalle der n-ten Ordnung
ist.
In diesem Teil der Arbeit versteht man unter der abgeschlossenen Hiille einer
Menge deren abgeschlossene Hiille im Raum E; = (— 0, +o0).
Setzen wir T® = U Ky,4,.., (also bei n = 0ist Ko = (1/(k + 1), 1)).
Ferner setzen wir =~ 4=k /=1:2.m :

o
Ny=NT™.
n=0
Es ist offensichtlich M, « N, und N, — M, ist eine abzdhlbare Menge; daher ist
dim M, = dim N, (siche [10]). Diese Tatasache werden wir im weiteren benutzen.
Jedes Intervall Ky,4,.. 4, enthilt k punktfremde abgeschlossene Intervalle K, 4, 4.5
(p = 1,2, ..., k). Daraus und aus (42) folgt, dass N, eine perfekte Menge und so auch
ein Kompat ist. )
Die Intervalle I,4,...4, nennen wir lange abgeschlossene Intervalle und die Intervalle
Kg,4,...a, nennen wir kurze abgeschlossene Intervalle der n-ten Ordnung.

Satz 3,1. Setzen wir firk =1,2,3, ...
My={xe(0,1); d(x) =k n=1,2,.].
Dann ist dim M, = B (k = 1,2,...).

Beweis. Da die Menge M, aus einem éinzigen Punkt besteht, gilt dim M, = 0 =
= f;. Daher konnen wir schon k = 2 voraussetzen.

Der Beweis besteht aus zwei Teilen.

1) Beweis der Ungleichheit dim M, < §,.

Es sei B, < a < 1. Wir zeigen, dass u®{M,} = 0 ist. Daraus wird dim M, < B,
folgen.

Aus der Definition von M folgt (siche (41)),dass M, = Z™ (n = 0, 1,2, ...) ist. Es
sein > 0. Wihlen wir no(n), so dass 1/2" < 7 fiir jedes n > no(y) ist. Es sei n > nq(n).
Dann ist Z™ gleich der Vereinigungsmenge aller kurzen Intervalle der n-ten Ordriung
Kiay..ap d; £ k(j = 1,2, ..., n). Das ist ein abzéhlbares, die Menge M, iiberdecken-
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des System von Intervallen; fiir die Linge jedes Intervalles dieses Systems gilt die

Beziehung
1 1 1
= 1 - <-—-<n,
5182 ... Sy k+1 2"

weil s; = dj(d; + 1) = 2 ist. Aus der Definition von y(“){Mk} folgt dann

s, 5w < () e

Da diese Beziehung fiir jedes n > ny(n) gilt und da nach der Definition von f, die
Ungleichheit ¢,(x) < 1 gilt, bekommen wir daraus p{{M,} = 0 fiir jedes # > 0
und so ist u@{M,} = 0.

[Kdldz...d,.

2) Beweis der Ungleichheit dim M, > ..

Da dim M, = dim N, ist, geniigt es die Ungleichheit u®@{N,} > 0 fiir 0 < o < B,
zu beweisen. Setzen wir

WO =0,1, W= U g, (021).

dj<k,j=1,2,..,n
Dann ist

W(O) ] T(O) > W(l) o T(l) °2...0 W(") ] T(") b

(also WM = TO w® = TM y. 5. w.) und so ist (siche (42))

N, = n T = n wm
n=0 n=0
Es sei 1 > 0, ¢ > 0. Dann existiert nach der Definition der Zahl u{®{N,} eine
abzihlbare aus offenen Intervallen der Linge <# bestehende n-Uberdeckung V,
der Menge N, mit

(43) KNG + & > ) I .

Da N, ein Kompakt ist, existiert zufolge des Satzes von Borel eine endliche Menge
Vs <= V,, so dass V{ wieder eine n-Uberdeckung der Menge N, ist. Behalten wir in V;
nur solche Intervalle, deren Durchschnitt mit N, nicht leer ist. So bekommen wir ein
neues System V; von Intervallen; V; ist eine 7-Uberdeckung von N, und offensichtlich

w6 > 3 il

ieVy
Jedes Intervall i € V; enthilt unendlich viele Punkte aus N,, weil N, eine perfekte
Menge ist. Fiir i € V; setzen wir a = infi n N, b = sup i n N,. Dann ist a < b;
a, b € N,. Ersetzen wir (jedes) Intervall i € V; durch das Intervall g, b). So bekommen
wir anstatt ¥ ein neues (endliches) System V, von Intervallen. V, ist eine #-Uber-
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deckung der Menge N,, die Endpunkte jedes Intervalles i € V, gehdren zur Menge N,
und fiir jedes i € V, ist die Menge i N N, unendlich. Offensichtlich 2 li[* = Z il
und so ist iV V2
(44) W {N e > 3 il
i€V

Da N, = K, = (1/(k + 1), 1) ist, haben wir i = K, fiir jedes i e V,. Wie wir
schon gesehen haben, gehdren die Endpunkte jedes Intervalles i € V, zur Menge N,.
Weiter liegt jeder Punkt der Menge N, in einem kurzen abgeschlossenen Intervall
der n-ten Ordnung (n ist eine natiirliche Zahl) und |K, 4, 4| < 1/2" - 0. Daraus
folgt, dass bei geniigend grossen n das Intervall i die Punkte aus wenigstens zwei
verschiedenen kurzen abgeschlossenen Intervallen der n-ten Ordnung enthalten muss.
Da i = K, ist, existiert ein m = 0 und im Falle m = 1 auch so eine Folge d,, d,, ...

., d,, von natiirlichen Zahlen, dass i = K4, 4, istund p, I < k, p =+ Iso existieren,
dass

(452) i 0 Kagyapp ¥ 0F 10Ky, a0

ist. Wenn m = 0 ist, dann existieren p, I < k, p % I so dass

(45b) inK,#0+inKk,

ist. Daraus folgt im Falle m > 0, dass die Lange des Intervalles i nicht kleiner als die
Entfernung der Intervalle K;4;. 4.0 Kaids...q, ist. Unter der Voraussetzung p < [
haben wir also

i 2

1 1 1 1 1 1
+ — —
51528, (p+ )P siS2.. 8, p(p + D k+1 sy, 1

_ 1 (p+1) 1 }> 1 1
5152 5m L p+ 1) (K+1)plp+ 1)f ~ sy55... 5, k(k + 1)2°

wobei s; = dj(d; + 1) (j = 1,2,..., m), also 1/(s;s; ... s,) = |I1,4,..4,] ist. Daraus
folgt
(46a) li| =

1
k(k + 1)?

l Id]dz...dml .

Dieselbe Ungleichheit bekommt man auch im Falle I < p. Im Falle m = 0 kann man
leicht beweisen, dass

(46b) lil 2

|0|~

k(k + 1)? k(k + 1)?
ist.

Wenn wir jetzt jedes Intervall i € V5, fiir welches (46a) bzw. (46b) gilt, durch das
Intervall I, 4, 4, bzw. I, ersetzen, bekommen wir ein neues System V, von Inter-

vallen. Jedes Intervall dieses Systems ist schon ein langes abgeschlossenes Intervall
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einer Ordnung m; dabei hangt m von dem urspriinglichen, ersetzten Intervall i e V,
ab. Zufolge (46a), (46b) haben wir

(47) i 2l

iV, l = (kz + k)Za ieV

Wenn in V; zwei solche Intervalle i, i” vorkommen, dass i ein Intervall der m-ten
Ordnung und i’ der n-ten Ordnung mit n < m und i < i’ ist, dann lassen wir aus V,
das Intervall i weg. So bekommen wir ein neues System V, von Intervallen. Jedes
Intervall aus V, ist ein langes abgeschlossenes Intervall irgendeiner Ordnung und
jedes i € ¥, enthélt schon kein anderes Intervall des Systems V,. Offensichtlich haben
wir

(43) 2li=2 i

ieV3 ieV4

und so wegen (44), (47), (48) bekommt man

(49) pP{NG + &

> i

- (kz + k)za ieVq
s sei die grosste nicht-negative Zahl mit der Eigenschaft, dass in ¥, sich irgendein
Intervall der s-ten Ordnung befindet. Dann haben wir zwei Mdglichkeiten:

a) Wenn s = 0 ist, dann ist ¥, = {<0, 1>} und zufolge von (49) bekommen wir

@

(a)
p N ez —*(kz e

So zufolge der Beliebigkeit von ¢ > 0 bekommt man

ka
pONG =2 ——.
Hn "} = (kz + k)Za

b) Wenn s > 0 ist, dann existiert I, 4, 4 € V4, aber es gibt in V, kein Intervall der
Form I,4, 4, mit n <s, so dass I, 4 < 44,4, Wire (siche die Konstruktion
von V). Aus der Definition von N, folgt, dass jedes lange Intervall beliebiger Ordnung
unendlich viele Punkte aus N, enthélt. Da I, 4, 4 in keinem Intervall aus V, kleinerer
Ordnung enthalten ist, muss sich jedes der Intervalle

(50) Idldz...d,_lra 1=sr

I\

k,

in V, befinden. Die Vereinigungsmenge der Intervalle (50) ist eine Untermenge von

I4iar..a, ., Ersetzen wir in V, die Intervalle (50) durch das Intervall I, 4, , _,. So

bekommen wir ein neues System Vs von Intervallen und nach Lemma 3,2 haben

wir ) |i|* = Y. |i|*. Wenn in Vs noch ein Intervall der s-ten Ordnung sich befindet,
i€V ieVs
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dann wiederholen wir das vorige Verfahren. So bekommen wir nach einer endlichen
Anzahl von Schritten ein System V; von Intervallen, in dem kein Intervall der s-ten
Ordnung vorkommt und so ist die grosste nicht-negative Zahl [ mit der Eigenschaft,
dass in V; irgendein Intervall der I-ten Ordnung vorkommt, nicht grosser als s — 1.
Wenn wir so fortsetzen, kommen wir nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu
einem System V, von Intervallen, welches die folgenden Eigenschaften hat: V, iiber-
deckt N,; es gilt

(51) 2lirz Ll z X iz Y [i;
ieV4 ieVs iV iV
jedes Intervall aus V; hat die Ordnung 0. Also ist ). Iil“ = 1 und so haben wir
icVy
ku
NG 22—
Ha "} = (k2 + k)Za

In beiden Fillen a), b) ist also u{®{N,} = k*/(k* + k)** und daraus folgt
kd
@IN} = lim p®{N,} =2 —————— >0
WO n-'o+ﬂ" N 2 (k* + k)*
Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
Satz 3,2. Es sei M, = U M,. Dann ist dim M = 1.
k=1

Beweis. Aus der Definition von M, bekommt man
dimM, =2dimM, (k=1,2..)

und so infolge des Satzes 3,1 ist dim M, = B (k = 1, 2, ...). Nach Lemma 3,1 ist
B — 1,alsodim M, = 1.

4. ANALYSE EINIGER METRISCHEN ERGEBNISSE
VOM STANDPUNKT DER BAIRESCHEN KATEGORIEN VON MENGEN

In diesem Teil der Arbeit betrachten wir das Intervall (0, 1) als einen metrischen
Raum mit euklidischer Metrik. Bezeichnen wir mit R die Menge aller rationalen
Zahlen des Intervalles (0, 1) und setzen wir X = (0, 1) — R. X betrachten wir im
weiteren als einen metrischen Raum mit Euklidischer Metrik.

Im Zusammenhang mit dem Satz 1,2 beweisen wir jetzt ein Ergebnis. Bemerken
wir, dass die weiter definierte Menge H(o; ny, n,, ...) mit H(@) iibereinstimmt, falls ¢
die Voraussetzungen des Satzes 1,2 erfiillt und n; < n, < ... die Folge aller natiir-
lichen Zahlen ist.

Satz 4,1. n; < n, < ny < ... sei eine Folge von natiirlichen Zahlen, es sei
o(n) >0 (k=1,2,...). Bezeichnen wir mit H(p;ny, ny,...) die Menge aller
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X e(O, 1), welche die folgende Eigenschaft haben: zur Zahl x existiert ein ¢ =
=¢(x) > 0, so dass d,(x) £ co(n) (k=1,2,..) gilt. Dann ist die Menge
H(; ny, ny, ...) von erster Kategorie in (0, 1.

Folgerung. M, ist eine Menge von erster Kategorie in (0, 1).

Beweis des Satzes. By (s = 1,2,...) bezeichne die Menge aller x € (0, 1), fiir
welche d,(x) < [so(n)] + 1 (k = 1,2,...) gilt. Wir zeigen, dass B, nirgendsdicht
in (0, 1) ist.

Es sei (o, B) = (0, 1). Da das System aller Intervalle der n-ten Ordnung das Inter-
vall (0,1) iiberdeckt und |44, 4] < 1/2" — O ist, existiert ein k > 1 und eine
Folge di, d3,...,dJ von natiirlichen Zahlen mit Lijoaso...a0,, < (o, B). Setzen wir
dd.,, = [so(msq)] + 2 und dj =1 fiir m <j < neyy. Dann ist offensichtlich
Idlo._'donkdo"k+‘ c Idxo".donk und Idx°~-4°nk--~d°n,¢“ N B, = 0. Daraus folgt, dass B nirgends-

dicht in (0, 1) ist und so infolge der offensichtlichen Gleichheit H(¢; ny, n,,...) =
= U B, ist die Menge H(g; ny, n,, ...) von erster Kategorie in (0, 1).

s=1

Die Zahlen x € (0, 1), welche die Beziehung

(2) m NN L)

P r(r +1)
erfiillen, erscheinen als ein Analogon der normalen Zahlen bei den g-adischen Ent-
wicklungen von reellen Zahlen (siche den Satz 2,5). In der Arbeit [20] ist bewiesen,
dass die normalen Zahlen (bei g-adischen Entwicklungen) des Intervalles (0, 1) eine
Menge von erster Kategorie und vom Mass Null bilden. Jetzt zeigen wir, dass eine
dhnliche Situation auch bei Liirothschen Reihen eintritt.

Satz 4,2. Fiir alle x E(O, 1) bis auf eine Menge von erster Kategorie in (0, 1>
gilt die Beziehung
N,(r, x)

¢G3) {———}= ©1y (r=1,2..).

n n

Folgerung. Die Menge M aller x € (0, 1), fiir welche (52) gilt, ist eine Menge von
erster Kategorie in (0, 1).

Beweis des Satzes. Sei { € (0, 1), 1, k = 1. Bezeichnen wir mit A, s » die Menge
aller x € X, fiir welche die Ungleichheit

Nulrox) | 1
| m

0 [ee]
gilt. Setzen wir Agrx = U Agrpm Agr = N 4, ;. Die Menge Ay, m ist der Verei-
m=1 k=1 ol
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nigungsmenge aller Mengen der Form I, 4, 4 N X gleich, wo (dy, dy, ..., d,,) alle
solche m-Tupel von natiirlichen Zahlen durchlduft, welche die folgende Eigenschaft
haben: wenn p,(m) die Anzahl der Zahlen r in der Folge d,, d,, ..., d, bedeutet,
dann ist

nm) _,

m

1
<-.
k

Daraus folgt, dass A,k in X offen ist und so ist 4, eine G;-Menge in X.
Wir zeigen, dass A, eine in X dichte Menge ist. Es sei (o, f) < (0, 1). Es geniigt
zu beweisen, dass

(54) Age [ B X]+0.

Wihlen wir eine natiirliche Zahl n und natiirliche Zahlen di, d,, ..., d, mit,
Ipgy.a, < (2, B). Essei C = {m; <m, <...<m <..} cine Menge von natiirli-
chen Zahlen, deren asymptotische Dichte gleich { ist (eine solche Menge existiert
siche [22], S. 194—195). Wir konnen schon m; > n voraussetzen. Es sei p; <
< p; <... < p; <...die Folge aller natiirlichen Zahlen, welche grosser als n sind
und nicht zur Menge C gehdren. Definieren wir die Zahl x, = |d;(Xo), d2(Xo), --.| €
€ (0, 1) folgendermassen:

dixo)=d; (j=12...n), dy(x)=r (j=12.),
dpfx0)=j (j=12..).

Dann ist offensichtlich xo €14, 4, also x,€(a, B). Weil die Folge {d;(xo)}7 =1
nicht periodisch ist, haben wir (siehe [1], S. 118) x, € X. Aus der Definition von x,
folgt x, € A, ,; es gilt also (54).

Da jede dichte G;-Menge residual ist (siche [21] S. 49), ist 4, , in X und wegen der

Abzdhlbarkeit von R auch in (0, 1) residual. Setzen wir A, = () 4;,,. Dann ist 4,
r=1

in (0, 1) residual; zufolge der Abzihlbarkeit von R ist auch die Menge 4 = [ A4,
: §eR—{1}
in (0, 1) residual. 4 ist aber die Menge aller x € (0, 1), fiir welche (53) gilt. Damit ist
der Beweis des Satzes beendet.
Im Zusammenhang mit den Sitzen 2,8 und 2,9 beweisen wir noch die folgenden

zwei Ergebnisse.
Satz 4,3. Fiir alle x € (0, 1) bis auf eine Menge von erster Kategorie in (0, 1)

gilt die Beziehung
s V' _ (o, 4 o0y,
dy(x)
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Beweis. Es sei {€(0, + o), k, n seien natiirliche Zahlen. Bezeichnen wir mit
By in die Menge aller x € X, fiir welche die Ungleichheit

1

k

dn+1(x) —¢
d,(x)

gilt. B , ist gleich der Vereinigungsmenge aller Mengen der Form Iy,4, 44,01 N X5

WO |dys1[d, — (| < 1]k ist. Also By, ist eine in X offene Menge. Setzen wir By =

0 0
=N U By, Soist B, eine G;-Menge in X.
k=1 n=1 .
Wir zeigen, dass B, in X dicht ist. Es sei also (a, b) = (0, 1; es geniigt zu zeigen,

dass
(59) Bin[(a,b)nX] +0
ist.
Es sei I,000..4,0 < (a, b). Definieren wir x, = |d;(xo), d2(x), --.| € (0, 1> folgen-
dermassen: Wihlen wir eine Folge { p,/q,}}"’: 1 von positiven rationalen Zahlen mit

Pop, Bar o 1=1,2,.).
q1 U]

Dann ist p; = + 00, g, > + 0o. Setzen wir

di(Xo) = d? (i =12,.., m) s dm+21_1(x0) =q,
dm+21(x0) =D (l =1,2, ) .
x, ist irrational, weil die Folge {d;(x,)};~1 nicht periodisch ist. Ferner haben wir
Xo € Ij04,0. 4,0 < (a, b), also xo€(a,b) n X wund gleichzeitig x, € B, weil

s 20(%0)[m 21-1(%0) = Pifar = ¢ (I = +c0) ist. Also gilt (55). Weiter lauft der
Beweis auf eine dhnliche Weise wie der Beweis des vorhergehenden Satzes.

Gangz dhnlich kann man das folgende Ergebnis beweisen.

Satz 4,4. Fiir alle x € (0, 1) bis auf eine Menge von erster Kategorié in (0, 1)
gilt die Beziehung

0,1, =1,2, =2, ..., k, =k, ...} = {d,+1(x) — d,(x)}5.
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