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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha

SUR LA DIFFERENTIABILITE DU REPERE DE FRENET
ET SUR LE TYPE DIFFERENTIEL D’'UNE COURBE
DANS L’ESPACE E,

ALENA BfLkOVA, Praha

(Regu le 28 décembre 1966)
(Suite*)

5. LA STRUCTURE DU TYPE DIFFERENTIEL D’'UNE COURBE

Les résultats du paragraphe précédent vont nous permettre d’examiner la structure
du type différentiel d’une courbe réguli¢re C (pour la définition voir 1.3). Nous
éliminons le cas banal ouclk; = o pour 1 i< n— 1.

Théoréme 5.1. Soit M, une matrice carrée du type n X n; nous noterons ay,
0<i=n-1,0=Zk<=n—1, ses éléments. Pour qu’il existe une courbe régu-
liére C, plongée dans E, et telle que M, soit son type différentiel, il faut que les
éléments de la matrice M, vérifient les conditions suivantes:')

Cl: ay sont entiers, positifs
C2 lag —aysq| £1L,05isn—-1,05ksn—2
C3: a; =min(a;-q, a54¢) + lpourl S i S n—2,a00 = Gog + 1,8,y p—y =
= Qyogp-2 + 1
C4: ay = ay = ay 2 min (a;, ay)?)
>

C5: ay = ay = ay = min (aj;, ay)

Démonstration. La condition C1 est évidente. Comme la i-¢me ligne de la
matrice M, représente la classe différentielle prise par rapport au paramétre o;, la
condition C2 coincide avec I’énoncé du corollaire 2.18.

Pour pouvoir établir C3 nous allons énoncer d’abord le

*) La premiére partie de cet article a été publiée dans ce Journal, 18 (93), 1968, 315—355.
1) Sauf avis contraire, tous les indices peuvent prendre toutes les valeurs de 0 a n — 1.
2) Voir la définition 2.20 qui peut facilement s’étendre au cas de la matrice M,.
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Lemme 5.2.

aiizi:‘_iii pour 0§l§n—1
Démonstration du lemme. En vertu de (1.5) et du théoréme 2.3 nous avons

(5.1) ay= min (clhfk; +|j — i) + 1.

0<jsn—1

Le minimum figurant dans (5.1) pourrait étre infini seulement dans le cas de cl k; =
= 0,1 £ i < n— 1, éliminé d’avance.?) Il en résulte que le minimum de (5.1) ne
peut étre atteint pour i = j; notre lemme est donc une conséquence du théoréme 2.21.

Démonstration de C3. D’aprés notre lemme 5.2 nous avons a;; * a;;, donc
ag > min (@1, Gii41) >
d’ou, en vertu de Cl et C2,

a; = min (a;;_1, az+q) + 1,
c.q.f.d.
En ce qui concerne C4, nous avons d’aprés le théoréme 2.3

et, de maniére analogue,
clkjfk,zay—1.

J
Donc

C]. ki/kk g min (Cl kl'/kj’ Cl kk/kj) ; min (aij, ajk) - 1 .

De l’autre c6té, en vertu du théoréme 2.21, nous avons

Ay = 5“‘ = ay = Cl ki/kk + 1 N
donc
Aix = min (a,-j, ajk) .

Pour établir C5, on procéde comme dans le cas de C4.

A partir des conditions C1—CS5 on peut en déduire d’autres:*)*)

C4’: ay = min (a;;, ay).

%) En effet, pour clk; < o on a cl (ko/k)) = cl (1/k;) < o et pour cl k; = o, clk; <
on a cl (k;/k;) < co.

4) §’il s’agit dans la suite de 'élément a;, = a;,, nous supposerons dans les démonstrations
0 # k + n— 1. On verra d’ailleurs que cela ne restreint pas la généralité.

5) Une liste de toute les conditions est donnée a la fin de notre article.

409



Démonstration. Soit
(5.2) ay < min (a;;, a;) -
Soit a;, = a,, la valeur propre associée a la valeur a, C’est-a-dire

a, = a; — ]k - ul .6)

D’apres C2, on a
a; = ay — |k - u]

et d’aprés (5.2)

ajk > ay = aju > Ay -
De plus, toujours en vertu de (5.2)
aij > Ay Z dyy .

Or, a;; > ay, a;, > ay, a;, = a,, est en contradiction avec C4.

C5': ay = min (aj;, ay).

La démonstration est tout a fait analogue & celle de C4’, avec la seule différence
que le résultat est en contradiction avec C5.

Remarque 5.3. Les conditions C4’ et C5’ généralisent les conditions C4 et C5 en
ce sens que la supposition a; = a; de C4 et C5 se montre superflue. Tout de méme,
il est utile de formuler les conditions C4 et C5 sous leur forme originale, car nous
venons de voir que les conditions C4’, C5' plus générales peuvent se déduire des
conditions C4, C5 plus spéciales; si nous voulions donc, en examinant une matrice
du type n X n, vérifier si les conditions en question sont satisfaites, nous pourrions
nous limiter & considérer les éléments propres a;, = a; seulement.

C6: ay + ag=>ay < ay.

Démonstration. Supposons qu’il existe des indices i, j, k, tels que l'on ait
ay * ay, aj > ay. Soit a,, = d,, la valeur propre associée a la valeur a,. Comme
a la démonstration de C4’, on montre qu’on a nécessairement

aju > ai“ .
Ensuite, on a évidemment
aj > ayg > a,.
En vertu de C5’

ay, = min (aj, aj,) > ay,.
) Voir la définition 2.26 et le théoréme 2.23.
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Or,

Ay < Qs Ay < Qg

ce qui est en contradiction avec C4'.

Remarque 5.4. La condition C6 étant établie, nous pouvons dire que C4’ est
contenu d’une part en C4 (pour a; = @), d’autre part en C6 (pour ay, & @y); elle
apparait donc comme une condition superflue, de méme que C5'. Toutefois, du point
de vue de la marche des démonstrations, il vaut mieux énoncer d’abord les conditions
C4’, C5’ et la condition C6 ensuite.

C7: ay = ay-

Cela résulte immédiatement de C3 et C6.7)

C8: ay = ay => ay, > ay.

Démonstration. On a

g = B> Ay—q = A5 Qigvy = Aige

Nous allons montrer que I’on a également
(5.3) Qg1
(5'4) Qw1 = A -

A partir de (5.3) et (5.4) nous obtenons C8 en vertu de C3. Mais il suffit d’établir la
relation (5.3), la démonstration de (5.4) étant tout a fait analogue.
Supposons donc que la relation (5.3) n’ait pas lieu. Alors

%

Ak »

Qg > Ai—y > Aix—1 2 Aig > Api—1 5
ou bien encore
Apge—1 < min (@, @y y)
en contradiction avec C5’.
C9: ay *+ Gy = ay, = ay.

Cela résulte immédiatement de C7 et C6 ou nous posons j = k.

Remarque 5.5. Ayant établi les conditions C8 et C9 nous voyons que C7 se
décompose en C8 et C9.

C10: Ay = ajk = s0it Ay = aik, A = ﬁjk’
soit Ak + Ziik’ A F ﬁjk.

Démonstration. Soit ay = @y D’aprés C8 on a ay < ay. Mais alors aj =
= ay < ay; dans le cas ol aj, *+ dy, nous aurions 1a une contradiction avec C9.

7) C7 peut étre considérée comme un cas spécial de C5’ si nous posons i = k.
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Le cas de a;;, + ay se discute d’une fagon analogue.

Cll: ay < aj = ay = ay.

Démonstration. En vertu de C9 et C7 il est impossible qu’on ait a; + ay.

Cl2: ay # ay = ay, £ ay.

Découle de C9 et C7.

Cl3: ay = ay, aj + G5 = ay < aj.

Découle immédiatement de C8 et C9.

Cld: ay + Ay, aj + Gy = ay = aj.

Démonstration. C14 découle de C9 qu’elle généralise.

Cl15: ay = ag = ay = ay.

Démonstration. D’aprés C8 on a g, > a;. La relation a;; > a;, entrainerait
ag; > Ay, age > Ay, en contradiction avec C5'.

C16: ay = g, A = 0 = Ay = a;

Démonstration. C16 est une conséquence immédiate de C15.

C17: ay = @y = ay = min (a;, a;;).

Démonstration. Nous pouvons écrire la condition C17 (nous pourrions faire
de méme avec C4, C5, C4’, C5’) sous la forme suivante:

Si ay = ay, alors pour tout indice j ou bien aj; < ay, ou bien a;; < ay.

La condition C15 entraine a;; < ay. D’aprés C4' appliquée a I’élément ay;, on
doit avoir pour tout j ou bien a;; £ a;; £ ay, ou bien aj; £ ay; £ ay, c.q.fd

C18: ay, = ay = ay = min (a;, ;).

Démonstration. Supposons que la condition C18 ne soit pas vérifiée. Il existe
alors trois indices i, j, k, tels que

(5.5) ;> Qs iy > Agges, Qi1 = Qi Aty = A

En vertu de C4 et de (5.5) nous avons
(56) A é Aix -

a) Soitaj, = a k- Alors d’aprés C15 on a a,; < aj < ay, mais c’est en contradic-
tion avec (5.5).

b) Soit aj + aj. Soit alors a;; = &, la valeur propre associée  aj;. Sans restrein-
dre la généralité de nos raisonnement nous pouvons supposer I < k. Mais alors nous
avons

(57) ajy=ajy—(k=1).
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D’aprés C2 et (5.5) nous en déduisons®)
(5:8) aizzamﬂ‘(k“‘1—1)2aik—(k—l)+1.

Compte tenu de (5.6), (5.7) et (5.8) nous voyons que a;; > aj. Il résulte alors de C5’
que ’on a également

a; ;S a;<ap = ag.

Mais c’est une autre contradiction avec (5.5).

Remarque 5.6. Dans les conditions C17 et C18 I’hypothése a; = ay est essen-
tielle; autrement dit, les conditions C17 et C18 ne se laissent pas généraliser d’une
maniére analogue aux conditions C4 et C5, comme on peut le faire voir par I’exemple
suivant: Si I’on choisit les coefficients k;, k,, k5 de fagon & avoir cl k; = cl ky = 2,
clk, =0, clky[ky =2, clky[k, = cl ks[k, = 0 (voir le théoréme 4.23), le type
différentiel de la courbe réguliere C correspondante sera d’aprés notre théoréme 2.3
la matrice

3212]
3212
1121
3212

Ici, on a ag; = 2 < min (dgo, as). (Cfr. C17 pour i = 0, k = 3, j = 0, ou bien C18
pour les mémes indices. Mais on a ao3 + do3.)

C19: Ay < a,-j = aj,‘ = Q.
Démonstration. D’aprés C4 on a ay 2 min (a;;, ay), mais a;; > a; par

hypothése, donc aj;, < ay. Les relations ay < a; < a;; seraient en contradiction
avec C5’. Il ne reste donc qu’une seule possibilité: a;, = a;,.

C20: ay = ay, ay < a;; = a; = Ay

Démonstration. D’aprés CI8 on a ay = min (a;;, a;). Comme ay, < a;; par
hypothése, on a aussi a;; < ay. Les inégalités a;; < a; < a;; seraient en contradic-

tion avec C5', il faut donc que ’on ait a;; = ay.

Remarque 5.7. On peut démontrer que I’hypotheése a; = a;, de C20 est essentielle.
Les conditions C19 et C20 peuvent étre regardées comme un renforcement de C5'.
En effet, en changeant la notation des indices, nous pouvons écrire C5’ sous la forme
de

(5.9 aj, 2 min (ay, a;;) ,
8 Comme k >l onak—1—1=0.
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ou encore
(5.10) a; = min (ay, a;) .
11 résulte alors de C19 et C20 ceci:

Si ay < a;j, on a égalité en (5.9), tandis que pour avoir égalité en (5.10), il faut
supposer encore a; = . Sans cette hypothése, la relation (5.10) peut étre vérifiée,
méme si ay, < a;;, des deux fagons: avec I’égalité ou avec 'inégalité; il en est de méme
dans le cas de ay = a;;.

On peut renforcer d’une maniére analogue aussi les conditions C4’, C17, C18, ce
qui nous donne les conditions C21— C26 suivantes:

C21: Ay = aik’ Ay < akj = da;; = Ay
C22: a;x
C23: Ay = ay, a;; = 6ji, a;; < agj=>ay = aj;

C24: ay = Ay, ayj = Gy, Ay < G5, = Ay = 4.

A

aji=>ajk = Q-

C25: ay = ay, a;; < a; = ay = a;;.
C26: Ay = ailn akj < a,-j =4y = a,q-.
La démonstration sera, dans chaque cas, tout a fait analogue a celle de C19 ou C20.
C27: |a;; — Gj4q,4q| S 1pour 0 < i< m— 2.

D’aprés C2, nous avons a;;,; = a;; — 1, et d’aprés C7

(5-11) Aivr,iv1 = Qiie1 = A — 1.

D’une fagon analogue, on trouve aussi

(5.12) ;i = Aiegie1 — 1.

A combiner (5.11) et (5.12) nous trouvons C27.

(5.13) C28: min a; = min a 0sisn-1, 0Zj<n-1.

jm =
0<ksn—1 0smsn—1
Démonstration. Soit a;, = min. ay. Alors évidlemment a;, = a;. Con-
0sksn—1

sidérons maintenant I’élément a;;, la valeur j étant celle de (5.13). Deux cas peuvent
se présenter: ' '

a) a;; > a, Alors, en vertu de C19 nous avons a;, = a,,, donc

min a;, £ a;, = a,, = min ay.
0Smsn—1 0sksn—1
b) a;; = aj, donc a;; = d;; = min ay. Alors d’aprés C15 on a aj; < a;;. 11
z 0sksn-1
en résulte -
min a;, S a; S a; = min ag.
0smgn—1 Osksn—1
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De la méme maniére on peut démontrer I'inégalité

min a; < min aq;
0gksn-—-1 0smgn—1

La condition C28 est ainsi démontrée.
C29: A < ajk, A < ajm = App = Ay

Nous allons diviser la démonstration en deux parties. Nous allons montrer qu’on
ne peut avoir ni a;,, > ay ni a;, < ay.
a) Supposons que nous ayons

(5.14) Ay < Qjgy Ay < Ay Ay < Ay -

D’aprés C19 nous avons @, = ay, donc compte tenu de (5.14) apy < @jp, Gy < Ay
Mais c’est en contradiction avec C5’.

b) Supposons que nous ayons
(5.15) A < Qjies Qg < Aj s Qi < Ay -

Dans ce cas-13, on a donc a;, < a;,, d’ou en vertu de Cl1 a,, = a,,. D’aprés C20
nous avons alors en vertu de (5.15) a,; = a;,, d’ou il résulte, toujours en vertu de
(5.15), que 'on @ @,y < ajy, Gpy < @;y,. Mais C’est de nouveau en contradiction avec
C5'.

C30: ay < ap, ay < Ajy = Ay, = ay.

Démonstration. a) Soit a; < Ajps A < Ay Ajy < A

Dans ce cas-13, on a aj,, < a;, €t, en vertu de Cl1, a,, = d;,,, Comme a;,, = G,
Ajm < Ay < aj, nous avons d’aprés C20 a,, = aj, < ay < A OF, apy < ay,
a,; < a;, est en contradiction avec C5'.

b) Soit

(5.16) A < Ajis A < Qiyy Ay > Ay -
Comme a; < a;,, nous avons en vertu de C209)
(5.17) G = .
Mais, d’aprés C5' ay,, > min (aj,, ay), donc, en vertu de (5.16), on a
(5.18) Am > Qi +
 Les relations (5.17) et (5.18) sont contradictoires.

(5~19) C: ap =L a, = Ajpy => Aje Z Ay -

®) D’aprés (5.16) et C11 on a Qg = ay.
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Si une au moins des relations a) ay < a;,, b) ax *+ ay est vérifiée, on a ay = ay
en (5.19).

Démonstration. D’aprés C5’ nous avons

v

min (a;,, ay)

Il

Ak Aig -
D’aprés C4'

aj = min (a;,, dy)

v

ay.
La relation (5.19) est ainsi démontrée dans le cas général.
Ad a) Soit
Aixg < Ay = Ay, Ajgc > Ay
Comme aj, > ay, a;, > Ay, nous avons dans ce cas d’aprés C30 a;, = ay < Qi
en contradiction avec I’hypothése a;, < ajp,.
Ad b) Le cas ou ay, + dy, aj; > ay serait en contradiction avec C6.
C32: ay = aj < Ay = Qi = Ay
Démonstration. Supposons que nous ayons
Ay = Ajx < Ajm > Qi > iy »
et écrivons nos hypothéses dans un autre ordre:
Ay = Ajr s Ay < Ajy s Ay < Ay -

Nous voyons que nos hypothéses conduisent & une contradiction tout comme dans la
partie b) de la démonstration de C29 ol la relation a; < aj n’est pas essentielle et
peut étre remplacée par une autre, plus faible: a; < aj.

C33: ay < Ajp £ Ay = ajp = Ay

Démonstration. Comme ay; < a;,, On a a,; = ai en vertu de C19. Donc
A < aj, et d’apreés C22 ay, = a,, = ay, c.q.f.d.

(5.20) C34: ay =0;, < Ap =i Z Gy -

Si a;,, + @, on a a;, = aj, dans (5.20).

Démonstration. Comme aj,, < aj, nous avons en vertu de C19 a, = a;, =
= ay. D’aprés C4, il en résulte a;, = min (@y, dgm) = @jm Le cas ol a;, > ajp,
a4, * a;, est en contradiction avec C6.

Revenons maintenant a nos conditions C1—C5. Nous avons le

Théoréme 5.8. Les conditions C1—C5 sont indépendantes I'une de I'autre; cela
veut dire qu’il est possible de trouver une matrice carrée qui n’est, bien entendu, le
type différentiel d’aucune courbe réguliére et qui vérifie quatre quelconques de ces
conditions sans en vérifier la cinquiéme.
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Démonstration.

1) La matrice

2,51,5 H
1,5 25|

vérifie les conditions C2— C5 sans vérifier C1.

2) La matrice
211
123
134
vérifie les conditions C1, C3, C4, C5, mais ne vérifie pas C3.

1]

vérifie C1, C2, C4, C5, mais ne vérifie pas C3.

3) La matrice

4) La matrice

212223
121111
212222
212323
212232
212323

vérifie les conditions C1, C2, C3, CS5, mais ne vérifie pas C4 parce que ays = 3,
as3 = 3. ag3 = dy3, Mais ag3 = 2 < min (dgs, as3).

5) La matrice

vérifie les conditions C1 —C4 sans vérifier C5, parce que agy = 4, dgs = 4, a4s = dys
mais a,s = 3 < min (agg, dos).
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Théoréme 5.9.

Les systémes
S1: C1-GC5
S2: C1, C3-C6'%)
S3: C1, C3-C5, C7
S4: C1, C3-C5, C9

sont des systémes équivalents de conditions indépendantes.

Démonstration. a) Il est clair que le systéme S2 s’ensuit du systéme S1, car
nous avons déduit toutes les conditions C4’— C34 a partir des conditions C1—CS5.

b) Comme C7 découle de C3 et C6, le systéme S3 s’ensuit du systéme S2.
c) Nous allons montrer que les conditions C1, C3, C4, C7 entrainent C2. En effet,

supposons qu’une matrice M, donnée vérifie C1, C3, C4 et C7 sans vérifier C2. Nous
pouvons donc trouver une suite

aip’ aip+1""’ aip+m’ m g 1’
telle que nous ayons

1) soit @y, — Gipyy Z 2, Aipyy — Ajparsr Z 1 pour 1<t <m — 1,

aip+m —ip+m
2) soit Aipsm = Qiptm—1 2 2, Qipyr — Qpr-1 =2 L, 1 St = m— 1,

Ay, = ayp -

Sans restreindre la généralité de nos raisonnements nous pouvons supposer le
cas 1). Comme

Gip+e > Aipem PoUr 0StSm—1, a0, = 0ip4m,
nous avons d’apres C4
0tssm-1.

ap+tp+m é aip+m >

En particulier pour t = m — 1 nous avons

Ap+m—1p+m é Aip+m

et d’aprés C3
Ap+m=1p+m—1 = Ap+m—1p+m +1 é Aip+m +1.

10y C3—C6 signifie: C3, C4, C5, C6; les conditions C4’ et C5’ ne font donc pas partie du
systéme S 2 (ni d’aucun autre systéme considéré ici).
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D’apres C7
Ap+m—2p+m—1 é Aptm—1p+m—1 = Aip+m +1.
En tenant compte, une fois de plus, de C3, nous obtenons I'inégalité

Apim-2ptm-2 S Qpim—2ptm—1 T 1 = Qipam + 2.

Ainsi, aprés un nombre de pas fini nous arrivons a la relation

App = Ajpyyy + M,

d’ou en vertu de C7

Aip = Ay S Aipym + M.
Or, par hypothese
a

ip_aip+mgm+la

ce qui est une contradiction.'?)

Nous venons de démontrer, dans a), b) et c), I’équivalence des systémes S1, S2, S3.
Nous allons montrer encore I’équivalence de S4.

d) Il est clair que S4 s’ensuit de S1.

b) Nous allons faire voir que S3 s’ensuit de S4. Supposons, au contraire, que les
conditions C1, C3—C5, C9 soient vérifiées, mais que C7 ne le soit pas. Il existe alors
des indices i, k, tels que

(521) Ay = ‘_lik s Ay > Ay .

D’aprés C3 nous avons ou bien a,; > @y, OU bien ay > a4 1. Sans restreindre
la généralité, supposons donc

(5.22) Qe > Qs -

Comme ay, = @y, nous avons

(5.23) Ay < Ay, .

En combinant (5.21), (5.22) et (5.23) nous trouvons
(5.24) A1 > Gge—1> Qi > Qpg—yq -

Nous avons donc
Ayg—1 < MIN (aik’ aik—l) s
11) La partie ¢) de la démonstration du théoréme 5.9 pourrait bien étre simplifiée si nous

pouvions y remplacer la condition C4 par C4’. Cependant, nous ne devons pas faire cela, car C 4’
a été démontrée a I’aide de C2.
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d’ou en vertu de CS,

(5.25)

L
Or, d’aprés C9, on a ay—; = G- 1x—;. En vertu de (5.24), il en résulte ay_, >
> a1, donc, d’aprés C9

(5.26)

Qi1 = dijg—1q -
Nous avons donc — cfr. (5.26), (5.23), (5.24), (5.22), (5.25) —
(5.27)

A1 = Aig—1> Q-1 = Ay, Ay > Apge—1 »
Qe > Que—15  Opg—y F Gpg—1y -
Supposons que pour un certain m < k on ait

(5:28) @i = dim> Gm=a

im= Qs Qi > Qs Agme1 > Q> Qg F Qi -
Comme a;,, = Gy, ON & A4, < d;,—1, donc, en vertu de (5.28)
(5.29)

Aim—y = A

Il résulte ensuite des relations agm+1 > Qs Aim F Gimy que on a

(5.30) Akm > Akm—1 >
et puisque ay > ay,, on a également
(5.31) Aim-1 2 i > Apm—1 5

autrement dit
Apm—y < Min (ay, A1),
et d’apres C5
(5.32) Apn—1 F -1 -
D’apres C9, il en résulte az,—; = dp-1m—; €t comme — cfr. (,5‘31) —

Aim—1 > akm—l = Am—1m-1>
nous avons, en vertu de C9,

(5.33)

Aim—1 = Qi1 -
Les relations (5.33), (5.29), (5.31), (5.30) et (5.32) montrent ensuite que si le systéme
de relations (5.28) est vérifié pour une certaine valeur m < k, il I'est aussi pour la

valeur m — 1. Mais il résulte de (5.27) que le systéme en question est vérifié pour

m = k — 1. Les relations (5.28) sont donc vérifiées pour n’importe quel m < k,
et, en particulier,

akm+1>akm’ akm:#akma 0§m<k
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Mais, c’est une contradiction, car il est impossible que I'on ait en méme temps
Ay > Ao €t dyo F Gy

f) Il nous reste & démontrer encore I'indépendance des conditions dans les systémes
S1—S4. Cela a déja été fait pour S1 dans le théoréme 5.8. En méme temps, les
exemples du théoréeme 5.8 montrent que les conditions des systemes S2, S3 et S4
sont indépendantes 'une de l'autre. Les matrices des exemples 1), 3), 4), 5) vérifient,
en effet, méme les conditions C6, C7, C9, tandis que la matrice de I’exemple 2) qui
vérifie C1, C3 —CS5, ne vérifie aucune des conditions C6, C7, C9.

Le théoréme 5.9 montre que, dans le systéme S1 des conditions fondamentales,
nous pouvons remplacer la condition C2 par une quelconque des conditions C6, C7,
C9. En méme temps, les exemples 1), 3)—5) du théoréme 5.8 montrent, qu’aucune
autre des conditions C1— CS ne pourrait étre remplacée par les conditions C6, C7, C9.

Remarque 5.10. Dans notre remarque 5.5 nous avons signalé que la condition C7
peut se diviser en C8 et C9, plus strictes. Or, tandis que nous pouvons prendre Cl1,
C3—C5, C9 pour un systéme fondamental de conditions, il n’en est pas de méme des
conditions Cl1, C3—CS5, C8. La matrice de I’exemple 2) du théoréme 5.8 vérifie
toutes les conditions C1, C3—CS5, C8, mais il ne s’agit pas de type différentiel, car
p- ex. la condition C2 n’est pas vérifiée.

Résumons maintenant nos résultats. Nous avons établi toute une série de conditions
nécessaires pour qu’une matrice carrée M, soit le type différentiel d’une courbe régu-
liere C plongée dans I’espace E,. Dans la suite, nous montrerons que les conditions
données sont aussi suffisantes. Dans notre théoréme 5.9, nous avons montré que
toutes les conditions établies peuvent se déduire d’un quelconque des systémes
S1—S4. Nous ne nous occuperons pas ici de la question de savoir s’il est possible de
trouver encore d’autres systemes de conditions fondamentales, ou s’il est possible
d’en déduire encore d’autres conditions; ces questions dépasseraient les limites que
nous nous sommes posées dans le présent travail. Nous n’avons pas discuté non plus
la question de savoir si les hypotheses de toutes nos conditions sont exemptes de
contradictions, mais si nous regardons les 41 types différentiels dans ’espace E,
donnés dans [1], nous voyons que toutes les hypothéses citées peuvent se réaliser
effectivement. En somme, nous pouvons dire que toutes les conditions pour les
types différentiels découlent des deux faits que voici:

1) Toute ligne prise seule représente une classe différentielle, donc la différence de
deux élements voisins ne peut dépasser 1 en valeur absolue, et I’on a la relation

Ay = min (Cl kj/k[ + Ij - kl) + 1 .
0sjsn—-1
2) Les valeurs de cl k;/k; sont liées par les théorémes 4.7 et 4.23.

Les conditions C1 —C34 peuvent étre classifiées de la fagon suivante: C4, C5, C4’,
C5’, C17—C26 concernent les relations qui existent entre trois éléments aux indices
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i,jsJ, ks i, k (qui peuvent d’ailleurs étre ordonnés autrement), les conditions C29 — C34
concernent les relations existant entre quatre éléments aux indices i, k; j, k; i, m; j, m;
les autres conditions (C1—C3, C6—C16, C27, C28) ont plus ou moins une position
particulire.

Quant au systeme fondamental S1, nous pouvons dire ceci: Les conditions C1 et C2
s’appliquent déja a la classe différentielle (quoique nous n’ayons pas donné C1
explicitement en cette connexion; a présent, nous le faisons pour ne rien omettre,
surtout en ce qui concerne I'indépendance des conditions), C3 se rapporte au fait que
les coordonnées d’un espace linéaire T;'?) ont, en tant que fonctions du parametre o,
la classe différentielle maximale'?) (a;; est toujours une valeur diminuée, influencée
par un coefficient k;/k; o1 j + i), C4 et C5sont liées au théoréme 4.7, cité déja ci-dessus.

Pour établir les conditions en question, nous avons procédé de telle maniére que
seules les conditions C1—CS5 ont été déduites immédiatement du postulat que la
matrice M, doit étre le type différentiel d’'une courbe réguliére C; les autres conditions
sont des conséquences des conditions fondamentales C1 —C5. Nous avons choisi ce
procédé pour rendre plus clair le fait que seules les conditions C1—C5 (par exemple)
sont fondamentales et que les autres s’en ensuivent; bien que les démonstrations soient
ainsi devenues parfois un peu plus difficiles qu’elles n’auraient été si-nous avions
directement mis en valeur le fait que la matrice M, doit représenter le type différentiel
d’une courbe réguliere C. Ainsi p. ex. pour démontrer C17 et C18 on pourrait procéder
d’une maniére directe, tout a fait analogue a celle des démonstrations de C4 et C5.
Par contre, pour d’autres conditions, une telle fagon de procéder conduirait a des
démonstrations plus longues et peu commodes; c’est pourquoi nous n’y insisterons
pas.

Théoréme 5.11. Si la matrice M, vérifie les conditions C1—C5, on peut toujours
trouver un systéme de coefficients ko = 1, ky, ..., k,_ tel que toute courbe régulié-
re C qui y correspond ait M, pour son type différentiel.

Démonstration. Supposons que la matrice M, vérifie les conditions C1—C5
donc aussi les conditions C4'—C34. Nous choisissons le systéme de coefficients
ko =1, ky, ..., k,_ de fagon & avoir, pour i # j,

(5.34) cl kjk; = maxa;, — 1, meA;< a,, * a,,.

meAi
Nous allons montrer d’abord que les relations (5.34) sont sans contradiction.
a) A; + 0, car i e A; d’aprés C3.

b) cl k;/k; = cl k;[k; pour les raisons que voici.

12y T,=E,; ;pouri# 0, Ty = X. 4
13) En comparaison avec les classes différentielles prises par rapport & d’autres paramétres
admissibles.
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I existe des indices m, m’, tels que
el kifk;

cl k}/kl = Ay — 1 N ajm» + ﬁjm' .

Il

Ajm — 1, @i + din

Supposons a;,: < @jp

b,) Soit a;pe = Gy Alors, d’aprés C14, nous avons @, = @, < a;, et d’aprés
Ci12 a;, £ a;,. Donc

(5.35) iy < Ay +
Introduisons I’ensemble B; défini par la relation

a;,€B;<a; = aj,.

On a donc B; # 0. Soit a;, € B; un tel élément que
Ip = m| S |r — m]
pour tout r tel que a;, € B;. Comme

(5.36) Ajr < Aoy = a5

il s’ensuit aisément de C2 que a;, # a;,.'*) On a donc a;,, = @, < a;, et, d’aprés
C32,

(537) aip g Aim? +
Or
aj, + a4, = peA;,
donc
(5.38) a;p, £ MAX Ajy = Gy -

ueAy

Il résulte de (5.36), (5.37) et (5.38) que

Aip = Qpyr < Ajp = Ay«
Donc

a,-p<ajp, aip<ajm,
et, d’aprés C29

Aim = al'p ’
ce qui est une contradiction, car a;, = @, < @z, — VOir (5.35).
14') Sans restreindre la généralité de nos raisonnements nous pouvons supposer P << m’.

Ensuite, on a a;, > a;,- et, compte tenu de la définition de aj,, on doit avoir a;, > @jp4q =
= Ajpre Donc, en effet, aj, * aj,
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b,) Soit a;,. = @ Alors d’aprés C13 on a

(5.39) A < a

im’ jm’ *

En vertu de C12 on a alors, comme auparavant, a;,, < @;y.

jm =
1) Soit a;p < @jp, Ajpy < Ay Alors d’aprés C33 aj,,, = a;,, Ce qui est en contra-
diction avec (5.39). On a donc

(5.40) 2) A < Ajp = Qi

et d’aprés C10 aj,, + @j,,. On a donc me A, d’ot a;,, < max a;, = a;,, ce qui est
en contradiction avec (5.40). uehs

L’hypothése a, < aj, , fait au début du point b) conduit donc toujours & une
contradiction. Il en est de méme de I’hypothése a;,. > ajp,.

¢) La valeur de cl k;/k; introduite par (5.34), vérifie la condition
(5.41) cl k;[k; = min (cl k;[k,, clk;/k,);

elle est donc en accord avec le théoréme 4.7, ou avec 4.11.

Si i = j, la validité de la relation en question est évidente.

Pour démontrer (5.41) pour i # j, nous pouvons — compte tenu du fait que nous
avons déja démontré que cl k;/k; = cl k,-/k,- — supposer, sans restreindre la généra-
lité, que

(5.42) clkifk, < clkjfk, .
1l existe alors des indices m, m’ tels que

(5.43) kifk, = Gy — 1, @y + Gy

Akjfky = Ay = 1, Qe & Gj -

En vertu de (5.42) et C12 nous avons a,, < d,, < a;, et d’aprés C31 a;, = a,p,.
Ensuite
clkik; = maxa;, — 1.
- ‘ peAy
D’aprés (5.43) m € A;, donc

Aym £ @j, < max a;, = cl kfk, < cl kifk;
PEA
c.q.f.d.

La relation (5.34) engendre donc une partition finie compléte de I'ensemble f =
={0,1,...,n — 1} et en vertu du théoréme 4.23 il est possible de trouver un systéme
de coefficients k;, 1 £ i < n — 1, qui soit en accord avec la partition compléte
donnée de I’ensemble . Il nous reste & montrer que toute courbe réguliére C cor-
respondant au systeme de coefficients donné a la matrice M, pour son type différen-
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tiel, ou autrement dit, que la ligne i de la matrice M,, 0 < i < n — 1, est la classe
différentielle correspondant au parametre o;. D’aprés les théorémes 2.17 et 2.31
et la relation (2.18), il suffit de montrer que 'on a

(5.44) d) a;; Sclkfk; + 1
(5.45) e) a;=a;=a;=clklk;+1.
Add). Ona

cl k;fk; = cl k;|k; = max a;, — 1.

meA y
Evidemment j € A;, car a;; # a;; d’aprés C3. Donc

a.

ij S maxa;, = clkjfk; + 1.

meA

Adc). Il existe un m tel que
clhfk; = apm—1, g + G-
Draprés C12 aj,, < a;,. D’aprés C18
Gy = a;;=> a;; 2 min (a;, ajp) = @y,
Donc

aij g aj,,, = C]. k,/kj + 1

et en vertu de la relation (5.44) que nous avons déja établie, la relation (5.44) est
vraie également.
La démonstration du théoréme 5.11 est ainsi achevée.

Théoréme 5.12. Les valeurs cl k;/k; introduites par la relation (5.34) sont les
valeurs minima telles que la courbe réguliére C correspondant au systéme des
coefficients kg = 1, ky, ..., k,—, ait la matrice M, pour son type différentiel.’®)

Démonstration. En accord avec le théoréme 2.3 on doit avoir
aj, <cl kj/k,,, +1, a,=c k,-/k,,, +1,

pour tout m e A; (et pour tout systtme ko = 1, ky, ..., k,_; qui conduit au type
différentiel donné). D’aprés C12, on a alors @, < @, Car a;, *+ d;, De plus, on
doit avoir

cl k;/k; = min (cl k/k,, , cl k;/k,,) = min (a;, — 1, a;, — 1) = aj,, — 1.
La valeur de cl k;/k; vérifiant (5.34) est donc la plus petite possible, c.q.f.d.

15) Cela veut dire que pour n’importe quel autre syst¢tme de coefficients kg, k3, ..., k;—
correspondant au méme type différentiel on a cl k}/k} = cl k;/k; pour toute paire d’indices i, j.
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Remarque 5.13. Nous obtenons les autres systémes ko, = 1, ky, ..., k,—; con-
duisant & la méme matrice M, en élevant la valeur de cl k;/k; pour certaines paires
d’indices i, j, telles que i =+ j, a;; + a;;, a;; + a;; il faut cependant choisir ces
paires en accord avec le théoréme 4.11. Cela signifie qu’il est parfois impossible
d’élever cl k,-/kj, méme si a;; + d;;, aj; + d;;, car il faudrait alors élever aussi
cl ko[k;, ou cl ko/k;, bien que p. ex. ag; = dg; OU Az = d;g, OU €NCOrE Ag; = dg; OU
ajo = djo, eteC.

Remarque 5.14. Au cours de la démonstration de C1—C34, nous n’avons nulle
part exploité le fait que les valeurs de cl k;/k;, i & j, sont finies. Si nous éliminons le

cas banal de clk; = oo pour 1 £i < n — 1 et si nous posons r = min clk;,
1gisn—1
nous aurons évidemment, dans la matrice M,, qui est le type différentiel d’une courbe

réguliére C correspondant au systtme donné, min a;, =r + 1, pour tout j,

0smsn-1
0 =<j =n—1;en raison de C2 la valeur maximum d’un élément quelconque a,,
de la matrice M, est r + n. En tenant compte du théoréme 5.11 et de sa démonstra-
tion, nous pouvons trouver un systéme de coefficients kg = 1, ki, ..., k,—; tel que
toutes les valeurs de cl ki/k}, i # j, soient finies (au plus égales & r + n — 1), le
systéme en question conduisant a la méme matrice que le systéeme kg = 1, ky, ..., k,— 1,
considéré au début. Nous pouvons donc nous limiter & des partitions finies completes
de ’ensemble #, comme nous I’avons d’ailleurs déja fait a I’occasion de notre théore-
me 4.23.

6. ETABLISSEMENT DU NOMBRE DE CLASSES DE TYPES
DIFFERENTIELS DANS L’ESPACE E,'%)

Dans ce paragraphe, nous voulons donner quelques formules de récurrence pour
le nombre de toutes les classes possibles des types différentiels dans I’espace E,. Pour
ce but, il nous faudra introduire quelques nouvelles notations, car nous examinerons
le nombre de toutes les partitions complétes essentielles (voir la définition 6.6)
d’une composante donnée d’ordre o de 'ensemble ..

Définition 6.1. a) Soit # une partition compléte finie de I'ensemble £.'7) Nous
désignerons par

clg kifk;

la valeur de cl k;/k; correspondant a la partition 2 compléte donnée (voir le theoréme
4.22).

16y 1 es types différentiels d’'une méme classe ont la méme structure et ne différent que par la

valeur de r = min clk;.
15isn—1

17) Voir nos remarques 4.16 et 5.14.
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b) Soit # une partition d’ordre « de I’ensemble #, et supposons que i et j appar-
tiennent & deux #* différentes. Nous poserons alors

clg kifk; = clg, kilk;,

ol %, est une partition compléte arbitraire qui est prolongement de 2 (voir le
théoréme 4.21).

Définition 6.2. Nous dirons qu’une partition compléte £ de ’ensemble £ est essen-
tielle lorsqu’il n’existe pas de partition compléte %, et deux éléments i, j tels que

1) la partition %, conduise au méme type différentiel que la partition %

2)

Cla, kifk; < clg kifk; .

Théoréme 6.3. A deux partitions complétes essentielles différentes de I'ensemble J
il correspond (r étant donné) deux types différentiels différents.

La démonstration est presque évidente. Soient #, et %, les deux partitions
données. Comme elles sont différentes, il doit y avoir une paire d’indices i, j telle que

Clg,kifk; + clgkik; .
Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que
Clg, kifk; < clg, kilk; .

Or, comme la partition £, est essentielle, elle doit conduire a un autre type différen-
tiel que %;.

Théoréme 6.4. Le nombre de toutes les classes possibles de types différentiels dans
Pespace E, égale le nombre de toutes les partitions complétes essentielles possibles
de Pensemble S (vérifiant la condition min clk; =r, ok r est un entier non-
négatif arbitraire). 1gisn-1

Démonstration. En vertu du théoréme 5.12 et de la remarque 5.14, il est évident
qu’a chaque type différentiel on peut associer une partition compléte finie essentielle
de ’ensemble £. Notre théoréeme 6.4 découle alors immédiatement du théoréme 6.3
pourvu que nous démontrions encore que le nombre des partitions completes essen-
tielles de ’ensemble # ne dépend pas du choix du parametre r. Or cela deviendra clair
au cours de nos raisonnements suivants.

Définition 6.5. Soit donné une partition £ d’ordre o 'de I’ensemble #. Nous dirons
que la partition £ est essentielle lorsqu’elle peut se prolonger en une partition
compléte essentielle de ensemble £ (voir la définition 4.17).

Définition 6.6. a) Soit #* une composante d’ordre o qui fait partie d’une partition
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essentielle d’ordre o de I’ensemble . Nous dirons qu’une partition compléte de
I’ensemble £* est essentielle lorsqu’on peut I’étendre en une partition compléte essen-
tielle de 'ensemble .# (voir la définition 4.18).

b) Nous dirons qu’une partition d’une composante #* en composantes d’ordre
a + 1 (par rapport a 'ensemble ., cfr. notre convention 4.24) est essentielle lorsqu’on
peut I’étendre en une partition essentielle d’ordre o + 1 de I’ensemble #.

Convention 6.7. Dans la suite, en parlant d’une composante d’ordre « nous entend-
rons par cela toujours, & moins que le contraire ne soit explicitement constaté, une
composante engendrée par une partition essentielle d’ordre o.

Théoréme 6.8. Une partition & d’une composante F* en composantes d’ordre
o + 1 est essentielle si et seulement si I’on peut la prolonger en une partition comple-
te essentielle de la composante S°. (Voir la définition 4.17).

Démonstration. Supposons que la partition £ de la composante #* donnée en
composantes d’ordre o + 1 soit essentielle au sens de la définition 6.6 b). Il est donc
possible de ’étendre en une telle partition £, d’ordre @ + 1 del’ensemble S qu’il soit
possible de prolonger en une partition compléte essentielle de I’ensemble £. Soit %,
cette partition et soit %5 la partition compléte de la composante #* impliquée par la
partition &, (voir la définition 4.20a)). Alors, en vertu des définitions 4.17 et 6.6a) la
partition £; est un prolongement de la partition £ et %5 est une partition compléte
essentielle de la composante #°.

Supposons par contre qu’il existe une partition %;, prolongement de %, et qui
soit en méme temps une partition compléte essentielle de la composante £*. Alors,
d’aprés la définition 6.6a), il est possible de prolonger #; en une partition compléte
essentielle #Z, de ’ensemble £. Alors, évidemment, %, est une partition essentielle et
qui est en méme temps un prolongement de %, donc, d’aprés la définition 6.6b) la
partition £ est essentielle.

Définition 6.9. Supposons qu’une partition essentielle 2 d’ordre « de I’ensemble £
engendre la composante #* = {ig, iy,...,i,}, 00 0<p=<n—-2,0=<i,<n-—1,
0 < m = p. Nous dénoterons le nombre de toutes les partitions complétes essentielles
de la composante J* par le symbole: que nous obtenons a partir du symbole
Culigiy --- i)

a) eny remplagant i; par u dans le cas ol il est possible de trouver un indice i, tel que

(6.1) clg ki [ki, + |ig — ;] 7+ a'®)
b) en remplagant i; par i dans le cas ou il n’est pas possible de trouver un indice i
vérifiant (6.1); :

18) La valeur s = j ne vérifie évidemment pas la relation donnée. Il faut donc que I’on ait
cla k; l/k,-' < r-+ a. Sl existe donc un élément jouissant de la propriété en question, alors
évidemment i; ¢ 2 (Il résulte de cela que la notation clg k;,/k;, a un sens — voir la définition
6.1b)).
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¢) en omettant l'indice «.'?)

Nous parlerons en cette connexion d’un produit formel iyi; ... i,, en appelant
les indices i,, 0 < m < p, facteurs du produit formel. D’une manieére analogue, nous
parlerons d’un produit formel des valeurs u et i (en respectant I'ordre dans lequel
ces valeurs u, @ suivent 1'une l'autre). Si nous voulons souligner le fait quil s’agit

d’un produit formel des valeurs u et i1, nous parlerons d’un u-produit formel.

A la lumiere du texte qui va suivre on verra que le nombre de toutes les partitions
complétes essentielles de la composante donnée a p + 1 éléments ne dépend effecti-
vement que du nombre et de 'ordre des valeurs u et i (voir la définition 6.10).

Définition 6.10. a) Si le symbole i; est remplacé, au sens de la définition 6.9, par
la lettre u, nous parlerons tout court d’une valeur u, et, dans le cas contraire d’une
valeur #; soit d’une fagon plus précise d’une valeur u ou # part rapport a la partition
d’ordre o considérée.

b) Sinous voulons souligner la connexion avec la composante .#%, nous dénoterons
le nombre de toutes les partitions completes essentielles de la composante S*par le
symbole Cg .

Théoréme 6.11. Une partition # d’ordre a est essentielle si et seulement si la
partition R, d’ordre o + 1 qui est le prolongement de & tel que toutes ses com-
posantes d’ordre o + 1 se composent d’un seul point chacune, est elle-aussi essen-
tielle.

Démonstration. Supposons qu’il existe au moins une composante d’ordre o« qui
contienne plus d’un point — autrement le théoréme ne dirait rien.

a) La partition %, est évidemment compléte; si C’est une partition compléte
essentielle, la partition £ sera également essentielle, en vertu de la définition 6.5.

b) Il nous reste donc a démontrer seulement la seconde partie de notre énoncé qui
dit ceci: Si la partition £ est essentielle, la partition £, I’est également. Supposons le
contraire, c’est-a-dire supposons qu’il existe un prolongement complet essentiel %,
de la partition £, la partition £, n’étant pas essentielle.

19y Soit p. ex. n= 8 et soit #2 une des composantes d’ordre 2, J2 = {0,2,3,4,7}. Pour
i€ S2 soit cl k;lky = clk;/ks = r+ 1, cl k;/kg = r. Alors, nous écrivons

C,(02347) = Cluuuuu) .

Soit #3 la composante d’ordre 3, qui contient les mémes éléments que #2. (Voir la note 38) dans
la premiére partie de cet article, p. 351). Alors

C;3(02347) = Cluuuuu) .
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Comme £, n’est pas essentielle, il existe une partition compléte essentielle 2]
telle que #, et 7 nous donnent la méme matrice M, pour le type différentiel cor-
respondant et que, pour une paire d’indices p, ¢ au moins, on ait

(6.2) Clg, k[ky < clg, k,[k,,
tandis que pour tout i, j, i # J,
(6.3) clg,. kilk; £ clg, kifk; < r + a 20)

Ensuite, en vertu de la définition méme de £,, #, on a pour toute paire u, v
(6.4) clg, k,[k, < clg, k,[k,
avec
(6.5) clg, k,Jk, < clg, kJk, = clg, kJk, = r + o, clg, kJk, > r + « %)
Ensuite, en vertu de (6.2), (6.3) et (6.4) nous avons |

cla, kJk, Z cla, k,[k,,

ol I’on a I'inégalité stricte dans un cas au moins.
Définissons maintenant la partition %3 en posant

(6.6) cla3 k‘/kj = Clalr k‘/kl pour Clalv kl/kj < cl‘ax k‘/kj
Clg, kilk; = cla, ki[k; pour clg,. kijk; = clg, kifk; .

Bien entendu, il nous faut encore justifier cette définition, c’est-a-dire montrer que la
relation

Clg, kilk;j =r + B, B

%

0

est une relation d’équivalence.
La réflexivité et la symétrie de cette relation découlent immédiatement des pro-
priétés analogues pour les partitions #,, Z1, %#,. Ensuite, on a évidemment

(6.7) cla, kifk; = clg, kifk; = clg,. kifk

je

2% 1 .a premiére partie de la relation (6.3) découle du fait que la partition 2 est essentielle et
conduit 4 la méme matrice M,, que la partition %, la deuxiéme partie découle de ce que toutes les
composantes d’ordre « + 1 qui font partie de la partition %, se composent chacune d’un-seul
point (cfr nos hypothéses).

21y yoir le théoréme 4.21, appliqué A la partition Z et 4 son prolongement %Z,, ou %,.
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Pour démontrer la transitivité, ¢’est-a-dire la relation
(6.8) clg, ki/k; = min (clg, ki/k,, clg, k;/k,),
nous allons considérer plusieurs cas.

a) clg, kilk, = cla,. kifk,, cla, k;lk, = clg,. k;[k,
Alors

cla, kifk; = clg,. ki[k; = min (clg,. ki[k,, cla,- k;[k,) =
= min (clg, ki/k, cla, k;[k,) -

b) clg, kifk, = cla,. ki[k,, cla, k;|k, = clg, k;|k, > clg,. k;[k,.

Dans ce cas-13, on a d’aprés la définition (6.6)
Cla, kjlk, = clg, k;|k, < clg, kj[k,

et d’apres (6.5)

(6.9) clg, kjlk, = clg, kjlk, =1 + a, clg, k;[k, = clg, k;[k, > 1 + o.

D’autre part, d’aprés (6.3) on a
(6.10) Cla, kifky = cla, kifk, S 7 + o,

donc

min (clg, kifk,> Cla, k;fk,) = cla, kijk, = cla, kijk, < 7 + a

et, compte tenu de (6.9) et (6.10)

cly, kifk; = cly,. kifk; = min (cla, kifky, cla, k;[k,) =
= clg,- kik, = min (clg, ki/k,, cla, k;/k,) .

Q) cla, kifk, = cla, kifk, > cla,. kifky, Cla, k;fk, = cla, k;fk, > cla,. kK,

Dans ce cas-ci, nous avons — de fagon analogue a B) —

clg, kifk, = clg, kilk, =1 + «, clg, k;k, = clg, kjlk, =
C’est pourquoi

clg,. kifk; = min (clg,. ki/k,, clg, k;[k,) =1 + o,
donc, en vertu de (6.3),
Clg, kifk; = clg, kifk; = + «.
Compte tenu de (6.6) il en résulte |
clg, kifk; = clg, ki[k; = min (clg, ki[k,, cla, k;[k,) =
= min (clg, ki/k,, clg, k;/k,) -

La relation (6.8) est ainsi démontrée pour tous les cas possibles.
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Désignons maintenant par les symboles ay, 0 < i<n—-1,0=k=<n—1,les
éléments de la matrice M, correspondant aux partitions &, et %;; et soient b;, les
éléments de la matrice M,, correspondant a la partition £, et enfin c;; les éléments de
la matrice M,, correspondant a la partition £5. Nous allons montrer que

(6.11) M, = M;
avec
Cla, k,lk, < cla, k,[k,

pour une paire p, ¢ au moins — cfr. (6.2), (6.4) et (6.6). La partition %, n’est donc
pas essentielle, comme nous avons supposé au début de I’alinéa b) de la démonstration
du théoreme 6.11; il résultera de cette contradiction que la deuxieme partie du théore-
me 6.11 est également vraie. Il ne reste donc qu’a démontrer (6.11).

1) Soit
ay = clg, kfki + [t = j| + 1 < cla, kjlk; + 1.
D’aprés (6.3)
Clg, ki < 7 + o,

donc
(6.12) Clg, kiJki <r +a.
Ensuite, on a évidemment

Clag, kfk; + |t — j| + 1 = a;;.2%)
Comme la partition 2] est essentielle, la derniére inégalité entraine
(6.13) Clg,. k,Jk; = clg, k,[k;,

donc aussi

a;; = Clg. kfk, + |t —j| + 1.
D’aprés (6.5) et (6.12) nous avons
(6.14) cly, kifk; = clg, ki[k;

et d’apres (6.6) et (6.13)
cla, kfk; = cl, kifk; .

22) La relation donnée résulte du fait que la partition .@’1 donne, par hypothése, la méme
matrice M, que la partition Z,.
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De plus

Cla, kofl + [t —jl + 12 by = min [clg, kofk; + |0 = j[]+ 12
1

ost’'sn—

2 min [clg, kpfk; + |t = j|]] + 1 =clag, kfk; + |t = j| + 1 =

0st'sn—1
= clg, k,/k; + lt "j’ +1
en vertu de (6.14), donc
by =clg, kifl; + |t —j| + L =clg, kJk; + |t = j| + 1 = a;;.

Si nous remplagons, dans le dernier systéme de relations, la partition £, par la par-
tition % et la partition #, par la partition 23, nous obtiendrons d’une maniére
analogue I’égalité c;; = a;;, d’ou ¢;; = by
2) Soit
a,'j=Clalkj/ki+1<r+“+1,
C’est-a-dire supposons que la relation (6.12) ait lieu pour t = j. Alors de la méme
fagon que dans le cas 1) on montre que ¢;; = b;; = a;;.
3) Soit
ay =clg kjfk; + 1 =r+a+1.
Alors aussi
cla, kjfk; = r + a %)
Si I’on a également
[k = clg, kjlk; =1 + o,

Clg, k;

on voit aisément de nouveau que ¢;; = b;; = ay;.
4) Soit
ay=clg kifk; + 1=r+a+1, cly kk; = clg kjlk;>r +a.

Alors
' b= min [clg, kefk; + |t —j|]+1,

0st’'<n—1
¢y = min [clg, kel + [t = j]]+ 1,
S 0=st's<n-1 .
et il existe ¢ tel que
(6.15) ci; = clg, kfk; + [t = j] + 1 < clg, kfky + |t — j| + 1.

23) La démonstration est la méme que celle de la relation (6.13).
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Si 'on a I’égalité en (6.15), alors
clg, kifk; + |t —j| + 12 b;; = min [clg,2 kolk + |t = j]] + 12

0st'=n—

> min [clmk/ki+]z ‘—]l]+1—015¢3ktki+lt~]|+l =
0st’'Sn—

= clg, kfk; + |t = j| + 1,

donc b;; = c;;
Supposons maintenant que l'on a Iinégalité stricte en (6.15). Alors en vertu de

(6.6) on a
(6.16) Clg, kifl; = Cla,. kyfk; < clg, kifk; .
Il en résulte
ay S clg kfk; + 1 < clg, kJk; + 1;
il existe donc un indice m =+ ¢ tel que ‘
(6.17) a; — 1 =clg, klk; + |t — m| =
= Clghl km/ki + It bl ml é Clghl kt/ki é r+o.
Par conséquent
Cla, knlk; <1 + a
et en vertu de (6.5) et (6.6)
Cla, knlk; = clg, knlk; = clg, kyfk; .
Or, si nous tenons maintenant compte de (6.17), (6.16) et (6.15) nous voyons que
by — 1 £ cla, kulk; + |m — j| = clg, knfk; + |m — j| <
S Clg, kufky + |t — m| + |t = j| S cla kifk; + [t — | =
= cla, kifk; + [t = j] = ¢;; = 1,

c’est-a-dire

(6.18) by =
Mais compte tenu de (6.7) etdela sigmﬁcatlon de by, c;j, on a évidemment
(6.19) c;j < by

En combinant (6.18) et (6.19) nous obtenons une fois de plus I'égalité c;; = b;;. La
relation (6.11) est donc bien établie et le théoréme 6.11 est démontré complétement.

Théoréme 6.12. Soit # une partition essentielled’ordrea de ’ensemble £ et soit &,
une partition d’ordre a + 1, prolongement de #. Alors la partition &, est essen-
tielle si, et seulement si, ou bien toutes les composantes d’ordre o + 1 ne contiennent
qu’un seul point chacune, ou bien chacune des composantes d’ordre o + 1 con-
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tenant plusieurs points contient au moins une valeur i par rapport & la partition 2
d’ordre o donnée.

Démonstration. a) Supposons que la partition %, produit une composan-
te #*** contenant plus d’un point et qui ne contient que des valeurs u par rapport
a la partition £ d’ordre . Soit %, une partition compléte arbitraire de 'ensemble .Z,
prolongement de #,. Soit ensuite 2, une partition compléte de I’ensemble £, jouissant
des propriétés que voici

a) R, est un prolongement de %;

b) Ala place de la composante £**! considérée, la partition %, contient le nombre
correspondant de composantes d’ordre « + 1 4 un seul point chacune;

C) Les autres composantes d’ordre o + 1, ou supérieur, qui font partie de %, font
également partie de £,.

A la partition £, soit associée la matrice M, aux éléments a;, et A la partition %,
soit associée la matrice M, aux éléments b,. Nous allons montrer que pour toute
paire d’indices i, j on a

(6.20) by = ay;

et, vu la définition des partitions £, et %5, on a pour toute paire k, m
(6.21) cla, kifky < Cclg, kifky ;

de plus, pour toute paire d’éléments u, v, u + v, de la composante £**! donnée de la
partition %, on a

(6.22) Clg, kfk, = r + a < clg, k,/k, .

La partition %, n’est donc pas essentielle. Or, comme %, était un prolongement
complet arbitraire de la partition £, cette derniere n’est pas essentielle non plus
(voir la définition 6.5).

1l nous reste donc a démontrer (6.20).

a) Soit i ¢ S**! (par rapport & #,). Alors évidemment

bxj""1= min [Clghkt/ki'i'lt—jl]:

ostsn-1

= min [clg, k/k;+ |t —j|]] =a; - 1.
1

0st=n-—
b) Soit i € #2*! dans la partition 2,. Il existe alors un indice t tel que
bij — 1 = clg, kfk; + |t — j| .
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b,) Soit ¢ ¢ #**! (par rapport & #,). Alors
cla, kki + |t = j| = cla, kifk + [t = j| Z ay; — 1.
On a donc b;; = a;;, mais (6.21) entraine
(6.23) a, >
on a donc, dans ce cas aussi, b;; = a

ije

b,) Soit te #**! (par rapport & #,). Alors en vertu de (6.22) on a
(6.24) by—1=r+a+|t—j|.

Comme ¢ est une valeur u par rapport a la partition # (voir les définitions 6.9 et
6.10), il existe un indice s tel que

(6.25) clgkifky + |s —t| = clg, kjfJk, + [s — 1] S r + «

et en méme temps
Clg, kiJky <r + a.

Comme i,t€ #**! ona

clg, kfk;z2r+a+1,

k, ke k; k,
Clg, = =clg, [=:—) =clg, —.
ky ke ke ky

donc

Ensuite, on a évidemment
(626) ay; — 1= clg, kfky + [s — j| S clag, kfk, + |s — o] + |t — j| =
= Clg, kfk, + |s — 1] + |t — Jj| .
En comparant (6.26), (6.25) et (6.24) nous obtenons de nouveau®*)
by = a;j.
La relation (6.20) est aussi établie dans tous les cas possibles. En méme temps la

démonstration de la premiére partie du théoréme 6.12 est terminée.

b) Passons maintenant a la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme. Le
cas ol toutes les composantes contiennent un point chacune a été traité au théoréme
6.11.

Soit donc £, une partition d’ordre « + 1 et supposons que chaque composante
d’ordre o« + 1 qui contient plusieurs points contient au moins un élément qui soit
une valeur # par rapport a la partition £ d’ordre «; supposons de plus que cette
partition ne soit pas essentielle. D’aprés notre théoréme 6.11 ceci est équivalent

24') Nous tenons compte du fait que (6.23) est de nouveau vrai.
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a ’hypothese que la partition £, d’ordre « + 2 qui est un prolongement de £, tel
que toutes les composantes d’ordre a + 2 contiennent un seul point chacune n’est
pas, elle non plus, essentielle. Il existe donc une partition compléte essentielle %
telle que %, et #; correspondent a la méme matrice M, (c’est le type différentiel
correspondant) et pour touti + jona

(6.27) Clg, kifk; S clg, kifk; < r + a + 1
et pour au moins une paire u, v on a
(6.28) clg, k,[k, < clg, k,[k, .

Soit ensuite %, une partition qui est prolongement de £ tel que toutes les composantes
d’ordre « + 1 contiennent un seul point chacune. D’aprés notre théoréme 6.11, %, est
une partition compléte essentielle et 'on a, compte tenu de la signification de £,
et A,

cla, kifk; = clg, kiJk;

1,

et pour i = j
(6.29) clg, kilk; > clg, kilk; = clg, kilk; = r + o, clg, kifk;j=r+a+ 1.

Dans ce qui suit, nous dénoterons ay les éléments de la matrice M, correspondant
aux partitions £, et 2,. La matrice M, aux éléments b,, sera associée a la partition Z,.
Tout d’abord, nous allons établir la relation

(6.30) cly, kifk, + cla, kifk, = cla, kifk; = clg, kifk; .
Soit
(6.31) clg, kifk; > clg, kifk; .

Alors en vertu de (6.29)
(6.32) g, kifk; =r +a+1,
C’est-a-dire que les indices i et j appartiennent, dans la partition %,, 4 la méme com-

posante #**1 qui contient au moins une valeur @& par rapport a la partition . Soit k
cet indice. On a alors (pour k+i k=* j)

(6.33) Cla, kifky = 7+ o+ 1, clg kjfky =7 +a+1,
ap—1= min [clg, k[l + |t — K[].
0<t'=n-1

Examinons les valeurs que peut prendre pour différents ¢’ I’expression dont nous
cherchons le minimum.
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1) t' = k= clg, k. [k; = clg, ki/k; = r + o + 1.
2) t &k, clg, kyoky 21+ a=clg, ko[k;+ |t — k|27 +a+ 1
3) clg, ky[ki< 1 + o
Alors
(6.34) clg, k, [k = clg,(ky [k, : kifk;) = clg, ky [k, < 1 + o = clg, ko [k, = clgk, [k, .

A présent, compte tenu du fait que 'indice k est une valeur # par rapport a la parti-
tion £ — voir la définition 6.9b) — nous avons

cagkpfly + |t —k|Zr+oa+1.
D’aprés (6.34) on a dans ce dernier cas
cla, ko Ky = clg ky [k,

et c’est pourquoi
clg, kefki + |t — k| Zr+oa+1.

On a donc dans tous les cas
(6.35) ag—1zr+a+1.
D’autre part

(6.36) ag — 1= min [clg, ky[k; + |t' = k|] £ clg, kfk; .

ost'sn—1
Donc, en vertu de (6.33), (6.35) et (6.36) on a
(6.37) clg, kefk; = clg, kiJk; .
En raison de (6.27) I'égalité doit avoir lieu en (6.37) et d’apres (6.33)
Clg, kfky =1 +a + 1.
D’une maniére analogue on démontre qlie
Clg, kefky =r + o + 1,
donc, compte tenu de (6.27),
r+ o+ 1 2 clg, kj[k; = min (clg, ki [k, clg, ki/k;) =r + 0 + 1,

C’est-a-dire
cl‘g,3 kl/kj =r+d+ 1= Claz k,/k‘,

(pour i = j, voir (6.32)).
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Si Iindice k est égal a I'un des indices i, j, 'idée principale de la démonstration
restera évidemment la méme, mais la démonstration sera un peu plus courte.
La relation (6.31) implique donc

Clg, kifk; = clg, k[k;

j
et c’est pourquoi

cla, kifk; * clg, ki[k; = clg, k,|k; = clg, ki[k;
car la relation
clg, kifk; < clg, kifk;
est impossible, vu la définition de £,.

Définissons maintenant la partition %, par les relations
(6.38) clg, kifk; < clg, kik; = clg, ki|k; = clg, k;k;
(6.39) Cla, kifk; = clg, ki[k; = clg, kik; = clg, kik;.

Tout comme & la démonstration du théoreme 6.11, il nous faut maintenant établir
la relation

(6.40) clg, kifk; = min (clg, ki[k,, clg, kj/k,,) .
Considérons d’abord les relations suivantes: Dans le cas ou

Clg: k'/kj = Clgh kl/k]
on a

Cla kifky = cly, kifk; .
Dans le cas ou
cly, k,-/kj < clg, ki/kj
on aura d’aprés (6.30)
clg, kilk; = clg, kilk;,
donc d’aprés (6.38)

clg, kifk; = clg, kilk; < cly, kilk; = €lg, kik; .
1l en résulte que pour n’importe Quel i,j

(6.41) cla, kilk; < cla, kifk; < cla, kifk; .

U

Ensuite on a en (6.39)

(6.42) clyg, kifk; = clg, kilk; < Clg, kik; = clg, kik

j?
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donc d’aprés (6.38) et (6.42) on aura pour tout i, j aussi
cly, kifk; < clg, kifk, < cla, kifk; .
Revenons maintenant 2 la relation (6.40). Nous avons ou bien

Cla, kilk; = clg, kik; = min (clg, k;k,, clg, k;[k,) =

= min (clg, kifk,, cla, k;/k,)
ou bien

cla, kik; = clg, ki/k; = min (clg, ki[k,, clg, k;|k,) =
= min (clg, ki/k,, cla, kj[k,) .

La relation (6.40) est donc bien établie.

A la partition £, soit associée la matrice M" aux éléments c;. Nous allons démon-
trer que

(6.43) M, =M,.

(Nous rappelons que M, correspond 2 la partition 2,.) Mais d’aprés (6.28) il existe
au moins une paire d’éléments u, v telle que

Clg, kufk, < cla, kK, -
Pour cette paire on a d’aprés (6.38)
clg, k[k, = clg, k,[k, .
D’aprés (6.30) on a ensuite
Cla, kuJk, = clg, kyJk, < clg, koK, = cla, k./k, ,

et la partition #, ne pourrait &tre essentielle, ce qui est contraire & nos hypothéses.
Cela achéve la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme 6.12.
Il nous reste donc a démontrer la relation (6.43). Nous avons évidemment

Ensuite, il existe un indice t tel que
CU - 1 = Cla’ k‘/ki + lt ‘—jl o
1) Soit
Clg, k,Jk; = clg, k,[k; .
Alors on a également
CU el 1 = C]._g,4 k,/ki + lt —Jl ; bij -
et en vertu de (6.44) ¢;; = by;.
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2) Soit
Clg, kifk; = clg, k [k, < clg, k/k; >*)

On a évidemment
a;; — 1 < clg, kfk; + |t — j|
et il existe un indice m tel que
ayy — 1 = clg, kulki + |m — j| = clg, k,[k; + |m — j| 2%
et c’est pourquoi on a d’aprés (6.39) et (6.42)

Clay knfki = Cla, kulk; < clg, knfk; = clg, knfk; .
Donc
by — 1 = clg, knlki + |m — j| < clg, kyfk; + |m — j| =
=ay—1=Zclg kfk;+ [t —jl=¢;—1.

Nous avons donc de nouveau b;; < c;;, d’oll en vertu de (6.44) b;; = c;;. La relation
(6.43) est ainsi bien établie et la deuxiéme partie du théoréme 6.12 est démontrée.

Voici une conséquence immédiate de notre théoréme 6.12:

Théoréme 6.13. Supposons que tous les facteurs du produit formel correspondant
a une composante d’ordre o (engendrée par une partition essentielle & d’ordre o)
soient des valeurs u.>”) Alors, quel que soit leur nombre (<n — 1) et quel que
soit o, on a

C(u..uy=1

Théoréme 6.14. Soit # une partition d’ordre o et &, une partition d’ordre o + 1,
prolongement de R. Alors les valeurs u et i par rapport d la partition & deviennent
des valeurs u et i par rapport d la partition #, suivant les régles que voici:

a) Chaque valeur u par rapport a X est aussi une valeur u par rapport a &,.

25) Le cas ou
Clas kolk; = clgy kylk; > Cla, k./k;
ne peut se présenter en raison de (6.41).
26) Evidemment
clg, kplk; = cla, kulk;
mais le cas ou
cla, kyulk; < clg, kplk;
ne peut se réaliser car la valeur de I’élément a;;, calculée relativement 4 la partition Z 3 serait plus
petite que celle relative a Z,.
2 7) Cela signifie qu’il n’y a pas de valeurs # en ce produit.
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b) Supposons que Uindice i soit une valeur @ par rapport d %;, mais qu'un au
moins des indices i — 1, i + 1 soit une valeur u par rapport a Z (donc, d’aprés a),
aussi par rapport a ﬂl). Alors i est une valeur u par rapport a R,. '

c) Lorsque i € " mais en mémetempsune au moins des relations i — 1 ¢ #+1,
i+ 1¢ I est vérifiée, alors i est une valeur u par rapport @ &, que ce soit une
valeur u ou une valeur @ par rapport d #.*®)

d) Les valeurs it par rapport @ & dont on ne parle ni en b) ni en c) restent des
valeurs i méme par rapport a #,.

Démonstration. a) L’énoncé a) est évident en raison de (6.1).

b) Soit i — 1 une valeur u par rapport a Z et supposons que i — 1 et i appartien-
nent a la méme S**1, (Le cas contraire sera discuté en c).) D’aprés (6.1) il existe un
indice s tel que

IIA

cakiyfkg+|s—(=D|Sr+a.

Mais alors
clg ki—y[ky = clg, ki—y[ky <1 + a
(voir la définition 6.1b)) et comme i et i — 1 appartiennent 4 la méme #**1, nous
avons aussi
Clg, kifky = clg, ki— [k .
Par conséquent

cla, kifk, + |s — i| = clg, kieyflg + |s — (i — 1) — 1] £
Sclg kiogfkg + s — (i — 1) + 1

IIA

r+oa+1,

tdonc i est une valeur u par rapport a la partition #, d’ordre o« + 1.
¢) Supposons maintenant que les éléments i et i — 1 n’appartiennent pas a la

méme composante S**1  Alors
clg, kilki—y =7 + a,
g, kifkioy +|i—(i—=1)|sr+a+1,

d’ou il résulte que i (et aussi i — 1) est une valeur u par rapport & %,.

d) Soit i une valeur & par rapport & 2 et supposons que les éléments i — 1, i + 1
appartiennent 4 la méme #**! que i et qu’ils soient également des valeurs i par
rapport a Z. Nous allons examiner plusieurs cas:

d,) Soit

s<i—1, clakfk;<r+a.

28) Sii= 0 ou bien i = n — 1, les cas b) et c) restent vrais en ce sens qu’on y considére un
seul indice voisin.
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Alors aussi
clg ki-i[ks = clg kijk, < r + o
et d’aprés (6.1)
(6.45) clpkigfks +i—1—5s>r+a.
Comme
cla, kifk, = cly K[k, ,
on a en vertu de (6.45)
Clg, kifkg +i—s>r+ o+ 1.
d,) Le cas ou
s>i+1, clgkl./ks<r+a
s’examine de la méme fagon que le cas d,.
d;) Soit
clg, kifky =1 + «.
Alors en vertu de nos hypothéses s + i — 1, s & i + 1, et c’est pourquoi
clg, kifks + |s—i|Zr+a+2>r+a+1.

En résumant les résultats de d;, d, et d;, nous voyons que — cfr. la définition
6.9b) — D'indice i est une valeur # par rapport a la partition %, d’ordre o« + 1.

Complément 6.15.>°) A partir du théoréme 6.14 nous pouvons déduire quelques
procédés pratiques de calcul avec des valeurs u et u:

Soit p. ex. n = 10 et supposons qu’une composante d’ordre 2, nous la désigne-
rons #2, contienne les éléments 0, 1,2, 4, 8, 9. Supposons ensuite que nous ayons
pour i€ S2: clki[ky = clki[k; = r + 1, cl ki/ks = cl k;/kg = r. Nous avons alors

(6.46) C, (012489) = C (muuui) .

Prenons maintenant un sous-ensemble arbitraire de .#2 (voir la note*®) dans la pre-
miére partie de cet article, p. 351) et considérons-le comme une composante d’ordre 3.
Nous allons nous intéresser au produit formel correspondant (nous I'appellerons
produit d’ordre 3).

a) Toute valeur u reste valeur u, en accord avec notre théoréme 6.14.

b) Toute valeur # de I'expression (6.46) qui, dans le produit formel d’ordre 3 sera
voisine d’une valeur u de (6.46) deviendra valeur u, en vertu du théoréme 6.14, b)
ou c) suivant que les indices i, et i,, correspondant a ces valeurs # et u considérées,
sont voisins dans I’ordre naturel des indices 0, 1, ..., n — 1, ou non.

29) En ce complément nous nous exprimons d’une fagon plutét sommaire, sans trop de pré-

cision; il s’agit d’ailleurs seulement de procédés de calcul pratiques, tout étant bien compréhen-
sible.
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¢) Si une valeur i de P'expression (6.46) est voisine des deux cotés de valeurs @
(par rapport a (6.46)) et qui sont voisines méme dans le produit formel de I'expression
(6.46), elle reste valeur # méme dans le produit formel d’ordre 3 (s’il s’agit d’indices
extrémes 0 ou n — 1, nous ne considérons que le voisinage d’un seul c6té; autrement
les indices extrémes des composantes d’ordre 3 ainsi formées deviennent valeurs u —
cela découle des points d) et ¢) du théoréme 6.14).

d) Une valeur # voisine d’une valeur # qui n’est pas sa voisine dans le produit

formel de ’expression (6.46) devient valeur u — cela découle du point ¢) du théoréme
6.14.

Nous aurons donc dans notre cas p. ex.
C5(01) = C(iiu) , C5(09) = C(uu),
C,4(012) = C(uu), C;(124) = C(uuu),
C5(012489) = C(auuuuu)

Théoréme 6.16. Soit

(6.47) min clk;=r

0gisn—-1

et soit D(n) le nombre des types différentiels différents qui sont en accord avec
(6.47). Alors

(6.48) D(n) = ¥ CsuCpp...C 4

U Sil=s5

i=1
on S} dénote une composante de décomposition d’ordre 1 et oit Paccent sur le >
signifie que nous éliminons une partition telle qui ait une seule composante d’ordre 1
contenant tous les éléments de I’ensemble . Les valeurs de C 4,1 peuvent se calculer
a l'aide des formules de récurrence

(6,49) CJ,,:: z C_; ¢+1CJ ¢+l...ijmja+l’
U "j atl= -71
q=1
la sommation y étant éténdue a toutes les partitions essentielles de la composante S5,

Démonstration. S’il existait une composante d’ordre 1 contenant tous les élé-
ments de I’ensemble £, on aurait pour tout m : cl k,[ko, = clk, = r + 1, en con-
tradiction avec (6.47). Ensuite, il est évident que: Si nous considérons I'ensemble &
comme une composante d’ordre zéro, alors tous ses éléments sont des valeurs # et
toute partition en (6.48) est essentielle.

Supposons ensuite que la composante #5soit engendrée par une partition essentlelle
d’ordre a. Nous obtenons la partition complete essentielle de la composante #5 si
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nous décomposons d’abord essentiellement la composante £ en composantes d’ordre
o + 1, puis nous décomposons essentiellement ces composantes, etc, jusqu’ a ce que
nous arrivons aux composantes contenant un seul point chacune. En vertu du théore-
me 6.12 nous trouvons facilement que toute partition complete essentielle d’une
composante J;:l jouit dela propriété suivante: toutes les composantes de n’importe
quel ordre f > a + 1 contenant plusieurs points contiennent au moins une valeur #
(par rapport a la partition de 'ordre f — 1), autrement dit: Si nous décomposons
essentiellement la composante £ et puis nous décomposons d’une fagon essentielle
mais arbitraire chacune des composantes d’ordre o + 1 ainsi engendrées, nous
obtenons ainsi une partition essentielle de la composante #75. Par contre il est impossible
d’arriver a la partition compléte essentielle dela composante #7 par un autre procédé.
La formule (6.49) est donc valable. Compte tenu du théoréme 6.4, cela achéve aussi
la démonstration du théoréme 6.16.

Remarque 6.17. Il résulte de nos théorémes 6.13;‘ et 6.14 qu’en appliquant les
formules (6.48) et (6.49) nous arrivons toujours au but aprés un nombre de pas fini.

Exemple 6.18. Pour illustrer nos résultats nous allons calculer le nombre des
classes de types différentiels dans I’espace E, pour n = 2, 3,4, 5, 6.

Ey: D(2) = C¥u) = 1

E;: D(3) = C*(u) + C(iau) C(u) + Cuu) C(u) + C(u) C(uir), o C(iiu) =
= C(uit) = C*(u) + C(uu) = 2, doncD3) =1+2+1+2=6.

w

E,: Nous faisons d’abord des calculs auxiliaires.
Clutuu) = Cluuin) = C(uiiu) = C(u) + 2C(uu) C(u) + C(uuu) = 4
C(uiiu) = C(uiir) = C*(u) + [C(itu) + 2C(uu)] C(u) + C(uuu) =
—14+4+4=09
D(4) = C*(u) + [C(au) + C(uir) + 4C(uu)] C*(u) + C(itu) C(uit) +
+ 2C%(uu) + [C(uau) + C(auu) + C(uuir) + C(uai)] C(u) =1 + 8 +
+44+2426=41

Es: Nous aurons besoin des calculs auxiliaires que voici:
C(iuuu) = C*(u) + 3C(uu) C*(u) + 3C(uuu) C(u) + C(uuuu) = 8
C(ﬁltguﬁ) = C*(u) + 5C(uu) C*(u) + 2C*(uu) + 4C(uuu) C(u) + C(uuuu) =
C(wituu) = C(uuiit) = C*u) + [C(au) + 4C(uu)] C*(u) + 2C*(uu) +
+ [2C(auu) + 2C(uuu)] C(u) + Cliuuu) =1 + 6 + 2 + 10 + 8 = 27
C(auau) = C(uiui) = C*(u) + C*(u) [Clau) + 5C(uu)] + C(au) C(uu) +
+ 2C¥(uu) + C(u) [C(auu) + Clauu) + 2C(uuu)] + Clatuu) = 1 + 7 +
242415427 = 54

445



446

D(5) = C3(u) + C*(u) [2C(au) + 8C(uu)] + C(u) [C(au) +

+ 4C(au) Cuu) + 10C2(uu)] + C*(u) [2C(auu) + 4C(auu) + Cluitu) +
+ 3C(uuu)] + 2C(aitu) C(iiu) + 4C(7uu) C(uu) + 3C(uuu) C(uu) +

+ Cluiiu) Cluu) + [Camiu) + Clauuu) + C(uuii) + Cluuiti) +

+ Clunua)] Cu) = 1 + 12 + 22 + 41 + 36 + 16 + 3 + 4 + 54 + 27 +
+ 13 + 27 + 54 = 310

: Faisons d’abord les calculs auxiliaires:

C(uuitu) = C(iiuuu) = 8

(_I.(ulzﬁu) = C*u) + 5C(uu) C*(u) + 2C*(uu) + 4C(uuu) C(u) + Cluuuu) =
Clauuuu) = C*(u) + 4C(uu) C*(u) + 6C(uuu) C2(u) + 4C(uuuu) C(u) +

+ Cuuuuu) = 16

Clauuuu) = C3(u) + C3(u) [C(au) + 6C(uu)] + 6C*(uu) C(u) +

+ C*(u) [3C(auu) + 6C(uuu)] + 6C(uuir) Cluu) + 3C(auuu) C(u) +

+ 2C(uuuu) C(u) + Cliuuuu) =1 + 8 + 6 + 18 + 6 + 24 + 2 + 16 = 81
Clamiiuu) = C*(u) + C(u) [C(au) + 8C(uu)] + C(u) [2C(u) Cuu) +

+ 10C?*(uu)] + C*(u) [Clamu) + 2C(iuu) + 7C(uuu)] + [2C(auu) +

+ 6C(uuu)] Cuu) + Cluuu) C(au) + [2C(aauu) + C(ituuu) +

+ 2C(uuuu)] C(u) + Clamuuu) = 1 + 10 + 14 + 24 + 14 + 2 + 64 +
+ 81 =210 ‘

Claauui) = C3(u) + C(u) [C(au) + 8C(uu)] + C(u) [2C(iau) C(uu) +

+ 10C*(uu)] + C*(u) [3C(auu) + 7C(uuu)] + 2C(aun) Cluu) +

+ 6C(uuu) Cuu) + Cluuu) C(itu) + [3C(Fuuu) + 2C(uuuu)] Clu) +

+ Clauuuu) =1+ 10 + 14 + 19 + 8 + 6 + 2 + 26 + 16 = 102
C(auuiiu) = C*(u) + C¥(u) [C(au) + 9C(uu)] + C(u) [3C(au) Cluu) +

+ 12C%(uu)] + C*(u) [C(uiu) + 2C(auu) + C(uiiu) + 6C(uuu)] +

+ [C(aau) + 2C(auu) + Cluiiu) + SC(uuu)] Cluu) + Cluuu) C(iu) +

+ Cu) [C(aau) + C(amuu) + C(auuu) + Cluuuu) + Cluituu) +

+ C(auaauu)] = 1 + 11 + 18 + 27 + 26 + 2 + 98 + 210 = 393

D(6) = C*(u) + C*(u) [2C(au) + 13C(uu)] + C(u) [CX(iu) +

+ 10C(au) Cluu) + 34C>(uu)] + [C*(iu) C(uu) + 4C(iu) C*(uu) +

+ 10C*(uu)] + C(u) [2C(@iau) + 6C(auu) + 2C(uiin) + 10C(uuu)] +

+ C(u) {2C(aaiu) [2C(uu) + C(au)] + Clauu) [2C(au) + 16C(uu)] +

+ Cluiiu) [2C(au) + 4C(uu)] + C(uuu) [28C(uu) + 2C(au)]} + C*(uiu) +
+ C¥(atuu) + 2C(auu) [Cluuu) + Cluiin)] + 4C*(uuu) + C*(u) [2C(auiu) +
+ 4C(aiuu) + C(auuir) + 4C(Auuu) + 2C(uuiu) + Cluiiau) + C(uuuu)] +
+ 2C(uiitu) C(au) + [4C(@iuu) + C(auuil) + 4C(auun) + 2C(uuiiu) +

+ C(umiu) + Cluuuu)] Cuu) + [2C(aaaan) + 2C(@iiuu) +

+ 2C(@auui)] C(u) = 1 + 17 + 58 + 22 + 60 + {72 + 80 + 32 + 32} +
+ 81 4+ 16 + 40 + 4 + 291 + 216 + 183 + 786 + 420 + 204 = 2615.



Remarque 6.19. Si nous voulions écrire systématiquement tous les types différen-
tiels dans I’espace E,, n étant donné, pour une valeur r donnée (voir (6.47)), il nous
faudrait introduire un certain ordre dans I’ensemble des types différentiels. On peut
le faire de plusieurs fagons différentes. Une de ces possibilités est la suivante: Nous
ordonnons d’une fagon léxicographique toutes les paires (i, j), oui<j0=ic=
=n-—2,1=<j=n—1,etpuis par rapport a cet ordre des paires (i, J) nous ordon-
nons lécixographiquement tous les systémes de valeurs cl k;[k; correspondant & une
partition compléte essentielle de Pensemble # = {0,1,...,n — 1}. Ce procédé
ordonnerait les six types différentiels dans ’espace E; comme ceci (la notation
étant empruntée au travail [1]): (4.4), (4.6), (4.8), (4.5), (4.7), (4.9), tandis que les 41
types différentiels dans I’espace E, (a la méme notation) seraient ordonnés ainsi:
(6.6), (6.9), (6.10), (6.8), (6.7), (6.11), (6.12), (6.13), (6.15), (6.14), (6.16), (6.17),
(6.18), (6.19), (6.23), (6.29), (6.22), (6.28), (6.43), (6.44), (6.45), (6.46), (6.20), (6.24),
(6.25), (6.39), (6.40), (6.30), (6.34), (6.33), (6.21), (6.26), (6.27), (6.41), (6.42), (6.31),
(6.35), (6.37), (6.32), (6.36), (6.38).

7. CONCLUSIONS

Le présent travail géneralise les résultats de E. CECH, contenus dans ses travaux [1]
et [2], en ce sens qu’on a trouvé ici la relation qui existe entre les classes différentielles
des différents coefficients de Frenet et la classe différentielle ou le type différentiel
d’une courbe réguliere C qui y correspond, tout cela dans un espace de dimension
arbitraire.>®) De plus, on a discuté en détail la structure du type différentiel d’une
courbe et ’on a trouvé quatre systémes équivalents Sy, S,, S;, S;, de conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une matrice carrée dutypen X n soit le type diffé-
rentiel d’une courbe réguliere C plongée dans I’espace E,. On peut calculer, suivant
les formules de récurrence (6.48) et (6.49), le nombre des classes de types différentiels
dans ’espace E,, pour n quelconque. Il faut toutefois admettre que ces formules
conduisent & des calculs assez compliqués. On ne s’est pas intéressé ici au probleme
de trouver des fonctions f(n) et g(n) telles que Pon ait f(n) = O(D(n)), g(n) = o(D(n)),
ou une formule asymptotique.

On ne s’est pas intéressé non plus a chercher les relations auxquelles satisfont les
symboles exprimant le nombre de toutes les partitions complétes essentielles d’une
composante, introduits par la définition 6.9. Il est p. ex. évident que, en général,
C(ﬁu u) = 2"~ p étant le nombre de facteurs du produit formel en question. I
résulte ensuite de nos calculs que p. ex. C(@iu) = 9 = 3%, Cluuuu) = 27 = 33,
C(@#iiuuu) = 81 = 3*. La question de savoir si ce résultat peut étre généralisé et si
Ion peut trouver encore d’autres relations générales qui pourraient éventuellement
simplifier I'emploi des formules (6.48) et (6.49), reste pour le moment ouverte.

3% On a en méme temps généralisé — voir le texte précédant ’exemple 1.4 — la définition de
la classe différentielle d’'une fonction.
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Il résulte des calculs faits dans le présent travail que les cinq premiers membres de
la suite {D(n)}, n = 2, croissent comme ceci.

Si nous posons D(n) = D(n — 1) g,-, nous aurons D(2) = 1, D(3) = 6, D(4) =
= 41, D(5) = 310, D(6) = 2615; g, = 6, g3 = 6,83..., q, = 7,56 e gs =843 ...
Les valeurs g, sont donc pour n = 2, ..., 5 croissantes en fonction de 7 et la différen-
ce de deux valeurs voisines varie, d’une facon non-monotone, entre 0,72 et 0,88.

Liste des conditions auxquelles doit satisfaire une matrice carrée M, pour étre le
type différentiel d’une courbe réguliére C.

Ay = Ay <> ay < min (ay-q, dik+1)

C1:
C2:
C3:

C4:
Cs:

C4’:
C5":

Cé6:
C7:
C8:
C9:

C10:

Cl11:
Cl12:
C13:
Cl14:
C15:
Cl6:
C17:
C18:
C19:
C20:
C21:
C22:
C23:
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ay, entiers, positifs

[an — agsr] SLOSiEn—1,0<k<n-2
@y = min (-1, @j41) + 1POUr 1 <i<p—2
Qoo = Aoy + 1, Gpo1p—1 = Gn-1,_, + 1~

Ay = Ay = ay = min (a; az)

ay = min (a;;, ay) < ag

ay =

ay = min (a;j, a;)
ay 2 min (a;;, aj)
Ay F dy=>ap = ag
Gy 2 Ay,

Ay = Ay => ay, > Ay

Ay F Ay = ay, = Ay

= ay = {soft ay = Zjik’ Ajx ~ ay
soit a;, + ik %k 5jk

Ay < Ap=>ay = ay,

A F Ay = ay < ag

Ay = dy, Ay F Ay => Ay < Yk

Ay, Ajy F Ay => Ay = Lk

+

Aix
A = Ay = ay,; < Ay

Ay = Ay, Ay = g => Ay = i

ay = dy = ay, = min (aj ar;)

I

ay = Ay = ay = min (a;p )

Ay <5 = ay = Ay

Ay = Ay, Ay < a;; = a; = Yik

Ay = aik’ a; < ayj = 4ij = Qi

Qi < Aj; = ap = Ay
o = q. = d:: L Qi ™
i = Ay Aj; = djip Aj; K ay = ay



C24: ay = Ay, Ay = Qyj A5 < Aj; = Ay, = Ay ~
C25: ay = Ay, a1 < Qj=> ay, = ay;

C26: ay = Ay A5 < A;; = Ay = Gy

C27: |a; — @jpyisq| S L pour 0L i< n—2
C28: min az= min 4a;, 0Zi<n-—

0<k=n—1 osmzn—1 -

C29: ay < aj, Ay < Ajp = Ay = Ay

LO0<j<n—-1

jm = Qi
ay; égalité pour ay < a;,, ou ay * a

C30: ay < A, Ay < Ay =

=

C31: ay £ Ay < G => Ay

vV IV =

C32: ay = Ajp < Aj = iy ay
C33:ay < aj, S ay,=ay = ay

a;,; égalité pour a;, # a;,
S1: C1-GC5

S2: C1, C3, C4, Cs5, Co

S3: C1, C3, C4, C5, C7

S4: C1, C3, C4, C5, C9

v

C34: ay = aj,, < ajp=> Ay
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