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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha 

SUR LA DIFFÉRENTIABILITÉ DU REPÈRE DE FRENET 
ET SUR LE TYPE DIFFÉRENTIEL D'UNE COURBE 

DANS L'ESPACE En 

ALENA BILKOVÂ, Praha 

(Reçu le 28 décembre 1966) 

(Suite*) 

5. LA STRUCTURE DU TYPE DIFFÉRENTIEL D'UNE COURBE 

Les résultats du paragraphe précédent vont nous permettre d'examiner la structure 
du type différentiel d'une courbe régulière C (pour la définition voir 1.3). Nous 
éliminons le cas banal où cl kt = oo pour 1 <i • i <I n — 1. 

Théorème 5.1. Soit Mn une matrice carrée du type n x n; nous noterons aik, 
0 <I i <I n — 1, 0 <i k <I n — 1, ses éléments. Pour qu'il existe une courbe régu
lière C, plongée dans En et telle que Mn soit son type différentiel, il faut que les 
éléments de la matrice Mn vérifient les conditions suivantes:1) 

Cl : aik sont entiers, positifs 

C2: \aik - aik+1\ £ 1, 0 <I i ^ n - 1, 0 g k <I n - 2 

C3: au = mm(aH„uaii+1) + 1 pour 1 = i = n - 2, a00 = a01 + l,an„Un_1 = 

= a*-i,«-2 + 1 

C4: aik = âik => aik = min (aip ajk) ?) 
C5: aik = âik => aik ^ min (ay£, aifc) 

D é m o n s t r a t i o n . La condition Cl est évidente. Comme la i-ème ligne de la 
matrice Mn représente la classe différentielle prise par rapport au paramètre at, la 
condition C2 coïncide avec l'énoncé du corollaire 2.18. 

Pour pouvoir établir C3 nous allons énoncer d'abord le 

*) La première partie de cet article a été publiée dans ce Journal, 18 (93), 1968, 315 — 355. 
1) Sauf avis contraire, tous les indices peuvent prendre toutes les valeurs de 0 à n — 1. 
2) Voir la définition 2.20 qui peut facilement s'étendre au cas de la matrice Mn. 
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Démonstration. Soit 

(5.2) aik < min (aip ajk) . 

Soit aiu = a tu la valeur propre associée à la valeur a-^ c'est-à-dire 

aiu = aik - \ k ~ u\ . 6 ) 

D'après C2, on a 
aju = ajk ~\k-u\ 

et d'après (5.2) 
aJk > aik => aJu > aiu • 

De plus, toujours en vertu de (5.2) 

aij > aik = aiu • 

Or, atj > aiu9 aju > aiu, aiu = âiu, est en contradiction avec C4. 

C5': aik = mm(ajhajk). 

La démonstration est tout à fait analogue à celle de C4', avec la seule différence 
que le résultat est en contradiction avec C5. 

Remarque 5.3. Les conditions C4' et C5' généralisent les conditions C4 et C5 en 
ce sens que la supposition aik = âik de C4 et C5 se montre superflue. Tout de même, 
il est utile de formuler les conditions C4 et C5 sous leur forme originale, car nous 
venons de voir que les conditions C4', C5' plus générales peuvent se déduire des 
conditions C4, C5 plus spéciales; si nous voulions donc, en examinant une matrice 
du type n x n, vérifier si les conditions en question sont satisfaites, nous pourrions 
nous limiter à considérer les éléments propres aik = âik seulement. 

C6: aik + âik => ajk = aik. 

Démonstration. Supposons qu'il existe des indices i,j9 k, tels que l'on ait 
aik 4= âik, ajk > aik. Soit aiu = âiu la valeur propre associée à la valeur aik. Comme 
à la démonstration de C4', on montre qu'on a nécessairement 

aju > aiu • 

Ensuite, on a évidemment 

ajk > aik > aiu • 

En vertu de C5' 
aku = min (ajk, aju) > aiu. 

b) Voir la définition 2.26 et le théorème 2.23. 

410 



Or, 

aiu < aik > aiu < aku > 

ce qui est en contradiction avec C4'. 

Remarque 5.4. La condition C6 étant établie, nous pouvons dire que C4' est 
contenu d'une part en C4 (pour aik = aik)9 d'autre part en C6 (pour aik 4= âik); elle 
apparaît donc comme une condition superflue, de même que C5'. Toutefois, du point 
de vue de la marche des démonstrations, il vaut mieux énoncer d'abord les conditions 
C4', C5' et la condition C6 ensuite. 

C7: akk = aik. 

Cela résulte immédiatement de C3 et C6.7) 

C8: aik = âik => akk > aik. 

Démonstration. On a 

aik = aik^aik-i = aik, aik+i = aik • 

Nous allons montrer que l'on a également 

(5.3) akk-i = aik> 

(5.4) akk+i = aik-

A partir de (5.3) et (5.4) nous obtenons C8 en vertu de C3. Mais il suffit d'établir la 
relation (5.3), la démonstration de (5.4) étant tout à fait analogue. 

Supposons donc que la relation (5.3) n'ait pas lieu. Alors 

aik > akk-i > aik-i = aik > akk-i > 

ou bien encore 

akk-1 < mm(aik9aik„x) 

en contradiction avec C5'. 

C9: aik + àik,=> akk = aik. 

Cela résulte immédiatement de C7 et C6 où nous posons j = k. 

Remarque 5.5. Ayant établi les conditions C8 et C9 nous voyons que C7 se 
décompose en C8 et C9. 

CIO: aik = ajk => soit aik = âik9 ajk = âjk9 

soit aik ={= âik9 ajk 4= ajk. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit aik = âik. D'après C8 on a ajfc < akk. Mais alors aJk = 
= aik < akk; dans le cas où ajk 41 âjk9 nous aurions là une contradiction avec C9. 

7) C7 peut être considérée comme un cas spécial de C5' si nous posons i = k. 
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ou encore 

(5.10) akJ = min (aik9 au) . 

Il résulte alors de C19 et C20 ceci: 

Si aik < au, on a égalité en (5.9), tandis que pour avoir égalité en (5.10), il faut 
supposer encore aik = âik. Sans cette hypothèse, la relation (5.10) peut être vérifiée, 
même si aik < au, des deux façons: avec l'égalité ou avec l'inégalité; il en est de même 
dans le cas de aik = au. 

On peut renforcer d'une manière analogue aussi les conditions C4', C17, C18, ce 
qui nous donne les conditions C21-C26 suivantes: 

C21: aik = âik, aik < akJ => au = aik. 

C22: aik < aJt => aJk = aik. 

C23: aik = àilo aJt = âJb ajt < akJ=> aik = ajv 

CIA: aik = am, akJ = âkp akJ < aJt => aik = akJ. 

C25: aik = àik, au < akJ => aik = au. 

C26: aik = âik, akJ < au => aik = akJ. 

La démonstration sera, dans chaque cas, tout à fait analogue à celle de C19 ou C20. 

C27: \ait — ai+lti+1\ <i 1 pour 0 = i _ n — 2. 

D'après C2, nous avons aii+1 ^ aH — 1, et d'après C7 

(5.H) ^/+i,i+i = aiti+1 = aH - 1 . 

D'une façon analogue, on trouve aussi 

(5.12) aH = ai+Ui + i - 1 . 

A combiner (5.11) et (5.12) nous trouvons C27. 

(5.13) C28: min aik = min aJm , 0 = i <; n - 1 , 0 = ; <I n - 1 . 
0£k£n-l O^m^n-1 

D é m o n s t r a t i o n . Soit aiu = min. aik. Alors évidemment aiu = âiu. Con-
O^/c^n-l 

sidérons maintenant l'élément a,7, la valeur; étant celle de (5.13). Deux cas peuvent 
se présenter: 

a) au > aiu. Alors, en vertu de C19 nous avons aJu = aiu, donc 

min aJm <: aJu = aiu = min aik. 
0^m-grt-l O^fc^n-1 

b) au = aiu, donc au = âu = min aik. Alors d'après C15 on a aJt SI au. Il 

en résulte **"" 

min a7m g aif ^ au = min aifc. 
0^m^n-l O^fe^n-1 
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d'où en vertu de C5, 

(5.25) afefc_i * âfcfc_i . 

Or, d'après C9, on a afcfc_i = afc_ifc_i. En vertu de (5.24), il en résulte aifc_i > 
> afc_ifc_l5 donc, d'après C9 

(5.26) aifc_i = âifc_i . 

Nous avons donc - cfr. (5.26), (5.23), (5.24), (5.22), (5.25) -

(5.27) aifc_! = âifc_i , aifc_! ^ aik , aik > afcfc_i , 

akk > akk-l > akk-l + akk-l • 

Supposons que pour un certain m < fc on ait 

(5.28) aim = âim , aim ^ aik, aik > akm , afcm+i > akm , akm 4= âfcw . 

Comme aim = âiw, on a aim ^ a i w_i, donc, en vertu de (5.28) 

(5.29) a i w_i ^ aik. 

Il résulte ensuite des relations akm+l > akm, akm 4= âfcw, que l'on a 

(5.30) akm> afcm_i , 

et puisque aik > akm, on a également 

(5.31) a iw_i ^ aifc > afcm_i , 

autrement dit 
akm-i < iï11n(aifc, a i m _ i ) , 

et d'après C5 

(5.32) afcw_i 4= âfcw_i . 

D'après C9, il en résulte afcw_i = am_iw_i et comme — cfr. (5.31) — 

aim-l > akm-l — flm-lm-l » 

nous avons, en vertu de C9, 

(5.33) a iw_i = â iw_i . 

Les relations (5.33), (5.29), (5.31), (5.30) et (5.32) montrent ensuite que si le système 
de relations (5.28) est vérifié pour une certaine valeur m < fc, il l'est aussi pour la 
valeur m — 1. Mais il résulte de (5.27) que le système en question est vérifié pour 
m = k — 1. Les relations (5.28) sont donc vérifiées pour n'importe quel m < fc, 
et, en particulier, 

akm+ 1 > akm y akm * akm » 0 ^ m < fc . 
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b2) Soit aim, = aim,. Alors d'après Cl3 on a 

(5.39) aim, < ajm,. 

En vertu de C12 on a alors, comme auparavant, ajm = aim. 

1) Soit aim, < aJm , ajm < aim. Alors d'après C33 ajm, = aim,, ce qui est en contra
diction avec (5.39). On a donc 

(5.40) 2) aim, < ajm = aim 

et d'après CIO ajm ={= âjm. On a donc m e A;-, d'où aim ^ max aiu = aim,, ce qui est 
en contradiction avec (5.40). ueAj 

L'hypothèse aim, < aJm, fait au début du point b) conduit donc toujours à une 
contradiction. Il en est de même de l'hypothèse aim, > ajm. 

c) La valeur de cl kjkj introduite par (5.34), vérifie la condition 

(5.41) cl ki\ki = min (cl kjku9 cl k,./kM) ; 

elle est donc en accord avec le théorème 4.7, ou avec 4.H. 
Si i = /, la validité de la relation en question est évidente. 
Pour démontrer (5.41) pour i 4= j , nous pouvons — compte tenu du fait que nous 

avons déjà démontré que cl kjkj = cl ky/kj — supposer, sans restreindre la généra
lité, que 

(5.42) cl kjku = cl k,./kM. 

Il existe alors des indices m, m' tels que 

(5.43) cl kijku = aum - 1 , aim 4- âim 

cl k,./kM = aum, - 1 , ajm, 4= âjm,. 

En vertu de (5.42) et C12 nous avons aum = aum, = ajm, et d'après C31 ajm = aum. 
Ensuite 

cl kijkj = max ajp - 1 . 
4 peA. 

D'après (5.43) m e Af, donc 

aum = aJm = max aJp => cl kt\ku = cl kjkj 
JpeAi 

c.q.f.d. 

La relation (5.34) engendre donc une partition finie complète de l'ensemble J = 
= {0, 1, ..., n — 1} et en vertu du théorème 4.23 il est possible de trouver un système 
de coefficients kh 1 <£ i g n — 1, qui soit en accord avec la partition complète 
donnée de l'ensemble J. Il nous reste à montrer que toute courbe régulière C cor
respondant au système de coefficients donné a la matrice Mn pour son type différen-
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De plus 

cl*2 fc-/fc, + I' - I| + 1 ^ bu = min [cla2 fc,,/fc, + \f - j|] + 1 ^ 

è min [cl^1 fc,,/fc. + |t ' - ; | ] + 1 = cl^1 fcf/fc, + \t - j \ + 1 = 
O ^ f ' ^ n - 1 

= cl*3fc,/fc, + |l - I l + 1 

en vertu de (6.14), donc 

6y = cl^2 fc,/fc, + \t - j | + 1 = cl*, fc,/fc, + |* - j | + 1 = atj. 

Si nous remplaçons, dans le dernier système de relations, la partition 0t2 P a r ^a par
tition ^ 3 et la partition Mx par la partition M'u nous obtiendrons d'une manière 
analogue l'égalité cu = aij9 d'où cu = bu. 

2) Soit 
a u = cl^i fcj/fc, + l < r + a + l , 

c'est-à-dire supposons que la relation (6.12) ait lieu pour t = j . Alors de la même 
façon que dans le cas 1) on montre que cu = bu = atj. 

3) Soit 

au = c l ^ fcj./fc, + l = r + a + l . 

Alors aussi 

cWfcj/fc,8* r + a . 2 3) 

Si l'on a également 

cl^2 fc,./fc, = cl^3 fcy/fc, = r + a , 

on voit aisément de nouveau que cu = bu = atj. 

4) Soit 

a,,. = c l ^ fc^/fc, + l = r + a + l , cl^2 fcy/fc, = cl^3 fc^/fc, > r + a . 

Mors 
btj = min [cl*2 fcr/fc, + \t* - ; | ] + 1 , 

O ^ f ' ^ n - 1 

c,y = min [cl^3 fcr/fc, + | f - j|] + 1 , 
O ^ f ' ^ n - 1 

et il existe t tel que 

(6.15) Cij = cl^3 fcf/fc, + \t - I| + 1 g cl^2 fcr/fc, + |; - ; | + 1 . 

3) La démonstration est la même que celle de la relation (6.13). 
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Si l'indice k est égal à l'un des indices i,I, l'idée principale de la démonstration 
restera évidemment la même, mais la démonstration sera un peu plus courte. 

La relation (6.31) implique donc 

cl^3 kjkj = cl^2 kjkj 

et c'est pourquoi 

cl^3 kjkj 4= cl^2 kjkj => cl^2 kjkj = cl^4 kjkj 

car la relation 

cl^2 kjkj < cl^4 kjkj 

est impossible, vu la définition de ^ 4 . 

Définissons maintenant la partition &5 par les relations 

(6.38) cl^3 kjkj < cl^2 kjkj => cl^5 kjkj = cl^3 kjkj 

(6.39) cl.̂ 3 kjkj = cl^2 kjkj => cl^5 kjkj = cl^4 kjkj. 

Tout comme à la démonstration du théorèmç 6.H, il nous faut maintenant établir 
la relation 

(6.40) cl^5 kjkj = min (cl^5 fc./fcw, cl^5 kjku) . 

Considérons d'abord les relations suivantes: Dans le cas où 

cl^3 kjkj = cl^2 kjkj 

on a 

cl^5 kjkj = cl^4 kjkj. 

Dans le cas où 
c ^ 3

 kJkj < CU2
 kJkj 

on aura d'après (6.30) 

CU2
 kJkj = CU4 kjkj, 

donc d'après (6.38) 

CU5 kjkj = cl^3 kjkj < cl^2 kjkj = cl^4 fcf/fcj.. 

Il en résulte que pour n'importe quel i, ; 

(6-41) cl^5 kjkj S CU4 kjkj S CU2 kjkj. 

Ensuite on a en (6.39) 

(6.42) c l ^ kjkj = cl^4 fcf/fc,. ̂  cl^2 kj/c,. = cl*3 kjkj, 
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b) Supposons que Vindice i soit une valeur u par rapport à Mu mais qu'un au 
moins des indices i — 1, i + 1 soit une valeur u par rapport à 01 (donc, d'après a), 
aussi par rapport à f ^ t ) . Alors i est une valeur u par rapport à 0tx. 

c) Lorsque i e / a + 1 mais en même temps une au moins des relations i — 1 <£ j ^ a + 1
? 

i + 1 ^ tf
oc+1 est vérifiée, alors i est une valeur u par rapport à 01 ̂  que ce soit une 

valeur u ou une valeur iï par rapport à 0£.2S) 
d) Les valeurs U par rapport à M dont on ne parle ni en b) ni en c) restent des 

valeurs û même par rapport à 0tY. 

D é m o n s t r a t i o n , a) L'énoncé a) est évident en raison de (6.1). 

b) Soit i — 1 une valeur u par rapport à ^ et supposons que i — 1 et i appartien
nent à la même - / a + 1 , (Le cas contraire sera discuté en c).) D'après (6.1) il existe un 
indice s tel que 

cl* K-ilK + \s ~ (i ~ 1)| = r + a . 
Mais alors 

cl* K-ilK = cl*, fcf-./fcs < r + a 

(voir la définition 6.1b)) et comme i et i - 1 appartiennent à la même _/a + 1, nous 
avons aussi 

d^KlK = d&tK-ilK-
Par conséquent 

d*. fei/fes + |s - i| = cl*, K-ilK + |s - (i - 1) - 1| = 

-S cl*, fci-i/fc, + |s - (i ~ 1)| + 1 = r + a + 1 , 

>donc i est une valeur u par rapport à la partition Stx d'ordre a + 1. 

c) Supposons maintenant que les éléments i et i — 1 n'appartiennent pas à la 
même composante J'a+1. Alors 

cl*, KlK-i = r + a , 

cl^fcj/fc,-. + |î - ' ( i - 1)| g r + a + 1 , 

d'où il résulte que i (et aussi i — 1) est une valeur u par rapport kâtv 

d) Soit i une valeur u par rapport à M et supposons que les éléments z — 1, z + 1 
appartiennent à la même */ a + 1 que i et qu'ils soient également des valeurs U par 
rapport à ^ . Nous allons examiner plusieurs cas: 

d t ) Soit 

s < i — 1 , cl^ kt\ks < r + a . 

2 8 ) Si i = 0 ou bien i = n — 1, les cas b) et c) restent vrais en ce sens qu'on y considère un 
seul indice voisin. 
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c) Si une valeur ù~ de l'expression (6.46) est voisine des deux côtés de valeurs û 
(par rapport à (6.46)) et qui sont voisines même dans le produit formel de l'expression 
(6.46), elle reste valeur û même dans le produit formel d'ordre 3 (s'il s'agit d'indices 
extrêmes 0 ou n — 1, nous ne considérons que le voisinage d'un seul côté; autrement 
les indices extrêmes des composantes d'ordre 3 ainsi formées deviennent valeurs u — 
cela découle des points d) et c) du théorème 6.14). 

d) Une valeur û voisine d'une valeur iï qui n'est pas sa voisine dans le produit 
formel de l'expression (6.46) devient valeur u — cela découle du point c) du théorème 
6.14. 

Nous aurons donc dans notre cas p. ex. 

C3(01) = C(ûu) , C3(09) = C(uu) , 

C3(012) = C(iïuu) , C3(124) = C(uuu) , 

C3(012489) = C(Uuuuuu) . 

Théorème 6.16. Soit 

(6.47) min cl kt = r 
0£i£n-l 

et soit D(n) le nombre des types différentiels différents qui sont en accord avec 
(6.47). Alors 

(6.48) D(n)= % C ^ C ^ - . - C t 
coi 
U Si* = S 

i = l 

où J\ dénote une composante de décomposition d'ordre 1 et où Vaccent sur le £ 
signifie que nous éliminons une partition telle qui ait une seule composante d'ordre 1 
contenant tous les éléments de Vensemble J. Les valeurs de C#.\ peuvent se calculer 
à Vaide des formules de récurrence 

/ jr Ar.\ v> $ ,a = / •. K* a . « + i V_« * . m + 1 • • • Vv «•. a + 1 * 

(6.49) ** (0j ^ *h *h SJCOJ 
d = l Jq 

la sommation y étant étendue à toutes les partitions essentielles de la composante J*. 

D é m o n s t r a t i o n . S'il existait une composante d'ordre 1 contenant tous les élé
ments de l'ensemble */, on aurait pour tout m : cl km/k0 = cl fcOT _• r + 1, en con
tradiction avec (6.47). Ensuite, il est évident que: Si nous considérons l'ensemble J 
comme une composante d'ordre zéro, alors tous ses éléments sont des valeurs U et 
toute partition en (6.48) est essentielle. 

Supposons ensuite que la composante J* soit engendrée par une partition essentielle 
d'ordre a. Nous obtenons la partition complète essentielle de la composante Ĵ y si 
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C24: aik = aik, akj = âkj9 akJ < an => aik = akj 

C25: aik = aifc, a i ; < afcj. => aik = a0-

C26: aik = aifc, afcj. < atj => aik = akj 

C27: |ai£ - a i + 1 £ + 1 | = 1 pour 0 = i = n - 2 

C28: min aik = min ajm, 0 = i = n — 1, 0 = j = n — 1 
O^fc^n-l O^m^w-1 

C29: aik < ajk, aik < aJm => aim = aifc 

C30: aifc < aJk, aik < aim => ajm = aifc 

C31: aifc g aim = aJm =*> ajk = aik; égalité pour aik < aim, ou aifc 4= aik 

C32: aifc = ajk < ajm => aim = aik 

C33: aifc < ajm = aim => aJfc = aifc 

C34: aifc = ajm < aJk => aim = aJm; égalité pour ajm 4= âJm 

SI: C 1 - C 5 

S2: CI, C3, C4, C5, C6 

S3: CI, C3, C4, C5, C7 

S4: CI, C3, C4, C5, C9 
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