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LES PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS D’UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE NONLINEAIRE D’ORDRE n

MaRrko Svic, Bratislava

(Regu le 7 juillet 1966)

Soit S,_; I’espace de Banach de toutes les fonctions définies sur I'intervalle J =
= {Xq, ) et ayant sur cet intervalle la dérivée d’ordre n — 1 continue et bornée.

Soit | f(x)] = sup |~ V(x)| +n‘22|f“’(x0)| la norme dans S,_;.
J i=0

Théoréme 1. Soit B(x, u), u = (ug, Uy, ..., Uy—y), # = 1, une fonction continue sur
le domaine

Qia<x<ow, —o<u;<ow, i=0,1,...,n—-1.
Soit F(x) une fonction continue sur (a, o) et telle que

(1) |B(x, u)| < F(x) pour tout point (x,u)eQ,

© j "ot F(x) dx < o

Soient enfin ¢y, cq, ..., ¢,—y des nombres réels arbitraires. Alors I’équation
(E) 4 B(x, A y("‘l)) =0

a une solution u(x), définie au moins sur intervalle J = {x, ), X, > a, telle que

n—1 . k—i
(4) u‘“(x):ch(x—xo)——+o(l), i=0,1,..,n—1.
k=i

(k — i)
Démonstration. Soit x, > a et soit f(x) e S,_, arbitraire. D’aprés (1) nous

avons [B(x, f(x))| < F(x), ot f(x) = (f(x), f(x), ... /" P(x)), pour tout xeJ.
Donc, en utilisant (2), nous obtenons que

f "o B(x, f(x)) dx

X0

gj x""'F(x)dx < o0 .

X0
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Définissons sur S,_; 'opérateur T de la maniére suivante: Si f(x) € S,_;, soit
O o) =1 —ge E o [TEZ I b ) e

On voit immédiatement que v(x) est une fonction continue ayant sur J les dérivées
continues jusqu’a I’ordre n inclus, données par les formules:

(6) vP(x) = Z (x x") f(x )_"B(t f(H)de, i=0,1,...,n—1,

v™(x) = —B(x, f(x)),

et que tout point invariant de T est une solution de I’équation (E) satisfaisant aux
conditions (4). Nous allons prouver I'existence d’un tel point invariant de T.

Posons

) f (1 = xo + 1)~ F(i)dt =
Alors, de (6), en respectant (7), nous obtenons

¢+ j ((’:’_“ D o Bt (1) ail =

g|c,.|+r(t—x0+1)"—1F(z)dt=]c,.|+A, i=0,1,...n—2,

(8) Iv(i)(xo)l -

< lc,,_ll +A.

) =

P rB(t, (1)) dr

Cela signifie que v(x) € S,—; et que

A=L.

=

n—1
o) ol = |75 X Jef +
Donc TS, _, fait partie de la boule fermée

(10) M = {f(x)e S, | [f)] = L}

C’est pourquoi nous pouvons affirmer que TM < M.

Maintenant nous démontrons la continuité de T. Soient fi(x), f(x) € S,-1, k =
=1,2,...etsoit | fi(x) — f(x)]| = 0 pour k — co. On démontre facilement que alors
£{(x) converge vers f)(x) pour k — co. La fonction B(x, u) étant continue sur Q
nous obtenons que B(x, fi(x)), k = 1,2, ..., sont les fonctions continues sur J et
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convergent vers B(x, f(x)) pour tout x € J. L’application du théoréme de Lebesgue
sur

17409 = 7] = s [ TB(e () = B f) ] +

1=
© (x() _ t)n—i—l
o (n—i— 1)

donne la preuve de la continuité de T.

1l reste & prouver que TM est compact. Soit {v,(x)} une suite arbitraire de TM.
Considérons tout d’abord I’ensemble des fonctions v "(x), k = 1,2, ... D’ aprés
(6), ona

n—2
+2
i=0

[B(t. (1) — B, £0)] dt]

o™ P =

Cn—ll +

)

j “B(1, £(1)) dt

d’ot, en respectant (1), nous avons

(1)

Ul((nwl)(x)l < lc"_ll + IwF(t) dt £ Ic,,_ll + ij(t) de.

x Xo

Cela signifie d’une part que les fonctions v,(c"'l)(x), k =1,2,..., sont uniformément

bornées par le nombre |c,_| + [% F(f) dt et d’autre part qu’elles sont équicontinues.

Cette derniére affirmation découle de (11) et du fait que ¥ F(r)dt < co. Alors,

d’aprés le théoréme d’Arzeld, I'ensemble des fonctions vf" "(x), k = 1,2, ..., est

compact sur I'intervalle {xo, x;) au sens de la norme [of" (x)| = sup [of"~"(x)|.
{(x0,%1)

Quant a x;, nous le choisissons de la maniere suivante: Soit ¢ > 0 un nombre
arbitraire. Alors il existe un nombre x, tel que [ F(r) dt < ¢/2 pour tout x = x;.
L’ensemble des fonctions vfc”_l)(x) étant compact sur <x,, x>, il existe pour tout
‘& > 0, d’aprés le théoréme d’HausdorfT, un e-filet fini o0~ V(x), v~ V(x), ..., o0 ()
tel que pour toute fonction v"~"(x) de la suite {v{" "(x)} il existe un entier o,
parmi les entiers oy, @, ..., ay tel que sup [v™~V(x) — v{"""(x)| < &. Mais pour
X = X; nous avons {xo.x1)

[0 0(x) = 18O < j“’wa, (1)) — Bt fu()]de = 2 j "Ry <,

x

ol o(x) = Tf(x), v(x) = Tfi(x). Cela signifie que v~ V(x), v& V(x), ..., vl (x)

02

est un e-filet fini pour les fonctions vf"™"(x), k = 1,2, ... aussi sur lintevalle J.

Donc I’ensemble des fonctions vi"_’)(x), k=1,2,..., est compact sur J au sens

de T norme o2~ = sup o'~

. Il en résulte que nous pouvons extraire

de chaque suite {vj(x)} des fonctions de TM une sous-suite {v,(x)} telle que
(n—1)

la suite {vf"""(x)} converge vers une fonction ¢(x) au sens de sup o~ D(x) —

—¢(x)] = 0 pour k; —» co. La fonction ¢(x) est continue et bornée sur J. Les fonc-
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tions v (x) étant de M, on a [v,(x)]| = L, d’ot it résulte que les suites {[vf”(x,)[}.

i=0,1, — 2, sont bornées par L. On peut alors extraire la sous-suite {vkj(x)

de telle facon que lim v{(xo) = a;, i =0,1,...,n —2, et limsup [ (x) —
kj— o kjoo J

— o(x [ = 0. En construisant la fonction

n—2 k X n—2
o9 = 5 a2 4 [P E I g ar,
K=0 k! w (m=2)
on voit que g(x) € S,_; et |y (x) — g(x)|| - 0 pour k; > oo. Alors TM est compact
au sens de la norme dans S, _ ;.

Nous avons démontré que Test un operateur continu sur S, _; qui applique la boule
fermée M de telle sorte que TM = M et TM est compact. D’apres le théoréme de
Schauder T a au moins un point invariant, notons-le u(x), dans M. Pour ce point
sont valables les relations suivantes:

'y, (x = xo)f ()
u(x) —kzzock . + L o B(t, u(t)) dt,

n—1 k—i n—i—1
1 D(x) = c(x“—xo)+ Qc;t’—Btut dt,
() kz=ik (k — i) L (n—i-— (t u(t)
i=1,2,...,n—1.

De cela, en respectant (1) et (2), I'affirmation du théoréme est évidente.
Les théorémes suivants donnent certaines généralisations de ce théoréme.

Théoréme 2. Soient F(x, u) et B(x, u) les fonctions continues sur le domaine Q.
Soit F(x, u) une fonction non-décroissante en chacune de ses variables u;, i =

= 0,1,...,n — 1. Soit K un nombre positif, x, > a et soit

n—1 1 S
(12) o(x) = Kz f(h - xo)",
(13) j x""1 F(x, ¢(x)) dx < oo, pour chaque K,

X0

(14) tim L J (x = xo + 17" F(x, p(x)) dx = 0.
Soit encore
(15) [B(x, u)| < F(x, u)
pour tout point (x, u) € Q. Soient enfin cy, ¢y, ..., ¢, des nombres réels arbitraires.

Alors Péquation (E) a une solution u(x), définie au moins sur J = (xo, ) pour
la quelle sont valables les formules (4).
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Démonstration. Soit K un nombre positif et soit Gx = {f(x) e S,—, | [f(x)] <
< K}. On déduit facilement que pour f(x) € G arbiraire on a

(16) |fOx)| £ 0P(x), i=0,1,...,n—1.

En respectant (15), la monotonie de F(x, u) et (13), nous obtenons

(17) |B(x. f(x))| £ F(x, f(x)) < F(x, o(x)),

(18) T (’(“n—“-_‘)l)—’_l B, f(1)) di] < r (-’(‘n*—_i):);!l F(t, (1)) dt < oo .

Ceci nous permet de définir 'opérateur T sur Gk par la formule (5). Pour les dérivées
de v(x) = Tf(x) sont valables les formules (6), d’ou, en tenant compte de (17) et (18),
nous obtenons

(19)

=

WD) =

c,,_ll +

ij(t, f(r)) dt

<

Comy| + r(t — xo + 1"V F(t, o(t)) dt = |c,—,| + A(K),

[oD(x0)| = ‘C"I + AK), i=0,1,...,n -2,

ol nous avons posé

(20) A(K) = j "t = xo + 11 F(t, o(1)) dt.

X0

11 s’ensuit de (19) que

Xo

@) 1ol = [T Sy el o = e 1 F ) =

n—1
=) ‘c,»| + n A(K).
i=0
En se servant de I’hypothése (14), nous avons

n—1
Y lei| + n A(K)
= B

lim ~—4——-w———— =0
K- K

Il existe alors un nombre K|, tel que
n—1

(22) Y e+ nAKy) =K.
i=0

Envisageons maintenant au lieu de Gy la boule Gy,. Les inégalités (21) et (22) donnent
que TGy, <= Gy,

554



Le reste de la démonstration est le méme que celui de la démonstration du théoréme
précédent. Le role de la boule M joue maintenant la boule Gy, et le role de la fonction

F(1) 1a fonction F(t, @o(1)), ot @o(t) = Ko Z (l/s‘) (x — xo)* La continuité de T se
démontre sur la boule Gg,.

La condition (14) sert pour assurer I'existence d’une boule Gy, telle que I'opéra-
teur T Papplique dans elle-méme. Le nombre x, peut &tre arbitraire dans (a, ).
Nous pouvons nous débarasser de cette condition aux dépens de x, qui ne sera plus
si arbitraire.

Théoréme 3. Soient remplies toutes les conditions du théoréme 2 a Iexception de
la condition (14). Les nombres ¢, ¢y, ..., ¢,y étant arbitrairement choisis, il
existe un nombre x, € (a, ) tel que I'équation (E) posséde une solution u(x),
définie au moins sur Pintervalle J = {x,, ©), pour laquelle sont valables les
formules (4).

Démonstration. Nous n’avons qu’ & prouver Pexistence d’une boule Gy telle
que TGy = Gg. Considérons I'inégalité (21). A cause de l’existence de l'intégrale
[2(t = xo + 1)"~1 F(1, (1)) dt, nous pouvons trouver un tel x, et tel K,, que

o = 17 < S + 1 [0 = 0+ 11" Fo o) a1 5 Ko

n—1
On voit que pour tout K, > Y. Ic,-|, il existetoujours un nombre x, tel quel’inégalité
i=0

précédante soit satisfaite. Alors TGy, = Gg,.
Une autre modification du théoréme 3 donne le théoréme suivant.

Théoréme 4. Soit B(t, u) une fonction continue sur le domaine Q. Soit

n—1

(23) lB(x, u)l §_zoa,,_,~(x) |u,-| + ao(x) = F(x, u),
i<

pour (x,u)eQet a,_(x)20,i=0,1,...,n. Soit

(24) J X772 q, (x)dx <o, j=01,...n—1, J x""ag(x)dx < 0.

Soient cg, ¢y, ..., C,—; des nombres réels arbitraires. Alors il existe un nombre
xo € (a, o) tel que I'équation (E) a une solution u(x), définie au moins sur J =
= (x, ), pour laquelle sont valables les formules (4).

Remarque 1. Soit ¢ > 0. Si nous remplagons la condition (2) dans le théoréme
1 par

@) wa"“1+“F(x) dx <
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et analoguement la condition (13) dans les théorémes 2 et 3 par

(13" fwx""+‘ F(x, ¢(x))dx < o0 pour tout K > 0,

et la condition (24) dans le théoréme 4 par

(24) fwxz""j“”‘ a,-{x)dx < oo, j=0,1,...,n—1,
jmx"_lﬂao(x) dx < 0,

alors les formules (4) pour la solution u(x) de (E) seront

#) u(x) = Z o F X Ty, 0,1

(k =)t

En effet, la solution u(x) et ses dérivées satisfont aux équations

ud(x) = 2 A (x( xoi))"! J E;C - t)"_' : B(t u(t)) dt,

i=01,...,n—1.
Nous avons 4 prouver que
w \n—i—1
(x _ t)" i .
A B(t, u(t))dt = o(x7F),
[ o e wy ae = o
- c’est-a-dire que
n—i—1
lim x* E" (e = 97 B(t u(t))dt = 0.
X0 n—1—

Mais nous avons

wE: :)_ 13(: u(t)) dr| <J (———~i—|B(t u(e)| dr <

< r) 1"~ B(t, u(1))| dt = o(1)

en respectant (1) et (2') ou bien (15) et (13’), ou bien (23) et (24').
Cette derniére modification du théoréme 4 appliquée a une équation différentielle
linéaire donne les résultats de M. ZLAMAL [1].
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Remarque 2. Le probléme de Dexistence globale et les formules asymptotiques
des solutions de I’équation (E) données par les conditions initrales sont discutées
dans [2].
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