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Czechoslovak Mathematical Journal, 17 (92) 1967, Praha

LES COURBES GAUCHES DE LARGEUR CONSTANTE

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Regu le 5 juillet 1966)

L. EULER en 1778, dans son ouvrage De curvis triangularfbusl) sur les développantes des courbes
planes a trois rebroussements, a le premier pris en considération les courbes de largeur constante;
il les a nommées les orbiformes. En 1860, suivant le point de vue des probabilités géométriques,
particuli¢rement du probléme du comte G. L. L. pE BurroN (de 1777), E. BARBIER a fait les recher-
ches des orbiformes dans sa Note sur le probléme de ’aiguille et le jeu du joint couvert?); le théoréme
bien connu que toutes les orbiformes de méme largeur B ont la méme longueur #B est da a lui.
F. REULEAUX en 1875, dans son ocuvre Theoretische Kinematik’ ) a fait revivre 'intérét pour ces
courbes dans ses considérations cinématiques dans lesquelles il a découvert les orbiformes qui
se composznt d’arcs de cercle. Dans ce siécle, le premier travail concernant les orbiformes a été
le mémoire, depuis classique, de A. HURWITZ Sur quelques applications géométriques des séries
de Fourier®). Ce mémoire a été suivi de travaux de MINKOWSKI et d’autres auteurs (pour la biblio-
graphie détaillée voir [4], p. 132, 134, 135).

En ce qui concerne la bibliographie des derniéres années nous rappelons seulement les publica-
tions suivantes: P. C. HAMMER et A. SoBczyk [11] ont présenté en 1953 la détermination générale
des orbiformes; ils ont trouvé les quasi-faisceaux des diamétress) dont les trajectories ortho-
gonales sont les courbes de largeur constante. A 'aide de cette description, P. C. Hammer [8]
a donné une représentation analytique compléte des orbiformes. Au cours de symposion sur la
convexité, tenu a Washington en 1961, il a tracé dans son exposé [9] un programme étendu
concernant les recherches sur les courbes planes et les surfaces de largeur constante. Il a com-
mencé & le réaliser dans son travail [9] sur les orbiformes dans la géométrie- rélative de Min-
kowski. Pour d’autres applications des ,,quasi-faisceaux‘* des diametres, voir [10]. Sans doute, la
découverte de P. C. Hammer et A. Sobczyk, ci-dessus mentionnée, appartient aux plus bsaux et
aux plus importants théorémes de la théorie des courbes de largeur constante.

Il est a remarquer que les domaines convexes plans, limités par les courbes de largeur constante,
ont trouvé des applications techniques; rappelons seulement ’appareil de projection (du film) et
le moteur rotatif a explosion.

Naturellement, les généralisations spatiales des orbiformes ont été aussi souvent traitées. Ici,

Ty Acta Acad. Sci. Petropolitanea 2 (1778), 3—30.

2) Journal de Mathématiques pures et appliquées (2) 5 (1860), 273 —286.

3) Tom I, Braunschweig 1875. Voir p- 136 et suivantes.

4) Annales scientifiques de ’Ecole Normale supérieure (3) 19 (1902), 357—408. Voir p. 386 et
suivantes.

5) Conformément a [18], p. 12, les diamétres sont ici les droites joignant les couples des points
Opposés. -
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nous ne considérons que les courbes gauches qui jouissent d’une propriété analogue a celle de
I’orbiforme. M. FusiwARrA [6], le premier, a formulé, en 1914, la définition suivante: Soit K une
courbe fermée gauche, dont la tangente varie continiment. Si le plan normal a chaque point de la
courbe K la coupe encore dans un seul point et si la distance de ces points en question est égale
a une constante d, alors K s’appelle la courbe de largeur constante d. Les courbes de cette espece
ont été étudiées en détail par W. BLASCHKE [1], et plus tard, encore par M. Fujiwara [7]. W.
Blaschke [2] a également pris en considération les orbiformes sur la sphére. Leur représentation
compléte a été donnée par. H. J. REBASSOO6).

D’autres définitions des ,,orbiformes gauches‘‘ sont données dans [3] et [13]. Soit C une courbe
fermée suffisamment différentiable, plongée dans I’espace euclidien a dimension arbitraire. Si
I’indicatrice sphérique des vecteurs unitaires de la tangente ou de la derniére normale de C est
centrée, on peut définir sur la courbe C (de fagon naturelle) les points opposés; cela étant, si les
hyperplans rectifiants ou osculateurs aux points opposés de C ont une distance constante, nous
pouvons considérer C comme une analogie spatiale d’une orbiforme.7)

Les considérations suivantes se rattachent trés étroitement aux travaux [ 14] et [15]
qui précédent de pres. En nous servant des désignations et des suppositions de
Iintroduction a [14] (p. 363) lesquelles ont été récapitullées dans [15] (p. 447), nous
allons étudier, ci-dessous, une telle analogie des orbiformes dans 1’espace euclidien
a nombre pair 2n > 2 de dimensions, laquelle analogie appartient au dernier type
pré-cité. C’est-a-dire, I' étant une hypercirconférence unitaire fermée et centrée
(avec ’arc B et la longueur b) — ses équations dans un systéme des coordonnées
rectangulaires convenablement choisies peuvent donc s’écrire comme suit

(1) Zyiy =risinlif, zy;=rcos i (i=1,...,n),

ol les nombres r;, I; sont assujétis aux conditions (2) dans [14] ou [15] et tous les
nombres
@) I A (R

2T

sont impairs — nous allons traiter les courbes C au parameétrage x = x(ﬂ) pour
lesquelles I’hypercirconférence I' est I’indicatrice sphérique des opposés des vecteurs
unitaires n(f) de la derniére normale de C. Vu la symétrie

(3) n(B + 3b) = —n(p)

les hyperplans osculateurs aux points opposés x(B) et x(f + 4b) de C sont paralléles.®)
La distance entre ces hyperplans est la largeur

(4) B = h(B) + h(B + 1b)

6) Dans sa thése de doctorat; d’apres [9], p. 291. Ce travail de H. J. Rebassoo est resté inconnu
a l’auteur de cette note.

7) Cf. la remarque 2) dans [13], la définition des courbes de largeur constante et des orbi-
formes exprimée ci-dessous et la remarquelo). )

8) Voir les remarques !) et 2) dans [15].
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de C en direction du vecteur n(f); la fonction
(5) h(B) = —x(B) . n(p)

dite fonction d’appui de C. Mais, comme nous avons déja fait remarquer, nous ne

prendrons en considération ici que les courbes C de largeur constante, c’est-a-dire .
les courbes C qui ont, en direction de chaque vecteur n(p), la méme largeur constante B

définie d’apres (4) Parmi ces courbes gauches de largeur constante, nous réservons

la dénomination orbiformes gauches pour celles, dont I’indicatrice sphérique I

se projette dans son ™ plan axial — c’est le plan des axes coordonnées z,;_, et z,;

dans (1) — suivant la circonférence (2i — 1)-fois comptée; donc, dans (2),

(6) h=2i—1.

Car, d’aprés la partie b) du théoréme 1 dans [15], nous savons que, dans ce cas (6),
la courbe C est entiérement contenue dans la bande limitée par les hyperplans oscu-
lateurs au couple arbitraire des points opposés.

Les plus simples exemples de nos courbes de largeur constante sont les hyper-
circonférences dans la classe des courbes C; voir [15], le n° 7.

Maintenant, nous allons énoncer les théorémes concernant une courbe C gauche
de largeur constante ou, plus spécialement, une orbiforme C gauche. Les démon-
strations de ces propositions sont données successivement aux n® 1—7.

Le premier théoréme n’est qu’une analogie spatiale de la relation de Barbier bien
connue:

I. Toutes les courbes C de largeur constante ont la méme longueur

" n 1. » lf 2%

L=1bB. ST ) |

o[ ( ) ]
j¥i

Les deux théorémes suivants déterminent la position mutuelle des points opposés:

IL. Soit n{p) la projection orthogonale du vecteur n(B) dans le i*™ plan axial
de Phypercirconférence I'. Puis, pour une courbe C de largeur constante B, on a
1 1
(7) x(p+3b) = x(B) + BY, (= I] 52— ) ni(B).
i=1\rj j=1l; = I
J*i
L’espace des vecteurs ny(f), ..., n,(B), issus.du point x(P), est identique a espace des
vecteurs ny(B + 1b), ..., n,(B + 1b), issus du point opposé x(B + 1b). En outre, ces
espaces sont orthogonaux aux tangentes en x(B) et x( + 1b).
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ML Si ky(B), ..., kan_1(B) sont les courbures et si t;(B), ..., t2n—1(B) et t2(B) =
= n(B) désignent les vecteurs unitaires de la tangente et de la premiére jusque de la
(2n — 1)“""e normale d’une courbe C 9) de largeur constante B, on obtient

n—1 /n—1
(%) (6 + 18) = x0) + BT, (T1 522 ) + Bo(s).
i=1 \j=1 ky;
Si nous convenons d’appeler (conformément & [17]) espace normal au point x(f)
I'espace des vecteurs ty(B), tu(B), ..., t2,(8) = n(B), nous pouvons encore dire que
les points opposés ont I’espace normal commun.
Cette derniére propriété (cf., pour les hypercirconférences, [5], p. 12) nous rappelle
que les diamétres d’une orbiforme sont aussi ses normales doubles.
Dans [14], nous avons désigné par €; la projection orthogonale de la courbe C
dans le i*™ plan axial de ’hypercirconférence I'; i = 1 2, ..., n. Le théoréme suivant
utilise cette désignation.

IV. La courbe C est de largeur constante B si et seulement si la courbe plane €,
est de largeur constante'®) B;:

©) B=B. Lt

Aussi les théorémes qui viennent apres font penser aux propriétés des orbiformes
planes:

V. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe C soit de largeur
constante B est: La somme des rayons de la derniére courbure de C aux points
0pposés est

(10) P(B) + P( + 3b) = B.I:ii (ﬁ 1T -t )Z]*.

=1 \lr; j= llf—lf
J¥i

Le barycentre de courbure d’une courbe — cette notion est due a Steiner'') — est

%) L’indicatrice sphérique I" ayant toutes les courbures constantes et non nulles, les rapports
ky:ky:...:ky,_ 4 sont aussi constants et non nuls.

10y 1] faut noter que la courbe plane €}, dite ici ,,de largeur constante‘’, est une orbiforme au
sens usuel seulement si 1; = 1, car €; se ferme aprés le cours A;-multiple. Une courbe fermée lisse
plane aux équations x = x(¢), ¥y = y(¢) — ou ¢ est I’arc de la circonférence unitaire et les fonctions
x(¢), ¥(p) ont la période 2(2k — 1) n pour un k = 1, 2, ... quelconque — est dite ,,de largeur
constante d‘‘ si ses tangentes aux points opposés [x(p), ¥(p)] et [x(p + 2k — 1) ), y(p +
-+ (2k — 1) n)] ont, pour chaque ¢, la méme distance d. Cf. la remarque 2) dans [13].

11y Von dem Kriimmungsschwerpunkt ebener Kurven. Journal fiir reine und angewandte
Mathematik 27 (1840), 33— 63, 101 —133; Gesammelte Werke II, 99— 159; voir p. 99.
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le centre de gravité d’une courbe matérielle dont la masse, en chaque point, est égale
a la courbure au point en question. E. MEISSNER (voir [12], p. 327, ou [16], p. 122)
a démotré que, pour toute orbiforme, le barycentre et le barycentre de courbure
coincident. Voici une généralisation spatiale de ce théoreme:

VI. Si la courbe C est de largeur constante, son centre de gravité est aussi son
barycentre de courbure.

Du c6té des orbiformes gauches C, nous pouvons exprimer la proposition suivante
qui compléte le théoréme 8 dans [15] (nous faisons usage des notations (22), (24), (30)
et (6) dans [15]):

VIL. Pour qu’une courbe C soit une orbiforme gauche, il faut et il suffit qu’une
des équations

(11) s=Hd=%L=HD=S

soit valable.
Les démonstrations des théorémes I — VII suivent:

1. Nous pouvons écrire la formule (8) dans [14] (ou (7) dans [15]) pour la lon-
gueur L de la courbe C sous la forme de Cauchy

(1,1) L=lf”ﬁAJ%M@)+hm+—%ﬂdﬂ

ou /A est la constante (7) dans [14] (ou (6) dans [15]). Il en résulte, d’apres (4), le
théoréme I.

2. Les Xy, ..., X, étant les coordonnées du point x(B) de la courbe C dans le sys-
teme de coordonnées dans lequel I’hypercirconférence I' posséde les _équations (1),
nous savons (voir les formules (2,6) et (2,7) dans [14]; (2,7) lire x5(B) = ...; ... n)
quf:12)

(231) x’2i—l(ﬁ) = /‘Li cos llﬂ - z o’n—v h(Zv)(ﬂ) >
v=0
X3(B) = —wisin L. Y, o, , h*V(B),
v=0
ou _
(2.2) Lo TI@ =) (i=12...n);
i j=1
JjFi
a; est la i®*™ fonction fondamentale symétrique de 12, ..., I> et g, = 1.

12) Les accents désignent les dérivées par rapport a .
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Il découle de (2,1) par intégration élémentaire que

n B+41b
(23) (B 1) = % () = Y o, f HE(y) cos Ly dy
v=0 8

n

B+ 1b
oilB + 1) = x2(B) = ;Y. ous f He9(y) sin Ly dy
B

v=

En tenant compte de (4), nous obtenons, par de simples intégrations partielles deux
fois répétées, que

B+1b f+1b
(2.4) f h®9(y)cos Iy dy = —lfj h@v=2(y) cos I;y dy,
B B

Il

B+1b B+ b
f h(z.;)(y) sin 1,y dy —lf‘[ h(zu—z)(y) sin [;y dy
B B

pouri=1,....,netv=2,...,net

+

B+4b p+4b
(2,5) f h"(y) cos l;ydy = —BI;sin I, — lf'[ h(y) cos I;y dy,

B B

ﬂ+;b 8+ 4b
J h"(y)sin I,y dy = Bl,cos I, — lfj h(y) sin 1y dy
B B

pouri=1,..,n. ,
En se servant des relations évidentes (6% est la jieme fonction fondamentale symé-

trique de I5, ..., I7_;, 12, , ..., IZ et o1 = 1)
— 1. — 12400 to(; : 2 L
go=1; o, =12, +61 (j=1,2,.. n-1); o, =11,

et de (2,4) et (2,5), on peut simplifier les sommes (2,3) comme suit:

(2,6) x2i—1(ﬁ + %b) - x?.i-l(ﬂ) = —B,u,-a,[,illli sin [,
X2B + 1b) — x2(B) = —By,6t? I, cos I,8.

Eu égard aux équations (1), il est donc possible d’écrire (2,6) sous la forme

i

(2,7) X2;-4(B + %b) — X2i-1() = —BI} .. 2. _l Z2i-1>
rit;
x2(B + 4b) — x2(B) = —BIZ | I2. “7 25
rit;

i=12...n.
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Mais les coordonnées du vecteur — n(f) étant (1), sa projection dans le ifme .1,
axial de I’hypercirconférence I est

(238) ni(ﬁ) = (0’ e 0, — Z2i-1> _ Z2i 0’ e 0) .
2i—-2 2n-2i

11 s’ensuit, vu la désignation (2,2), que les équations (2,7) expliquent la relation (7).
D’aprés (3) aussi n(f + 1b) = —n,(p) et selon (2.8), (1) et (2,1) encore x'(p).
.n(B) = x'(B + 1b).n(B + 1b) = 0.

3. Sous la désignation du théoréme III, nous rappelons les formules de Frepet
(=2..,2n—1)

k , ki, k;
(B ti=—t; =L Lt b, =t

2n—1 an—l 2n—1

Donc, vu la symétrie (3), aussi

(3.2) t(B+1b)= —t(f) (j=1,...,2n).

A Taide des formules (3,1) et des relations (3)—(5), on tire sans difficulté I'équation
(8). (Cf. [3], p. 211.) Puis, la derniére assertion du théoréme III découle immédia-
tement de (3,2).

4. Dans [15], nous avons déterminé par la formule (3,7) la fonction d’appui
h{(B) de la courbe %, qui est la projection orthogonale de notre courbe C dans le iiéme
plan axial de I’hypercirconférence I'. En utilisant les relations (2) dans lesquelles
les A; sont impairs, nous déduisons de la formule mentionnée que

(A1) (B +3B) + h(B) = p X o8, [H(B + b) + R,
ou O -
(4.2) = r,-ﬁ |7 = 1|.

i

Si h(B + 1b) + h(B) = B = const., I’équation (4,1) nous donne tout de suite
43 hi(B + 1b) + h(B) = Buc'?,

ce qui conduit — d’aprés (4,2) — a la relation (9) pour la largeur (4,3) de ¢;. — Au
contraire, si h{B + %b) + h{(B) = B, = const., nous pouvons envisager (4,1)
comme une équation différentielle linéaire non homogene, dont une solution est de
forme

B;

(4.4) h(B + 3b) + h(B) =

pold

n—1
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L’équation homogene appartenant a ’équation en question a évidemment la solution

h(B + 1) + h(B) = Z (4 sin I; + B; cos L;f)

Jj¥i

qui peut étre annulée par un choix convenable de I’origine (voir le n° 4 dans [14]).
Il nous reste ainsi seulement la solution (4,4) qui compléte Ja démonstration du
théoréme IV.

5. Pour vérifier le théoréme V, nous employons la formule
(5,1) P(B + 1b) + P(B) = A Y, 6,_,[h(B + 1b) + h(B)]?”
v=0

qui résulte directement de (6) et (7) dans [14] (ou de (5) et (6) dans [15]).

Si h(B + 1b) + h(B) = B = const., elle présente la relation (10). — Au contraire,
cette relation étant valable, le procédé analogue a celui du n° précédent nous
conduira a la conclusion que la courbe C est de largeur constante. (Cf. [3], p. 211.)

6. Le centre de gravité de la courbe C est, s étant 1’arc de C,

(6.1) Y = % J “(s) ds = %J:x(ﬁ) P(p) dp

0
et le barycentre de courbure de la courbe C est

(6.2) zZ- % J :x(s) Pi(s) ds = j :x(ﬁ) dp.

b

Donc, d’aprés les théorémes II et V,
1 b
(6.3) Y- J Ox(ﬂ) P(B)dp +
+ [ [0 + )1 [) B - @ 05,

ol («) désigne la racine carrée dans (10) et les constantes (.) ne nous intéresseront pas.
Mais selon (2,8) et (1), il est évidente que

(64) j :ni(m ap =0
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en outre, les conditions de la fermeture de la courbe C qui ont été trouvées dans [15]
(voir le lemme 1) peuvent s’exprimer

(65) j "P(B) niB) dp = 0.

Compte tenu de (6,3)—(6,5) et de la proposition I, nous obtenons, en vue des
équations (6,1) et (6,2), I’égalité Y = Z et celle-ci démontre le théoréme VI.

7. Supposons que la courbe C soit orbiforme gauche de largeur B. Puis, d’aprés
(22) et (24) dans [15], d = D = Bet, a I’égard de (5,1) et (4), encore s = S = [} ...

.12 . A.B; en outre, d’aprés (1,1) et (4), aussi L= I} ... 17 . A.}b. Vu la relation
(30) dans [15], il s’ensuit (11).

La jonction de ce simple résultat et du théoréme 8 dans [15] (les courbes C de
largeur constante qui ont été exclues dans ce théoréme sont, d’aprés la définition
présente, des orbiformes gauches) conduit au théoréme VII.
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Pe3rome
IMPOCTPAHCTBEHHKBIE KPUBBIE [MTOCTOSAHHOW HMUWPOTHI
3BbIHEK HAJJEHUK (Zbynék Nadenik), IMpara

Kpusbie usyyennble B [15] UMEIOT K BCAKOI CONPUKACAIOLIEHCS THITEPILIOCKOCTH
napajuteIbHYIO CONPUKACAIOLLYIOCS IMIIEPILIOCKOCTD. 34€Ch PACCMATPUBAIOTCS TaKUE
W3 3TMX KPUBBIX, I KOTOPBIX PAaCCTOSHUE 3TUX MapajUIeSIbHBIX TMHEPIIOCKOCTEH
MOCTOSIHHO. DTU KpYBBIE UMSIOT CBOWCTBA, KOTOPHIE aHAJIOTHYHBI CBOHCTBAM ILIOC-
KMX KPUBBIX MOCTOSIHHOHM mmpoThl. Ha mpmum.: LIeHTp TsOKecTu KpUBU3HBI M LIEHTP
TSKECTU NMPOCTPAHCTBEHHON KPHBOM NMOCTOSHHOM IIMPOTHI COBOAAOT.
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