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Czechoslovak Mathematical Journal, 17 (92) 1967, Praha

DIE UNGLEICHUNGEN FUR DIE MASSZAHLEN DER KANALKORPER

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 14. April 1966)

Die folgenden Zeilen kniipfen sehr eng an die fritheren Untersuchungen [9] iiber
die geschlossenen Kanalflichen an.

A) Es sei C eine nicht geschlossene Kurve des n-dimensionalen euklidischen
Raumes (n = 3), welche eine Parameterdarstellung dritter Klasse x = x(s), s € €0, I
besitzt; dabei ist s bzw. [ die Bogen- bzw. die Gesamtlidnge von C. Den Anfangspunkt
von C bezeichnen wir mit C, und den Endpunkt mit C,. Wir werden zwei Fille
unterscheiden: Fiir die erste Kriimmung k = k(s) von C gilt entweder k(s) = 0 oder
k(s) > 0 fiir alle s € (0, ).

Weiter sei ¢ = g(s) eine im Intervall <0, I) definierte und stetige Funktion und

(1) O=L<l<..<l_ <l,=1

eine Teilung des Intervalls <0, [); die Funktion ¢ = g(s) sei in jedem Intervall
15 1 (g = 1,2, ..., p) zweiter Klasse und moge folgende Ungleichungen erfiillen
(durchwegs (.)" = d(.)/ds und insofern es ausfiihrlich nicht aufgeschrieben ist, so
bedeutet (.)" in den Teilpunkten (1) die rechtsseitigen oder linksseitigen Ableitungen):

@) (=020, +0) (g=1,2,...,p—1);
3) se(0,)=o(s) >0, |o'(9)] <13
O se<0, D=1~ [o(5) ()] — k(s) os) V/[1 = ¢”*(9)] > 0.

Die n-dimensionale Kugel mit dem Mittelpunkt in dem Punkt der Kurve C mit dem
Ortsvektor x(s) und mit dem Radius g(s) bezeichnen wir mit x,(s) und ihre Berandung
mit 7, _,(s); dabei kann sich x,(0) oder x,(I) auf einen Punkt reduzieren. Fiir s #
# lo, 1y, ..., I, liegt die Charakteristik von 7,_;(s)

(5) T,—o(s) = lim 7, _(s) N 7m,_ (s + 0)
a0

in der Ebene v(s) mit der Parameterdarstellung [y — x(s)] . x'(s) = —o(s) o'(s).
Wegen (3) ist der Limesdurchschnitt (5) immer eine (n — 2)-dimensionale Kugelfliche
und sie begrenzt die (n — 1)-dimensionale Kugel »,_(s) = %,(s) 0 v(s). Dement-
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sprechend ist
(6) ‘%/‘q = U{J{"_l(S)ZSG(lq_l,lq)} (q = 1723“" p)

ein Kanalkorper.
Die Ebene mit der Parameterdarstellung

™ [y = x(I)] - x'(l) = —e(l) (I, + 0) (q

bzw.
(8) [Y - x(lq)] . x,(lq) = —Q(lq) Q,(lq - 0) ((1 =12,.., P)

wird durch den Einheitsvektor x'(s) orientiert und sie bestimmt dann den abge-
schlossenen inneren Halbraum v(I, + 0) bzw. den abgeschlossenen dusseren Halbraum
v(l, — 0).

Der Ungleichungen (3) und (4) zufolge

0,1,...,p—1)

) 00)>0=0(0+0)> -1, o) >0=¢(l -0)<1;
(10) 00)=0=0(0+0)= 0, o) =0=0(1—-0)=0.

Aus (9) und (7) fiir I, = 0 [bzw. (8) fiir /, = [] folgt, dass

(11) T o = #,0) 0 v(0 + 0) * ,0)
[bzw.
(12) Ty = 1) 0 V(L= 0) + %,(0)]

eine Kugelkappe bedeutet, inwiefern ¢(0) > 0 und ¢'(0 + 0) < 1 [bzw. ¢(I) > 0 und
¢'(I — 0) > —1] ist,und einen Punkt darstellt, falls ¢(0) = 0 oder ¢'(0 + 0) = 1
[bzw. o(I) = 0 oder ¢’(I — 0) = —1] ist. Aus (7) und (8) ergibt sich weiter, dass

(13) Ty=u(l) 0l =050, +0) (@=1,2....p—1)

fiir die scharfe Ungleichung in (2) eine Kugelschicht und fiir die Gleichung in (2) eine
Kugelscheibe ist. Der einfachen Ausdrucksweise wegen werden wir aber im folgenden
fiir die Punktmengen 7, (¢ = 0, 1, ..., p) meistens nur den Termin ,,Kugelschichten*
benutzen.

Der Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist der Korper
p
(14) K[C;o(s)] = 7o v Ulfqu.ﬁ'q.
a=

Wir werden voraussetzen, dass er sich nicht durchdringt. Seine Berandung bezeichnen
wir mit S.
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Nur fiir 9(0) = 0 [bzw. ¢(I) = 0] ist Cy € S [bzw. C, € S] und falls noch ¢'(0 + 0) <
< 1 [bzw. ¢'(I — 0) > —1] ist, so besitzt der Kérper K im Punkt C, [bzw. C,] eine
Spitze. Anders sind alle Punkte von S reguldr und S besitzt stiickweise stetige Haupt-
kriimmungen (s. Abschn. 1).

Wir bezeichnen wieder mit W, das Volumen des Korpers K aus (14), mit nW; die
Oberfliche seiner Berandung S und mit W, fiir i = 2,...,n — 1 die auf dieselbe
Weise wie in [9], Formel (2), definierten Masszahlen, also die mit n (jZ}) dividierten
Kriimmungsintegrale von S, d. h. W; = [n(JZ))]* [s{R7'... R;} dS mit der
Bezeichnung aus [2], S. 62—63. Fiir diese Funktionale gelten jetzt folgende Integral-
darstellungen (vgl. (I) in [9]):

(I) Wi = Wy !

J ) P ds + o, [70) + D]

(i=0,1,...n-1),
wo (ebenso wie in (I*) in [9])

n — 3

* _ _ o (=" 2 12m+2
@) PO =1+ 1)mZ:o @2m+ 1)(2m + 2) ( m ¢ (5)>0
und , das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel bedeutet. Endlich setzen
wir W, = w,, was freilich — falls (0) ¢(I) > 0 ist — auch die Formel (I) fiir i = n
darbietet. (S. Abschn. 2 und 3.)

Fiir geniigend kleines positives v erfiillt die Bedingungen (2)— (4) mit der Funktion
o(s) auch die Funktion g(s) + v, sodass wir auf dieselbe Weise wie den Korper (14)
auch den zu ihm im dusseren Abstand v parallelen Kérper K[C; o(s) + v] konstruie-
ren konnen. Es sei W§” das Volumen von K[C; o(s) + v]. Die Masszahlen (I) sind
auch durch die STEINERsche Formel (vgl. [7], S. 214)

(15) WY =3 (’_’) oW,
i=0 \1
darstellbar (s. Abschn. 3).

B) Wir schalten eine kurze Bemerkung iiber konvexe Rotationskorper ein. Es
seien #7; (i = 0,1,...,n) die MINKOWSsKIschen Masszahlen eines beliebigen kon-
vexen Rotationskdrpers mit dem Aquatorradius d. Als eine Verallgemeinerung eines
Ergebnisses von T. BONNESEN [1] hat A. DINGHAS [3] das folgende Ungleichungs-
system gewonnen:

Wy 1 =2Wd+ W, d2<0 (v=1,2,...n—1).
Im Zusammenhang mit der Arbeit [5] von H. HADWIGER hat A. Dinghas [4] seine
friiheren Untersuchungen [3] sehr vertieft und eine fruchtbare Theorie entwickelt,

welche zu allgemeinen Klassen von linearen Ungleichungen fiir die Masszahlen #7,
fihrt. Eine interessante Untergruppe der Ungleichungen von A. Dinghas bildet das
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System
(16) (x = Byd' W, + (B —=9)dW,+ (G —a)dW;20

O=a<p<y=n).

Diese Ungleichungen hat H. Hadwiger [6] direkt bewiesen und zugleich hat er aus
ihnen die Relationen

17) WETIW LW 2 1

hergeleitet.

Wir kehren zu unseren Korpern (14) zuriick um zu zeigen, dass die oben in diesem
Abschnitt B) erwihnten Resultate im gewissen Sinn eine Ausdehnung gestatten. Wir
betrachten zwei Korper K[C; o(s)] und K[C*; o(s)] der Gattung (14) mit derselben
Funktion g¢(s), aber mit verschiedenen Kurven C und C*, aus denen C* die durch
die Rektifikation von C entstehende Strecke ist. Aus (I) mit (I*) folgt unmittelbar,
dass beide Korper K[C; o(s)] und K[C*; o(s)] dieselben Grossen W,, Wy, ..., W,
besitzen.

Der Korper K[ C*; o(s)] is freilich ein Rotationskorper und eine einfache Erwigung
zeigt (s. auch [8], Abschn. 6), dass er dann und nur dann konvex ist, wenn

(18) se(l=pr 1) =0"(s) <0 (g=1,2,..,p).

Sind diese Forderungen erfiillt, so sind folglich wegen (15) die fiir K[C*; o(s)]
berechneten Grossen Wy, Wy, ..., W, aus (1) die Minkowskischen Quermassintegrale
Wos Wy, ..o, W, (vgl. auch [2], S. 63 und die Definitionsformeln (2) in [9] nebst
nachfolgender Bemerkung). Das bedeutet, dass die obenerwihnten Ungleichungen
von A. Dinghas und H. Hadwiger auch fiir den nicht achsensymmetrischen Korper
K[ C; o(s)] giiltig bleiben, wenn wir nur W; statt #”; schreiben.

C) Die Integraldarstellungen (I) der Funktionale W, erméoglichen — dhnlich wie in
der Theorie von A. Dinghas [4] — lineare Ungleichungen nach folgendem Hauptsatz
zu bilden (s. Abschn. 5):

Es seien

n—1 n
O(x,y) = ¥ piln — )yt Ulxoy) = 3 py'x
i=0 i=0

zwei Polynome in x, y (mit konstanten Koeffizienten p;), welche fiir x aus gewissem
Intervall J und fiir gewisse y folgende Eigenschaften besitzen: 1) Q(x,y) ver-
schwindet nicht identisch in bezug auf x;2) Q(x, y) = Ound xy, X, € J = U(xy,y) 2
>0, U(x,, y) 2 0.

Die Gréssen W, jedes Kérpers K, fir den min o(s)€J, max o(s)€J und
50,15 5€¢0,1)

0(0) = xy, o(l) = x, ist, erfiillen die Ungleichung

(1) 2 uy'Wz 0,
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in der das Gleichheitszeichen nur fiir solche Kugelrohrenkérper*®) auftritt, deren
Halbmesser ¢ die Gleichungen Q(o, y) = 0, U(o, y) = 0 befriedigt.

Wir heben noch einige spezielle mit den Relationen (16) und (17) von H. Hadwiger
eng verwandte Ungleichungen hervor:

Es seien o, B,y ganze Zahlen, 0 S a < f<y<n—1.
Ein Gegenstiick zu (17) bilden die Ungleichungen (s. Abschn. 4)

(111) WETWE Wil < (n— )Y (n — B)Y T (n — ) h.
Ein Analogon zu (16) lautet nun folgends: Es ist fiir jedes y > 0 (s. Abschn. 5)

Efivay+y_ﬁyﬂm+g;zyﬁwﬂ>0
n—y n—a n—p

(1v)

und fiir 0 < y < ¢ = konst. > 0 unter Begrenzung auf die Kiorper K, fiir welche
¢ = o(s) ist, gilt noch

W) B=a)yW,+ (@ =By W+ (@—7)y'W; 20;

das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann auf, wenn K ein Kugelréhrenkérper
mit dem Halbmesser y ist (s. Abschn. 5).

Im dreidimensionalen Raum resultiert aus (III) einzige Ungleichung unter dem
Volumen V, der Oberfliche O und dem Integral M der mittleren Kriimmung:

(19) 4MV — 02> 0.

In dieser Relation ist die Gleichheit nur fiir die in die Grundkurve C entarteten
Korper K (d.h. fiir o(s) = 0) erreichbar.

Fiir konvexe Korper gilt die Ungleichung (19) im allgemeinen nicht. Ein Beispiel
dazu ist ein viereckiges Prisma.

Die folgenden Abschnitte enthalten die Beweise der obenangefiihrten Behauptun-
gen und Sitze.

1. Wir setzen t = x’. Wenn die Grundkurve C eine Strecke ist, so wihlen wir
n — 1 feste untereinander und zu t orthogonale Einheitsvektoren ny, ..., n,_,; hat
dagegen die Kurve C durchwegs positive erste Kriimmung, so belassen wir dieselbe
Wahl der Vektoren n(s) wie in [9], Abschn. 1. Alles, was in [9], Abschn. 1 fiir den
dort betrachteten Kanalkorper bewiesen worden ist, gilt ohne irgendeine Verdnderung
auch fiir den Kanalkérper &, aus (6), selbstverstindlich unter der Einschrinkung,
dass se(l,_,, l,). Dementsprechend das Volumen V(4",) von x4, ist gemiss [9],

*) Unter einem Kugelrohrenkorper (mit dem Halbmesser p) versteht man einen solchen Korper
mit glatter Berandung, welcher aus einem Rohrenkérper (mit dem Halbmesser @) durch die Bei-
fiigung zweier Halbkugeln an seine beiden Begrenzungskugelscheiben entsteht. Ein Spezialfall
ist der Kugelzylinder.
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Formel (1,8)

Iq
(1,1) V) = oy j o [1 = (ee')Y] (1 — )72 ds

Ig-1

(g=1,2,....p)

und die Darstellung des nach innen gerichteten Flichennormalenvektors der Kanal-
fliche

(1,2) Ly=U{m—s(s)ise(y-, 1)} (@=1,....p),

welche den Mantel von ", bildet, ist fiir o(s) > 0 gemiss [9], Formeln (1,1), (1,2)
und (3,1)

(1,3) N = o'(sit(s) — [L — o"%(s)]""* (s, @1y o5 Pu-2) »

WO Z(S, ¢y, ..., Pn—») den Ortsvektor der in der zum Vektor t(s) senkrechten Ebene
liegenden (n — 2)-dimensionalen Einheitskugelfliche mit den Polarkoordinaten
@y, -5 P, bedeutet.

Daraus folgt die auch geometrisch evidente Tatsache, dass fiir s —> I, + 0 [bzw.
s — I, — 0] der Vektor (1,3) zum Flidchennormalenvektor der Kugelfliche n,_,(1,)
lings ihres Durchschnittes mit der Ebene (7) [bzw. (8)] strebt (g = 1,2, ..., p — 1).
Offensichtlich gilt dasselbe auch fiir s — Iy + 0(l, = 0) [bzw. s > 1, — 0(, = 1)],
falls (0) > 0 [bzw. g(I) > 0] ist, gleichgiiltig, ob ¢’(0 + 0) < 1 [bzw. ¢'(l — 0) >
> —1](dann — vgl. den Abschn. A der Einleitung — endet der K&rper (14) mit der
Kugelkappe 7 [bzw. 7 ,]) oder ¢'(0 + 0) = 1 [bzw. ¢'(l — 0) = —1]ist(dannist 7,
[bzw. 7] ein Punkt). Ist dagegen ¢(0) = 0, so ist 7, = C, und der Limesvektor
(1.3) existiert zwar wieder fiir s —» 0 + 0, aber er ist dann und nur dann von ¢y, ...,
... @,—; unabhingig, wenn ¢'(0 + 0) = 1; im entgegengesetzten Fall schliesst er
nach (10) mit dem Vektor ¢(0) immer einen spitzen Winkel oder einen Nullwinkel je
nachdem ¢ < ¢'(0 + 0) < 1 oder ¢'(0 + 0) = 0ist. Ahnlich fiir s » I — 0. So haben
wir wirklich bestétigt, dass die Berandung S unseres Korpers K glatt ist, mit Aus-
nahme des Falles, dass ¢(0) = 0, ¢'(0 + 0) < 1 oder ¢() =0, ¢'(l — 0) > —1 ist,
wann in C, € S oder C, € S eine Spitze entsteht.

Die Stetigkeit der Hauptkriimmungen der Kanalfliche (1,2) ergibt sich sofort aus
[9], Abschn. 3. Folglich sind die Hauptkriimmungen von S stiickweise stetig.

2. Die Integraldarstellung (1,1) des Volumens von %', werden wir auf dieselbe
Weise wie in [9], Abschn. 2 umformen. Nach zweiter Ungleichung (3) ist die Moglich-
keit dieser Umformung, welche auf der gleichméssigen Konvergenz der dort auftre-
tenden Funktionalreihen beruht, durch das Kriterium von Abel garantiert. Weil wir
aber jetzt gar nichts mit einer periodischen Funktion ¢(s) zu tun haben, so ist fiir
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g=12,..,p

lq lq
j 0"(s)e’*" (s) @"(s)ds = — " I 0" '(s) 0" (s)ds +
Iy

2m + 1

lg-y

1
+
2m + 1

[Q"(lq) Qr2m+l(lq _ 0) . Qn(lq——l) 012m+1(1q~]‘ + O)]

und deshalb erhdlt man nach denselben Rechnungen wie in [9], Abschn. 2 fiir das
Volumen V(,) die Formel

1 la
@) V(r,) = j ¢1(s) P(s) ds +

@, 4 lg-1

n—1

& (=" 2 12m+1
+ n l B N m ] B + () ___
Q(q l')n;o 2m + 1 m ¢ (q : )
‘n — 1
< _l)m 2 B 12m+
— ol =0 P (] =1,2,..,
Q(q)mz;'o 2m + 1 (q ) (@ P)

mit P(s) aus (I*). Die Ungleichung in (I*) beweist man — bis auf eine einfache
Erginzung, welche die Eventualitit ¢'(0 + 0) = 1 oder o'(l — 0) = —1 betrifft —
ebenso wie in [9], Abschn. 2.

Das Volumen der Kugelschicht (bzw. der Kugelkappe), welche aus der n-dimen-
sionalen Kugel y? + y? + ... + y?_, £ r? durch die Ebenen y =, und y =
=r)(—r=ry <ry, =rr,—ry <2r)ausgeschnitten wird, ist

n—1
T2 _ @ _1)m ,,,,57,, ,,val _ r2m+l
2,2) w,_ Pt — p )02y =y " (=" 2 TN
22 o, f( ) ey LS| 2o

Die Kugelschicht 7, (q = 0, 1, ..., p) — s. (11), (12), (13) — wird aus der n-di-
mensionalen Kugel x,(l,) durch die in (7) und (8) bestimmten Ebenen ausgeschnitten;
dabei bieten die Gleichungen (7) und (8) sofort die orientierten Entfernungen dieser
Ebenen vom Mittelpunkt mit dem Ortsvektor x(I,) der Kugel x,(l,) dar. Mittels (2,2)
bekommen wir so fiir das Volumen V(J,) von 7, folgende Formeln:

n—1

o0 —1)" A ,
(2.3) V(7o) = 40, 0"(0) = 0,1 2"(ly) 3, LGl 0" (ly + 0).
m=0 2m =+ 1 m

n — 1

- - )" 2m ’12m
V) = oaely Y S| 2 [, - 0) - g2t + 0]
m=02m + 1 m

(@=1,2...p—1),
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n—1

V(7,) =40, 0() + 0, (1) Y 2 oty ~ 0).
m=0 2m + 1 m

Aus (2,1) und (2,3) ergibt sich fiir das Volumen W, = V(7,) + V(A1) + V(T 1) +
+ ... + V(X',) + V(7 ,) des Korpers K aus (14) die Formel (I) fiir i = 0.

3. Die direkte Herleitung der Darstellungen (I) fiir i = 1,2, ..., n — 1 erfordert
eine lingere Rechnung, welche wir nun skizzieren werden. Mit der Bezeichnung aus
[2], S. 62—63 und mit {R7"'... R} =1 fiir i = 1 soll im folgenden [G{R;"

R;})dG fiir i = 2,...,n — 1 das i-te Kriimmungsintegral und fiir i = 1 die
Oberfliche einer Fliche G zweiter Klasse bezeichnen.

Fiir den Bogen o des Meridians der Kugelschicht, deren Volumen wir in (2,2)
berechnet haben, gilt do/dy = r: (r* — y?)'/?, so dass die Oberfliche des Mantels
dieser Kugelschicht folgends bestimmt ist:

3,1 n-1Vo,_ IJ‘ (r* = y3)- vz T gy =

(rz _ y2)1/2

n—3
O G BT e it

m=02m + 1\ m | p2mt1

Beachten wir jetzt, dass alle Hauptkrimmungsradien des Mantels 2, der Kugel-
schicht 7, (¢ = 0, 1, ..., p) dem Radius ¢(l,) der Kugel x,(1,) gleich sind, so gewinnen
wir — auf dhnliche Weise wie am Ende des vorigen Abschn. 2 — dass

(.2) L {Ell R}_l} dz, = g <’l' B 11> w, 0"~i(0) —

n-—3 2m+1
Rl (A DT D e
- - . n—-1 0 0
n—1

m= 02m+1 m
1 1 n—1 .
— ., dZ,=(n -1 w,—1 0" (L) .
qu{Rl Ri—l} o= )<" - i) 1 (q)

n—3
. i (——1)"' ( 2 [g/zm+1(lq _ 0) _ Q’Z"”'l(lq + 0)]

m=02m + 1 m

(q= 1,23'“91)—' 1)9

1 1 nin—1 i
— ... —\dZ == wng"—'l +
pr{Rx Ri—l} ’ 2<i—- l) ®

n—3

r= (0 o) § CI {2 g )

m02m+1




Fiir die Kritmmungsintegrale bzw. fiir die Oberfliche des Mantels (1,2) des Kanal-
korpers (6) ist die in [9], Abschn. 3 angefiihrte (und in [8], (4,3) hergeleitete) Formel

benutzbar:
1 1
— . —dLy=(n - Do, .
Fq R, R4 .

Iy _ , _ y
J {(n 2) Q"TITH(L = @2 <n 1) Q"1 - Q'Z)("‘””} ds
1 (NP — 1 i—1

(g=12,..,p).

Diese Kriimmungsintegrale konnen wir auf ganz dhnliche Weise umformen wie im
Abschn. 2. die Formel (1,1). Dieses Verfahren liefert

1 -2\ (" ..
(3,3) J\ {—— J—} dZ,=(n - 1w, (n )f Q" ilpds —
Fq Ry, R, i—-1/),_,

n—3

—(n—l)wn_1<n_l>§ =02

i—1/m=02m + 1 m
o) 1y = 0) = @ (g-1) @ (- s + 0)]
(¢=1,2,...,p).
Jetzt sind wir schon imstande das iiber die ganze Berandung S = %, L ’U L,V Z,
unseres Korpers K aus (14) erstreckte Integral [s{Ri'... R;_'{}dS auqs;:ldrﬁcken;
dieses ist nimlich die Summe der in (3,2) und (3,3) berechneten Integrale:

1 1 n—2 ln—i—l
(3.4 dS=(n-1) w,-1 | © Pds +
s Ry Ri-y i—1 0

2 (1)) ede© + o).
2\i—1

Weil das durch n (}Z}) dividierte Integral links in (3,4) gerade die Grosse W;
(i=1,2,...,n — 1)ist, so folgt aus (3,4) schon leicht die gewiinschte Darstellung (I)
auch firi=1,2,...,n — 1.

Nach der schon in der Einleitung gemachten Bemerkung ist fiir geniigend kleines
positives v die Formel (I) mit (I*) auch auf den zum K&rper (14) im dusseren Abstand v
parallelen K6rper K[C; ¢(s) + v] anwendbar. Fiir das Volumen W §” von K[C; o(s) +
+ v] ergibt sich so nach (I) mit (I*) fiir i = 0, dass

(39 WY = o, j oY ( D)o as
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Benutzen wir jetzt die Darstellungen (I) fiir den Korper K[C; o(s)], fiir welchen wir
noch W, = w, gesetzt haben, so finden wir volle Ubereinstimmung zwischen (3,5
und der Steinerschen Formel (15).

4. Es seien g,(s) und g,(s) zwei im Intervall <0, I) stetige und in (0, I) positive

Funktionen und ay, a, zwei Zahlen. Durch die Verbindung der Ungleichungen
von Cauchy und Schwarz gewinnt man

1 1 1/2 1 1/2
4.1 aa, + f g.9,ds < [af + J g3 ds] [a% + [ g3 ds] ;
0 0 Jv O

dabei gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn

4.2) g1:92 = ay -4,
im Intervall (0, [) ist.

In Hinsicht auf (I*) konnen wir setzen:
R T 2
09 = [0 " i re) |

95(s) = [wn—l ""_r:—_f 0" 1(s) P(s)]m
a, = [%a)n{()"—i+j(0) + Qn—i+j(l)}]1/2 , 4, = [—;—w,,{g"_j_"(()) + Qn~i—j(l)}]1/2;

i,j=1,...,n—=2;j <i;i+j=<n— 1. Nach (4,1) und (I) mit (I*) ergibt sich also

_ . e AT1/2 pl
Wiz wii> o, [(n i+ )= i) J 0"~ 7 1(s) P(s) ds +
h 0

+ %wn[gn—ii-j(o) + Qn—i+j(l)]1/2 [Qn—i-j(o) + ani—j(l)]l/Z;

die Gleichheitsbedingung (4,2) fiihrt ndmlich nur zu go(s) = 0 in <0, I>. Wegen (I)
folgt daraus weiter

o . V112
N R )] Gl ) S A
n—i
RSN s CETART) [ (ARCETARU L
n—i+j n—i-—j

,e";'(o_)_t_e:il)} ,

n—i

417



Hier ist aber der Ausdruck in den Klammern {...} immer positiv mit Ausnahme des
Falles ¢(0) = ¢(!) = 0 und deshalb

2
(4,3) Wi Wis; ><m> (Gfii+jsn—-1).

n—i+j.n--i——j n—i
Aus (4,3) ergibt sich nach dem Hilfssatz aus [9], Abschn. 4 sofort (III).
5. Nach (I) ist fiir beliebiges von s unabhéngiges y und x; = konst.

Dy -y

5, mow = 2 [ U5 1l = )9 P 85 +

n
+ 30, Y 1y'e"0) + 1w, Y wy'e" (1) ;
i=0 i=0

dabei ist freilich W, = w, und ¢""(0) = 1 fiir ¢(0) = 0 und i = n; dhnlich fiir
0"~ i(l). Daraus folgt wegen (I*) schon leicht der in dem Abschn. C der Einleitung
ausgesprochene Hauptsatz einschliesslich der Behauptung iiber das Gleichheits-
zeichen in (II); vgl. auch [9], Anfang des Abschn. 6.

Um noch (IV) zu beweisen, geniigt es nach dem Hauptsatz nur folgendes zu
zeigen: Fiir alle positiven y und fiir alle nicht negativen x ist

00, ) =B -0 yx" "L+ (3 =By x4+ (a =) yx"P 20,

U(X, y) = uy)'x"—)‘—l + d yaxn—-a—l + ﬁ:_}’ yl;x,,_ﬂ_l ; 0
n—y n— o n— g

und Q(x, y) = U(x, y) = 0 ist nur fir x = 0 mdglich. Dies folgt aber unmittelbar
aus [9], Folgerungen a) und c) des Hilfssatzes im Abschn. 5, und zwar fiir z = y/x
mit x > 0.

Fiir den Beweis von (V) geniigt es — wieder nach dem Hauptsatz — zu verifizieren,
dassfir0 < y < cundc < x

(5.1 0, ) =B —=)(n =) yx"""L 4y = f)(n —a) y’x" 77" +
+@=y@m—-pyxrtrtzo,
(5:2) U, ) =B =)y x" 7"+ (3 = By x"" L+ (a— ) yx"P71 20

ist. Beide Ungleichungen ergeben sich wieder aus [9], Folgerungen b) und a) des
Hilfssatzes im Abschn. 5, fiir z = y/x. (S. dazu auch Abschn. 6 in [9].) Gleichzeitig
folgt aus den Zusitzen zu diesen Folgerungen betreffs der Gleichheitszeichen, dass
die Polynome links in (5,1) und (5,2) dann und nur dann verschwinden, wenn y = x.
Daraus bestimmt man schon ganz leicht die Extremalkorper der Ungleichungen (V).
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Pe3iome

HEPABEHCTBA [JI5I OBPbEMA,
IJIOWA AN 1 MHTEI'PAJIOB KPUBU3HbI KAHAJIOBBIX TEJI

3BBIHEK HAJEHUK (Zbynék Nadenik), Ilpara

ITycTh B n-MepHOM €BKJIMIOBOM IIPOCTPAHCTBE O3HayaeT W, — obbeM, W, — Ha

n—i
unTerpai {{ — 1)-ii KpUBM3HBI KAHAIOBOIrO TeJjia, roMeoMopdHoro wapy (T.e. Teina,
orpaHpyeHHOro orubarouieii chep ¢ HEHTpaMHu B TOYKax He3aMKHYTOH kpusoil C,
BO3MOXHO, 3Ta NOBEPXHOCTh MMEET [Be TOYKM 3aocTpenus). W; (j=0,1,...,n)
He3aBHCUMBI OT KpUBU3eH KpuBoi C, U MOAXOMSILUE UHTETrPATbHBIC NPEICTABICHUS
¢GysknroHaoB W; cIealoT BO3MOXHBIM MOJTy4HTh OOLIUE JIMHEHHBIE HEDABHECTBA
ans W.

- ) n—1\T"* y
n~ ! ymuoxenuyro rromanps v W; (i = 2,...,n) —Ha|n YMHOXEHHBIH
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