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GANZE CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN
MIT VOLLKOMMEN REGULAREM WACHSTUM

HANs-JOACHIM ROSSBERG, Berlin

(Eingegangen am 1. Februar 1966)

Verf. hat in [3] das Anwachsen einer ganzen charakteristischen Funktionen

hol2) = f ¢ dH (u) |
0

deren Verteilungsfunktion Ho(u) die Eigenschaft H(0) = 0 besitzt, auf der negativ
imagindren Achse untersucht. Die dabei erzielten Resultate wollen wir hier ausnutzen,
um Aussagen iiber das Anwachsen einer charakteristischen Funktion auf anderen
Strahlen zu machen und insbesondere das vollkommen regulire Wachstum fiir
gewisse ganze charakteristische Funktionen nachzuweisen. Daraus ergeben sich
dann auch Aussagen iiber die Nullstellenverteilung dieser charakteristischen Funktio-
nen. Es ist offensichtlich, dass die vorliegenden Untersuchungen, falls sie sich als
geniigend interessant erweisen, nur einen Anfang darstellen konnen. Auf jeden Fall
werden auf diese Weise tiefliegende Sitze der Funktionentheorie fiir die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung anwendbar. Wir setzen hier die Arbeit [3] als bekannt voraus.

Wenn wir eine analytische Funktion f(z) (z = re®) in einem Winkel {3, < 3 <
< 9,} (9, — 9, < 2m) betrachten und das Wachstum der Funktion M(r, 9,, 9,) =

= max |f(re’®)| durch eine verfeinerte Ordnung (v. O.) o(r) beschreiben, so werden
8198,

wir nicht unbedingt verlangen, dass

m M(", 91, 92)

r—oo r"(’)

positiv ist, wie es bei einer unmittelbaren Ubertragung der Definition 5 aus [3] auf
einen Winkel geschehen miisste; es wird geniigen, dass dieser obere Limes endlich ist.
Die Hilfssdtze 1 bis 4 gelten der vorliegenden Arbeit auch fiir diesen Fall.

Wir erkldren nun gemdss B. J. LEWIN [2] eine Reihe von Begriffen.
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Definition 1. Die Funktion f(z) sei analytisch und von der verfeinerten Ordnung
o(r) > ¢ im Winkel {3, < § < 9,}. Dann nennen wir die Funktion

—— log |f(re®)|

0/(9) = Tim 2L (5, <9 9,)

den Indikator von f(z). Dieser heisst trigonometrisch, wenn er die Gestalt g(9) =
= a cos ¢3 + b sin @9 hat.

Der Indikator hingt somit in starkem Masse von der verfeinerte Ordnung ab,
mit deren Hilfe er gebildet wird. Verschwindet er identisch im betrachteten Winkel,
was nach der eingangs gemachten Bemerkung mdoglich ist, so miissen wir erwégen,
ob die v. O. zweckmassig gewahlt wurde.

Definition 2. Ist E eine Menge positiver Zahlen E" = {E n (0, r)}, mes (E") das Mass
von E’, so heisst E vom relativen Mass Null, wenn

Jim s (E")

r-owo r

=0;

eine solche Menge E nennen wir kurz eine Ej,-Menge.

Definition 3. Die in Definition 1 eingefiihrte Funktion f(z) heisst von vollkommen
regulirem Wachstum (v. r. W.) auf der Strahlenmenge Ry, (9 ist die Menge der
entsprechende 3-Werte), wenn

_ log|f(re®).

9r.(9) = T

gleichmiéssig gegen gf(S) strebt, falls 3 € M und r iiber alle Schranken wichst und
dabei alle positiven Werte annimmt, vielleicht mit Ausnahme einer E -Menge, die fiir
alle Strahlen aus R g, gemeinsam ist. Wir schreiben dafiir kurz

(1) lim* g,(9) = ¢(9).
Dagegen heisst f (z) von v. r. W.im Winkel {3; < 9 < 3,}, wenn diese gleichmissige
Konvergenz fiir jede Strahlenmenge der Form {9; + e <3< 9, — ¢} (¢ > 0)
eintritt. Schliesslich heisst die ganze Funktion f(z) von v. r. W. schlechthin, wenn die
gleichmissige Konvergenz fiir 0 < 9 < 27 eintritt.

Besteht ein Limes der Form (1) nur fiir ein 9, so sagen wir, f(z) habe das v. r. W. auf
dem betreffenden Strahl.

Lemma 1. Die Funktion f(z) sei analytisch in der Halbebene {0 < § < n} und
stetig in {0 < 9§ < =n}. Gehort sie hier hichstens zum Mitteltyp der Ordnung 1
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und ist

@) r lig.li@ildxmo
e 14+ x?

+
(log @ = max (0, a) fiir alle a > 0), so hat sie das v. r. W. im Winkel {0 < $ < n}
mit dem Indikator

o(9) = ksin 9, k = tim» 22107

r—o r

([2]; V. Satz 7).

Lemma 2. Die Funktion f(z) sei analytisch im Innern eines Winkels (9, 9,) und
habe dort die v. O. o(r); Ry sei eine Strahlenmenge aus einem inneren Winkel
9, <2< 9 £ B <3, Wenn f(z) auf jedem Strahl von Ry, das v. r. W. besitzt, dann
besitzt sie es auch auf Rgy. ([2]; 111 1).

Satz 1. Die charakteristische Funktion ho(z) der Verteilungsfunktion H(x),
fitr die Hy(X,) =0, Ho(X, +¢) >0, Ho(X;) =1, (0 < X, < X, < 0) gelten
mdége, ist von v. r. W. mit dem Indikator

9(9) = {

—X,sind (0=

9 < n)
—X;sind (-n<9

<0),
und zwar beziiglich der v. 0. o(r) = 1.
Beweis. Bekanntlich (vgl. Satz 1 aus [3]) ist h(z) ganz vom Mitteltyp der Ord-

nung 1; ferner erkennt man leicht

k = lim 108 1(=11) _

r—o r

so dass sich der Indikator und das v. r. W. in {—7n < 3 < 0} sofort aus Lemma 1
ergeben. Somit besteht das v. r. W. auf jedem Strahlin {—7n < 3 < 0}. Setzen wir in
Lemma 2 etwa

Y=-n1—-¢, a=-n, =0, $ =¢,
so bekommen wir nun das v. r. W. auf der Strahlenmenge {—7 < 3 < 0}, wenn wir
noch beachten, dass die Strahlenmenge des v.r. W. in §; <o <3 £ f < 9, stets
abgeschlossen ist ([2]; IIL 1). :

Wir wenden uns nun der oberen Halebene zu und setzen zunichst X o = 0 voraus.
Dann liefert die bei jedem n > 0 geltende Abschidtzung

o
Lz i) 2 [ an () z e )

0
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die Beziehung

lim log hy(ir) — 0
r

>

und Lemma 1 fiithrt zur Behauptung fiir 0 < 9 < 7. Wenn X, > 0, schliessen wir
ebenso, nur benutzen wir die Darstellung

X1—X

" i dHo(X, + v)

ho(2) = e hy(2), hy(z) = J

0

aus der wir

3) fim 108 Boir) _ _

r

0

gewinnen. Somit hat g(9) auch in 0 < 9 < = die angegebene Gestalt, und ho(z) hat
das v. r. W. Nun erkennen wir wie oben das v. r. W. auf der Strahlenmenge {0 < 3 <
< =n}. Das v. r. W. in der ganzen Ebene ist hiernach klar.

Aus den Beweis ergibt sich auch das

Korollar 1. Hat die Verteilungsfunktion Hy(x) die Eigenschaft Hy(X,) = 0,
Ho(X, +€) > 0(0 £ X, < 0), so hat hy(z) beziiglich der v. 0. o(r) = 1 dasv.r. W.
im Winkel {0 < § < 7} und den Indikator

g9(9) = —Xosin3 (0<9<m).
Ist ho(z) eindeutig analytisch in {|$ — in| < In + 8} fir irgendein & > 0, so
besteht das v. r. W. sogar auf der Strahlenmenge {0 < 3 < n}.

Wir gehen nun zu charakteristischen Funktionen vom Maximaltyp der Ordnung 1
iiber. Dazu benstigen wir das

Lemma 3. Die Funktion f(z) sei im Innern des Winkels (9, 9,) analytisch und
von der v. O. Q(r); auf den Schenkeln dieses Winkels sei sie stetig. Wenn sie einen
trigonometrischen Indikator hat und auf einem gewissen Strahl im Innern dieses
Winkels von v. r. W. ist, so hat sie im Innern des Winkels das v. r. W. ([2], 11,
Satz 6).

Satz 2. Die Verteilungsfunktion Hy(x) mit Hy(0) = O habe die Darstellung

1 — Hy(x) = exp {—x"'"*®}

mit der ausgearteten v. O. o(x) (vgl. Definition 6 aus [3]).
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Dann gehort die entsprechende ganze charakteristische Funktion ho(z) zum
Maximaltyp der Ordnung 1, und sie hat das v. r. W. mit dem Indikator

@ a0 =1" L, 0EisY

—sind (- <3<0),
und zwar beziiglich der v. 0. o(r) = 1 + 1/[a(o(r))], wo ¢(r) = x die Umkehr-
Sfunktionen zu r = x** ist (vgl. Satz 2 aus [3]).

Beweis. Die Sitze 1 und 2 aus [3] besagen, dass die charakteristische Funktion
ho(z) ganz und vom Maximaltyp der Ordnung 1 ist. Weiter ist ho(z) nach Satz 2 aus
[3] auf dem durch § = —4x bestimmten Strahl von v. r. W. Wie das Korollar 1 aus
[3] lehrt, hat ho(z) in {—n < 9 < 0} den trigonometrischen Indikator (4). Aus
Lemma 3 ergibt sich daher das v. r. W. im Winkel {—7 < § < 0}.

Wir kommen nun zur oberen Halbebene. Zuniichst haben wir lim ! 7% = 0,
weil ree

limlog r!7¢" = — lim logr _ _ limlogx = —0 .

r—oo r—+oo oc((p(r)) x— 0
Dann aber ist nach Korollar 1

1240 .

fiir |9 — 4n| < 7. Der Indikator ist also der angegebene, und aus (3) ersicht man
ebenso das v. r. W. auf der positivimagindren Achse (NB: (3) gilt auch bei X; = o).
Nach Lemma 3 besteht also das v. r. W. in der oberen Halbebene. Zum Schluss
brauchen wir nur noch Lemma 2 in derselben Weise einsetzen wir wie es im Beweis
zu Satz 1 getan haben, um das v. r. W. von h(z) in der ganzen Ebene einzuschen.

Um das v. r. W. bei charakteristischen Funktionen hoherer Ordnung nachzuweisen,
brauchen wir ein weiteres Lemma, das uns auf das Vorhandensein eines trigonome-
trischen Indikators schliessen ldsst. Das Korollar 1 aus [3] reicht jetzt nicht mehr aus.

Lemma 4. Die Funktion f(z) sei im Innern des Winkels |arg z| < n/2¢ analytisch
und von der v. O. ¢(r) - g, auf den Schenkeln dieses Winkels sei sie stetig; ferner
gelte fiir den Indikator g(+ m/2¢) = 0. Dann ist g(9) = g(0) cos @9 (|9| < n/20)
([2]; Anhang VII. 1).

Wir untersuchen nun zunichst das Verhalten spezieller charakteristischer Funk-
tionen.

Lemma 5. Es sei Hy(x) =1 — exp{—kx'**}(x > 0) mit einer Konstanten
a > 0. Dann gilt bei r - oo

lh(,(rexp(—g—ii%)i)i:O(re), (Q:l +i—>'
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Beweis. Wir benutzen die Idee des Beweises von Satz 2 aus [3], bei deren Durch-
fithrung wir in diesem Falle jedoch den Cauchyschen Integralsatz hinzuziehen miissen.
In der Formel

0

(42) o (2) = f e dHo(u) = 1 + iz J (1 — Ho(u)) du
0
haben wir iz = r exp {in/2¢} zu setzen und
(5) f exp {ure™?® — ku'**} du = O(r'/)
0

zu beweisen. Dazu wihlen wir eine Zahl 6 > 0, so dass mit der Abkiirzung ¢ =
= [k™'(1 + &) cos (n[20)]"/*

(6) é < kél+a

ist, und definieren sodann in Analogie zu (12) in [3] die Funktion x,(r) durch
a« _ n _ g1/
kxt = r(1 + é)cos—a—, x, = &/,
20

Das Integrationsintervall in (5) wird durch x, zerlegt. Der Betrag des zweiten Integrals
ist dann hochstens gleich

exp{u | rcos T g |du < exp { —udr cos -\ du =
x 20 x 20
= o [exp{—¢&r? cos LAQN
20

Auf das iibrigbleibende Hauptglied in (5) wenden wir den Cauchyschen Integralsatz

an:
7/2(1+a)

X3 .
(7 j exp {re"™*u — ku'**} du + ixlf exp {rx,e’(20%") _

0 ]

. *1
_ kx}+aei|[/(l+m)} eil[/ dl// — exn/2(1+a)f exp {i(rw _ kw1+a)} dW — O(rl/a) 3
0

Das zweite Glied auf der linken Seite ist dem Betrag nach hochstens gleich

X, fu/2(1+a)exp {re (5 cos <2£ + W) — k&' cos ( (1 + oz)))} v
0

0

dabei ist im Integrationsintervall cos ((/2¢) + ¥) < cos (Y(1 + «)) und (2/n).
.37 — ¥(1 + )] < cos Y(1 + a); erinnern wir uns an (6), so erhalten wir hiermit

340



die Abschitzung
n/2(1+a) 2 /71
xJJ exp {r"(cf — k&EM*Y) ——(— - (1 + 7)>} dy = 0o(r7").
o n\2
Aus Formel (5) folgt sofort das

Lemma 6. Fiir die charakteristische Funktion der Verteilungsfunktion H(x) =
= const. [3exp {—ku'**} du (x = 0) besteht die Abschditzung

ho (r . exp (-— ;:— + 2%) i) = 0(r'").

Wir benodtigen auch noch ein Lemma iiber den Indikator eine Funktion, die in
einem Winkel analytisch ist und die Ordnung ¢ besitzt.

Lemma 7. Ist 9, ein Punkt, in dem der Indikator g(3) ein Maximum annimmt, so
ist fiir |9 — 90| < 7fo
G(9) = g(9) cos o(% — 3,) .

Daher sind die Intervalle, in denen g() > 0 ist, niemals kiirzer als nfo ([2]; I. 16 ).

Satz 3. Die charakteristischen Funktionen hl und h3 der Verteilungsfunktionen
Hy(x) =1 —exp {—kx'**} (x 20)
bzw.

Hy(x) = const.f exp {—ku'**}du (x 2 0)
0

haben beziiglich der v. 0. o(r) = ¢ im Winkel 4, = {|9 + in| < n/20} den trigo-
nometrischen Indikator

(8) 9(9) = k™% = cos (9 + im)

und das v. r. W.; dabei ist g = 1 + 1o, ¢ = o(1 + o) 7%

Diese Behauptungen bestehen ferner fiir alle Verteilungsfunktionen H(x), die nur
fiir x = X > 0 mit HY(x) (A = 1, 2) iibereinstimmen. Ist ferner H(x) eine beliebige
Verteilungsfunktion, deren charakteristische Funktion h(z) ganz und hochstens vom
Minimaltyp der Ordnung ¢ tst, so bestehen die Behauptungen sowohl fiir die
Mischung

©) D(x) = aH{(x) + BH(x)

(@ + B =1,a> 0, B = 0) als auch fiir die Faltung Hy(x) = H(x).
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Bemerkung. Aus der Arbeit [4] von RAMACHANDRAN kennen wir die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, die man der Verteilungsfunkion H(x) auferlegen
muss, damit ihre charakteristische Funktion H(z) hdchstens zum Minimaltyp der
Ordnung ¢ gehort. Satz 3 gibt somit eine bekannte Klasse von Verteilungsfunktionen
an, deren charakteristische Funktionen in 4, einen trigonometrischen Indikator und
das v. r. W. haben.

Beweis. Auf Hy(x) ist Satz 3 aus [3] unmittelbar anwendbar und liefert

1 .
(10) tim 208 1= _

r—>o r?

Es liegt also das v. r. W. auf der negativ imaginidren Achse vor. Im Winkel 4, ist

dann wegen Lemma 7 g(9) > 0. Da g(9) stetig ist, muss g(—4n + $mo™!) = 0 sein,

nach Lemma 5 aber ist g(—3n & 4n0~') = 0. Mit Lemma 4 bekommen wir nun die

Behauptung iiber den Indikator. Lemma 3 fiihrt uns nun zum v. r. W. von hj(z)in 4,.
Wir betrachten nun die charakteristische Funktion

(11) hy(z) = const.l[ exp {izu — ku'**} du

0
von Hy(x). Da die Relation (10) fiir hg(—ir) gilt, muss sie — vgl. (4a) — auch fiir
h(—ir) richtig sein, und diese Tatsache wird auch fiir den spiteren Verlauf des Be-
weises bedeutsam sein. Zunichst ergibt sich die Behauptung iiber H(x), wie die
iiber Hy(x), nur muss Lemma 5 durch Lemma 6 ersetzt werden.

Die charakteristische Funktion hj(z) von Hj(x) (1 = 1,2) hat die Darstellung
hi(z) = hi(z) + I(z), wo I(z) eine ganze Funktion hochstens vom Mitteltyp der
Ordnung 1 ist; vgl. Satz 1 aus [3]. Dann aber gilt wegen Lemma 5 bzw. Lemma 6
fiir eine gewisse Zahl g > 0 und alle geniigend grossen r

R n n |
lh’1 r.exp. ([ — =+ — )il < e
| O( < 2 2Q> )

d. h.esist — wiederum wegen Lemma 7 — g,,:(—4n + $mo~') = 0. Dadie Bezichung
(10) fiir h(z) gilt, ist sie offenkundig auch fiir 4}(z) richtig. Daher verhelfen uns nun
wieder die eingangs bei der Behandlung von hj(z) erlduterten Schliisse zum Ziel.

Fiir die charakteristische Funktion d(z) der Verteilungsfunktion (9) gilt fiir belie-
biges ¢ > 0 und alle geniigend grossen r

d(—ir) < exp {(k™'c + &) %},

weil h(z) hochstens zum Minimaltyp der Ordnung @ gehdren soll und (10) fiir hj(z)
gilt. Wegen (10) ist aber auch

d(—ir) > aexp {(k™"/*c — &) r}
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fiir geniigend grosse r richtig; folglich geniigt d(z) der Bedingung (10). Aus Lemma 5
bzw. 6 erschliessen wir — bei beliebigem ¢ > 0 und r > r¢(e) — die Ungleichung
d(rexp (—4in + imo™")i) < exp {er’}, und somit ist g,(—3n + $mp~') = 0. Daher
konnen wir wie oben die Behauptung erschliessen.

Die charakteristische Funktion der Verteilungsfunktion Hg(x) * H(x) nennen wir
e(z) = h{(z) h(z). Die diesbeziiglichen Behauptungen des Satzes folgen einfach aus

——log h(—ir
ge(.f)) = gho»‘-(-g) + lim _..re—)

= ghoz(‘g) H] ge(—%n) = ghﬂi-(_%n) >

denn hiernach hat der Indikator wiederun die Form (8), wie aus Lemma 7 erhellt.
Der soeben bewiesene Satz wirft naturgemaiss die Frage auf, ob es nicht auch cha-
rakteristische Funktionen der Ordnung ¢ > 1 mit v. r. W. in der ganzen Ebene gibt.
In dieser Hinsicht beschrianken wir uns auf einen naheliegenden Spezialfall. Ein
passendes Hilfsmittel dabei ist das folgende Lemma, das vermutlich noch zu allge-
meineren Resultaten iiber den Indikator zu fithren vermag als wir hier anstreben.

Lemma 8. Die Funktion f(z) sei analytisch in {Re z > 0}, stetig in {Re z = 0},
und es gelte

/2
lim —A—J log |f(re')| cos ¥ df < oo .
row TFJ —n2
Wenn

fim e /(] _
r—oo r
und
Tim e =il g

so ist f(s) = 0 ([1]; 3.42).

Lemma 9. Die Funktion f(z) sei analytisch im Innern eines Winkels mit der
Offnung 7r/A und auch noch auf seiner Begrenzung stetig; ihre Ordnung sei im
Innern des Winkels kleiner als A; auf den Schenkeln sei f(z) beschrinkt. Dann ist
auch im Innern des Winkels beschrénkt ([2], 1. 14).

Satz 4. Die charakteristische Funktion

(11) ho(z) = const.f exp {izu — ku'*a} dy (1 <a < o0)
. .
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ist O(r'/®) in Ing™' £ |9 + in| < no™?, beschrinkt in {|9 + in| = nfo; sie hat
beziiglich o(r) = o den Indikator

(k7Y% coso(9 + 4m) (9ed,)
9(%) = {0 (9¢4)

und ist von v. r. W. in der ganzen Ebene.

Beweis. Nach Satz 3 und Korollar 1 haben wir den Indikator nur noch in den zwei
iibrigbleibenden Winkeln zu berechnen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass gleichmaissig

)

Auf dem durch den Winkel 3 = —in + %né‘l bestimmten Strahl kennen wir diese
Eigenschaft schon aus Lemma 6. Jetzt betrachten wir die durch

II/\
IS

(12) ho(re®®) = O(r17%), ( <9

i
21

festgelegten Strahlen, wobei v-die grosste ganze Zahl mit der Eigenschaft

(13) L

Q
ist. Wir setzen also in (11) iz = r exp {(vni/2¢)} und zerlegen das Integrationsintervall
durch eine Zahl x, = &r'/*, wie wir es beim Beweis des Lemmas 5 getan haben; die
positive Zahl ¢ wird geniigend gross gewdhlt. Die Uberlegungen des genannten
Beweises lassen sich nun wiederholen, nur wird (7) durch

x1 3
J exp {rue®™?® — ky'**} du + ixlj exp {re(ge" 2O+
0 ) 0

X1
. kél+aei(1+a)w)} eiw dl/l — eia‘zJ' exp {iru _ ku1+aein(1~(v—-1)a)/2} du
V]

ersetzt, wo gemdss (13)

0<g=" 1J_>=zz1~(v—l)a<
2 0 2 1+«

Das rechts stehende Integral ist aber fir 1 <v < v offenkundig beschrinkt; das
zweite Glied der linken Seite kann wie frither als gegen Null konvergierend er-
kannt werden. Jetzt konnen wir Lemma 9 einsetzen und gewinnen lho(z)! <cC

in {|9 + 4| = nfo. Wenden wir Lemma 9 auf [ho(z)]/[(z + 1)"/*] an, so folgt (12).

NS
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Damit geniigt hy(z) in jeder Halbebene

R

Bo= -+ 49,9+ 4y,
20 2 2

(0 <9, < 4n — 4me™! den Voraussetzungen des Lemmas 8, und folglich ist
lim (ho(re')[r) = O erst recht verschwindet also der Indikator in den uns interes-

sierenden Winkeln.

Nun gewinnen wir das v. r. W. schnell. Im Winkel 4, kennen wir es schon aus Satz 3;
auf der Strahlenmenge {‘9 + %nl < 7|2} finden wir es sodann wie im Beweis des
Satzes 1. Lemma 3 und Korollar 1 fiihren auf das v. r. W. im Winkel {|3 + in| >
> 7[2¢}, woraus es wieder auf der Strahlenmenge {|3 + 1n| = =/2¢ folgt.

Um auf Grund unserer bisherigen Ergebnisse eine Aussage iiber die Nullstellen-
vertellung bei charakteristischen Funktionen zu gewinnen, fithren wir die folgende
Begriffsbildung ein. 9t sei eine Punktmenge in der komplexen Zahlenebene; n(r, 34, 9,)
gibt die Anzahl der Punkte von R im Sektor {\zl <r 9 =£93<9,)an.

Defirition 4. Die Punktmenge % hat im Winkel (9, 3,) eine Dichte mit dem Expo-
nenten o(r), wenn fiir alle Werte von und 6 (0 < 9, < 9 <0 < 9, < 2n) hochstens
mit Ausnahme einer abzahlbaren Menge, der Grenzwert.

n_(r, 9, 0)

e

4(9, 0) = lim
existiert.

Wir brauchen nun das folgende Lemma, vor dessen Formulierung wir darauf
hinweisen, dass der Indikator in jedem Punkt — mit Ausnahme von hdchstens
abzdhlbar vielen — eine Ableitung besitzt; in den Ausnahmenpunkten gibt es eine
rechts- und eine linksseitige Ableitung ([2]; I. 16).

Lemma 10. Ist die analytische Funktion f(z) mit der v. O. o(r) im Innern des
Winkels (9, 9,) von v. r. W., so existiert fiir alle Werte der Grissen 3 und 0 — hich-
stens mit Ausnahme von abzdhlbar vielen — der Grenzwert

15,0y = i "0:520)
2ng e

(9, <8<0< 9y,
wo

s(9,0) = g'(0) — g'(9) + * JG y(<p) de .

9

Die Ausnahmemenge kann nur auf Punkten bestehen, in welchen fiir die Ableitung
des Indikators g'(¢ + 0) % g'(¢ — 0) gils ([2]; 1IL Satz 3.).

Aus diesem Lemma erkennt man die Richtigkeit des folgenden Satzes.
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Satz 5. Hat die ganze charakteristische Funktion h(z) der Ordnung ¢ in einem
Winkel einen trigonometrischen Indikator, so haben ihre Nullstellen im Innern dieses
Winkels die Dichte Null. Die in Satz 4 behandelte Funktion ho(z) hat dariiberhinaus
in allen Winkeln der Form {|9 + in + ino™!| < ¢} (¢ > 0) die Dichte 1[2me.
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