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Yexoc0BauKHit MaTeMaTHyecknii skypuana, 1. 16 (91) 1966, Ilpara

SUR UN THEOREME DE VL. DLAB!)

GHEORGHE PIc, Cluj

(Regu le 1 septembre 1965)

1. Soit {G™} le sousgroupe du groupe G généré par la m-iéme puissance de tous
les éléments de G. F. SzAsz [8], [9], [10] a montré que, si tous les sousgroupes
cycliques H; de G ont la proprieté qu’il existe un nombre naturel m; ainsi que H; =
= {G™} alors G est a son tour cyclique. Ce résultat et d’autres généralisations ont
été donnés par F. Szdsz [12], VL. DraB [1] et I. KGRNEYI [5].

Dlab a montré [1] que si 7 est le plus grand commun diviseur de my, ..., m,, et
si les sousgroupes {G™}, ..., {G™} sont cycliques alors {G'} est & son tour cyclique.
De ce résultat on déduit facilement une nouvelle démonstration du théoréme de
F. Szdsz.

Dans la théorie des groupes on peut quelquefois apercevoir une certaine dualité,
laquelle pourtant ne nous conduit pas automatiquement, comme en géométrie
projective, a un théoréme dual. Cependant elle nous donne quelquefois la possibilité
d’avoir l'intuition d’un résultat dual. De telles considérations nous ont conduit au
suivant résultat [ 7]: Soit {G,,} le sousgroupe du groupe fini G généré par les éléments
de g € G pour lesquels g™ = 1. Si pour chaque sousgroupe cyclique H; il existe un
nombre naturel m; tel que H; = {G,, }, alors G est cyclique.

Dans la présente note nous nous proposons de démontrer que si {G,,} et {G,} sont
cycliques, alors {Gp,, 1} [{Gm.m} est aussi cyclique. Ce résultat correspond au théoréme
de Dlab, mais on ne peut — comme dans le théoréme de Dlab — le généraliser pour
plusieurs nombres, sauf dans des cas particuliers. Un tel cas est utilisé pour retrouver,
notre théoréme cité auparavant.

Récemment VI. Dlab [2] a donné une nouvelle généralisation de son théoréme
montrant que si {G™} et {G"} sont abéliens alors {G"™™} est & son tour abélien. De
cette maniére il a répondu & un probléme posé par F. Szdsz [12].

Dans cette note nous donnons aussi une généralisation qui correspond a celle
de Dlab et ensuite un résultat similaire si {G,,} et {G,} sont nilpotents réguliers. La
démonstration donnée nous fait supposer que le résultat n’est pas valable si on rénonce
a la régularité.

1y Je remercie M. KORINEK et son collectif pour leurs precieux conseils qui ont contribué
a 'amélioration de ma rédaction et des certaines démonstrations.
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2. Il est presque évident que:
Lemme 1. {G,,} 2 {G,}.

Lemme 2. Les sousgroupes {G,} de G sont invariants pour tous les endo-
morphismes de G.

Lemme 3. {G,,,} = {G,} n {G.} 2 {{G,},} = {Gmm}-

Démonstration. Soit g; € {G,.}. On pourra I’écrire
(1) 9i = g1i92i > Irsi
ol g,; est un élément générateur de {G,,}, c’est-a-dire g}; = 1. Un élément de {{G,,},}
aura par suite la forme suivante:
(2) G=9g95-" 9

ou g" = 1 et cela signifie que g € {G,}. D’autre part g} € {G,,}, donc nous aurons
aussi g € {G,,} et par conséquent g € {G,} n {G,}, c’est-a-dire {{G,},} = {G,} N
n {G,}. Soit maintenant g € {Gmm}, En lécrivant sous la forme (1), on aura
gi™m = 1, donc aussi g}; = 1. En méme temps g}; = 1, donc g € {{G,,},} c’est-a-dire

{Gnm} € {Guln}-
Lemme 4. On a toujours
(3) {Gpmm} = {G} - {G.} -
Démonstration. L’inclusion
{Gimm} 2 {Gn} - (G}

est la conséquence immédiate des lemmes 1 et 2.
Posons m = k(m, n), n = I(m, n); [m, n] = ml = nk. Parce que (k1) =1, on
peut déterminer des nombres entiers 4 et p tels que
Ak +pul=1.
Soit g € G un générateur de {G,, ,;} 1 g™ = 1.Ona
g=g*" = (g (¢)"

Parce que (g*)" = g™ = L et (¢')" = gi™" =1, g* est un générateur des {G,} et g

un générateur de {G,,}. Chaque générateur g € {Gimny} étant le produit d’un géné-

rateur de {G,} et d’un générateur de {G,}, on 2 Gpnm < {G,} . {G,} et par consé-

quent aussi {Gp,.n} S {Gn} - {G,}- 4
Le lemme est démontré.

1
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Lemme 5. Pour {G,} et {G,} abéliens on a
4) {Gonm) = {Gu} 0 {G,} -

Démonstration. D’apres le lemme 3 on a
{Ga} 0 {Ga} 2 {Gimy) -

Inversement dans le cas abélien on a {G,,} = G, et {G,} = G,. Soitg € {G,.} n {G,},
c’est-a-dire g€ G, et g€ G,, d’ou g™ = 1 et g" = 1. Il en suit g™ = 1, cela veut
dire g € {G .} Par conséquent {G, ,} 2 {Gn} N {G,} et le lemme est démontré.

Lemme 6. Soit H et K deux sousgroupes normaux du groupe G tels que G =
= H .K. En ce cas on a 'isomorphisme

G[HNK ~HHANK x K/[HnK

x désignant le produit direct des groupes.

Théoréme 1. Soit {G,,} et {G,} sousgroupes cycliques de G alors {Gpp 1}/{Gm.n}
est cyclique.

Démonstration. D’aprés le lemme 4 on a (3) et d’aprés le lemme 5 on a (4).
Le lemme 6 donne maintenant

{G[m-n]}/{G(m.n)} = {Gm} . {Gn}/{Gm} N {Gn} =
= {Gu}[{G} 0 {G,} x {G}{Ga} 0 {Gu} = {Gu}{Gimm} * {G}{Gimm} -

Le groupe {Gp,.1}/{Gm.n} est alors de produit direct des sousgroupes cycliques
{Go}[{Gmmt €t {G,}[{G(mm}- Les ordres de ceux-ci étant relativement premiers,
notre théoréme en résulte.

3. Dans les hypothéses faites, le groupe {Gp,, .} est cyclique si les éléments des
sousgroupes {G,,} et {G,} sont permutables. Mais en général {G,, ,;} n’est pas cyclique
comme nous le montre ’exemple suivant: :

Soit p, et p, deux nombres premiers impairs qui peuvent étre précisés convena-
blement. Soit G le groupe généré par les éléments u et v qui vérifient les rélations
suivantes:
1+pikip,k2

1
-1 Ul pi'lp2

h2
u-vu = 5

v 'uv =y

2k1,,r2 S1,,2h2
um = P o = i

=1
hy>ky; ky+ hy>ry; ki +hy>s,; ky>h,.

Les rélations écrites nous donnent

kipk2 ki, h2
uk = Pt pptie?
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{G,,} et {G,,} seront cycliques si nous choisissons les nombres premiers p, et p, de
maniére appropriée. Tout de méme {G,, ,;} n’est pas cyclique.

En effet, on voit facilement que les éléments uv et uv* sont d’ordre [m, n]. Nous
montrerons qu’il n’existe pas un nombre entier A tel que (uv)’1 = uv? et cela signific
que {Gyy,.p} nest pas cyclique.

Les rélations écrites auparavant nous montrent qu’une telle égalité peut avoir lieu
seulement si 2 = 1 + uk ol u est un nombre naturel. Alors (uv)* = uv® nous donne

2
U).-H;( - 02
c’est-a-dire

2h>

pk + h , modn = pi'p;

(1 + uk) uk _ 1
=
Mais cette congruence n’a pas des solutions parce que sa premiere partie et le module
sont divisibles par p; pendant que la deuxieéme partie n’est pas divisible par p;.
L’hypothése que {G,} (i =1,2,...,r) sont cycliques ne donne pas que
{Gimims...m B} [{Gimyms....mp} €5t Cyclique si r > 2.
Soit par exemple G le groupe abélien généré par les éléments u, v, w pour lesquels

uw?=vi=w=1.

Le groupe {Gp, . ,1}/{Gp.am) n’est pas en général cyclique, parce que le sousgroupe
{Grp.a1}/[{G(p.a.r} du groupe considéré n’est pas cyclique.

Nous avons tout de méme:

Théoréme 2. Soit m; (i = 1,2, ..., r) des nombres naturels tels que (m;, m;) = 1.
Soit {G,,} (i = 1,2, ..., r) cycliqgue. Alors {G,,,,... ...} est aussi cyclique.

Démonstration. Le théoréme 1 nous montre que le théoréme 2 est vraie
si r = 2. Procédons par induction. Supposons donc que {G, m,...m._,} €st cyclique.
m; m,...m,_, et m, étant relativement premiers le théoreme 1 nous donne que
{Gimy...o_1.m1} €St cyclique. On obtient le résultat énoncé en observant que
[my...m_y,m] =mym,...m,

Des théorémes démontrés on peut déduire le résultat suivant démontré aussi dans
un travail précédent [7]:

Théoréme 3. Le groupe fini G est cyclique si et seulement si pour chaque nombre
naturel m {G,} est cyclique.

Soit u = p&p% ... p* l'ordre du groupe G et sa décomposition en facterus pre-
miers. L’hypothése faite nous montre que {G%} est cyclique et le théoréme 2 nous
donne le résultat énoncé. ,

Selon O. ORE ([6] p. 267) un groupe infini est cyclique généralisé si chaque sousen-
semble fini d’éléments de G donne naissance a un sousgroupe cyclique fini.
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Lemme 7. Soit G un groupe cyclique généralisé. Alors pour chaque nombre
naturel n I’équation

(5) x" =1

posséde dans G n solutions au plus.

Démonstration. Dans un groupe cyclique fini I’équation (5) a évidemment n
solutions au plus. Supposons que I’équation (5) posséde dans G au moins n + 1
solutions distinctes: x;, X5, ..., X,4+- D’aprés la supposition {x;, x5, ..., X, 1} est
un sousgroupe cyclique fini de G et nous sommes parvenu a une contradiction.

Théoréme 4. Un groupe infini G est cyclique généralisé si et seulement si pour
chaque n {G,} est cyclique et G n’a pas des éléments d’ordre infini.

Démonstration. Soit G un groupe cyclique généralisé. G ne posséde alors que
des éléments d’ordre fini. Le sousgroupe {G,} est engendré par les solutions de
I’équation (5) Par conséquent {G,} a un nombre fini de générateurs et d’aprés la
supposition {G,} est cyclique fini.

Réciproquement soit G un groupe sans éléments d’ordre infini et pour chaque n {G,}
soit un groupe cyclique.

Nous montrerons que chaque ensemble fini M d’éléments engendre un sousgroupe
cyclique et normal de G. Nous procéderons par induction. Soit M = u,. Si ’ordre
de {u,} est égal a n alors {u,} = {G,} et {u,} sera par suite un sousgroupe normal
de G.

Supposons maintenant que {x;, x,, ..., X,_1} est un sousgroupe cyclique H de G
qui est normal dans G. Alors, ou bien K = {x,, ..., x,} = H et alors notre affirma-
tion est vraie, ou K + H. Comme H est fini et normal dans G et x, d’ordre fini, il
résulte que K est aussi fini. Mais alors les hypothéses du théoreme 3 sont satisfaites
pour K, donc K est a son tour cyclique. Soit m I’ordre de K. Donc chaque élément
de K est solution de ’équation x™ = 1, et I’on voit aisément que K = {G,,}.

On ne peut pas renoncer a la condition que G n’ait pas des éléments d’ordre infini.
En effet, soit H un groupe cyclique généralisé et L un groupe cyclique infini. Alors
pour G = H x L {G,} est cyclique et pourtant G n’est pas cyclique généralisé.

4. Dans sa note [12] F. Szdsz a posé le probleme d’établir que si {G™} et {G"}
sont abéliens alors aussi {G™™} est abélien. Il a énoncé un probléme similaire si
{G ™} et {G'} sont nilpotents. Le premier probléme a été résolu par V1. Dlab [2].

Nous nous proposons de montrer que:

Théoréme 5. Si les sousgroupes {G,} et {G,} du groupe G sont abéliens alors
{Gimm}[{Gimm} est aussi abélien.

On démontre ce théoréme d’une maniére tout-a-fait analogue a la démonstration
du théoréme 1. Le théoréme 5 est d’ailleurs un cas spécial du théoréme 6.
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Théoréme 6. Si les sousgroupes {G,} et {G,} du groupe G sont nilpotents et
réguliers, alors aussi {Gpy }[{Gmn} est nilpotent et régulier.

Nous démontrerons d’abord que si les hypothéses sont satisfaites alors {G,} n
N {Gn} = {G(m,n)}'

Soit g €{G,} n {G,}. Alors g € {G,}. Soit {G,}” un p-Sylowgroupe de {G,,}
et g7, ..., giP ses générateurs. Alors de (g¢”)" = 1 suit sur la base de certaines
propriétés connues des groupes réguliers (v. p. ex. [3] théor. 12.4.3.) que g™ = 1 de
la méme manigre on a g" = 1, donc g™™ = 1. Par conséquent g € {G, .} et donc
{G.} n {G,} = {Gi .}

L’inclusion réciproque {G, .} S {G,} n {G,} découle du lemme 2. En utilisant
les lemmes 5 et 6 on obtient maintenant les rélations

{G[m,n]}/{G(m,n)} = {Gm} . {Gn}/{Gm} N {Gn} =
= {G}{Gn} 0 {G,} x {G}[{G,} 0 {G.} =
= {Gm}/{G(m.Ix)} X {Gn}/{G(m,n)}

{G,.} et {G,} étant nilpotents et réguliers les groupes — quotients {G,}/{G.n} €t

p (m.,n)
{G,}/{G(mm} le sont aussi (voir [3], chap. 12,4.) et cela est vrai de méme pour leur
produit direct. Le théoréme est démontré.
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Pe3rome

OBb O/IHOM TEOPEME B. JIJIABA

JOKOPIX TTULL, (Gheorghe Pic), Knyx

Mycte {G,} — noarpynna {G}, nopoxaeHHas 3aeMeHTaMU g € G, UIsi KOTOPbIX
g" = 1. B paboTe uccieqyroTcs onpeaeaeHHble TPYNNnbl B 3aBUCUMOCTH OT CBOWCTB
noarpynn {G,}. Takum 00pa3om J0Ka3aHO MEX/Iy MPOYUM, YTO €CIM MOJArPYMIbI
{G,} u {G,} sBIsIIOTCA LMKITMYECKUMH, TO TEM ke CBOHCTBOM 00JajaeT M rpynna
{Gimm}/{Gmm} (Teopema 1). AHanorudyHoe CBOWCTBO YCTaHABIMBAETCA B TOM
ciyyae, koraa {G,} u {G,} sBisorcs aGenesbiMu (Teopema 5) WJIH CHEHATbHBIMU
U peryssipHbiMu (Teopema 6).
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